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Etudes des propriétés de situation des surfaces cubiques*). 


Par H. G. Zeuruen. 


I. Projection stéréographique de la surface. 


1. Dans un article, inséré dans les ,Annalen“ vol. VII, p. 410, 
sur les formes des courbes planes du quatriéme ordre, j ai démontré 
qu'une courbe quartique sans points multiples a, a cdté des tangentes 
communes & deux branches, quatre tangentes' doubles dont tous les deux 
points de contact se trouvent sur la méme branche ou sont imaginaires, 
et que les branches de la courbe se trouvent soit dans les quatre tri- 
angles, soit dans les trois quadrilatéres, formés par ces quatre tan- 
gentes doubles, 1 ou 0, ou 2 dont l'une est interne a l'autre, dans 
chacune de ces parties du plan. J’appelais ces quatre tangentes doubles 
dont nous venons de parler tangentes doubles de premiére espéce, et 
les tangentes communes a deux branches, tangentes doubles de seconde 
espece. 

Grace a la circonstance, dont M. Geiser a fait le premier des 
applications sérieuses, que le contour d’une surface cubique, projetée 
d'un point_de la surface sur un plan, est une courbe quartique, je 
pouvais appliquer les propriétés des quartiques que j’avais trouvées a 
démontrer les théoremes de M. Schlafli sur les nombres des droites 
et plans tangents triples réels des surfaces cubiques, et leur division 
en espéces qui en résulte. Je trouvais en méme temps que les con- 
tours des surfaces de la 1'e, 2™*, 3me, 4m espece**), sont composés de 
4, 3, 2, 1 branches externes l’une 4 l’autre, et que celui d’une surface 
de la 5™° espéce, est composé de deux branches dont lune est interne 
& l’autre si le centre de projection se trouve sur la nappe d’ordre im- 
pair, et qu'il n’existe pas s’il se trouve sur la nappe d’ordre pair. 

2. Les derniers intéressants mémoires de MM. Schlafli***) et 
Klein+) sur les surfaces cubiques contiennent plusieurs autres résul- 





*) Die diesen Aufsatz begleitende Figur findet man am Ende des Aufsatzes. 
Anm. d. Red. 
**) L’usage actuel des noms de 4™¢ et 5™° espéce, dont on se sert a présent 
ordinairement, est inverse & celui que j’en ai fait dans mon article précédent. 
***) Annali di Matematica t. V. 
+) Mathematische Annalen t. VI. 
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tats qu'il est facile de déduire, grace 4 la représentation de ces surfa- 
ces dont je viens de parler, des propriétés des courbes quartiques. 
Appliquons par exemple ce procédé a démontrer la transition d'une 
espéce a Vespéce suivante par une surface douée d'un point conique. Il 
faut qu’au moment de transition le contour de la surface projetée d'un 
point d’elle-méme ait un point double, 4 tangentes réelles ou imaginai- 
res; car le nombre de branches du contour s’altére par la transition. 
Ce point double n’est pas un point de la trace du plan tangent au 
centre de projection; car dans ce cas, qui a lieu toutes les fois qu'une 
droite de la surface passe par le centre de projection, le contour aurait 
aprés la transition le méme nombre de branches qu’avant elle. Or un 
point double du contour qui n’est pas placé sur la trace du plan tan- 
gent est nécessairement la projection d’un point conique de la surface; 
car la droite joignant le centre de projection au point double ne peut 
avoir deux contacts avec la surface cubique. Done ete. 


3. Avant d’appliquer la représentation de la surface, qui est une 
sorte de projection stéréographique, 4 d’autres exemples il sera commode 
de lui donner une forme plus déterminée. Je prends pour centre de 
projection un point de la surface od la courbure est elliptique, ce qui 
n’est impossible que dans un cas limite*), auquel il n’est pas nécessaire 
d’avoir égard dans la discussion générale. En effet, la courbe A cour- 
bure parabolique de la surface, déterminée par son intersection avec sa 
surface hessienne, a toujours des branches réelles, parce que l’hessienne 
contient des droites réelles (droites d’intersection des plans réels ou 
des plans imaginaires conjugués du pentaédre), et qu’une droite ren- 
contre toujours la surface donnée **). 

Je prends pour plan de projection un plan paralléle au plan tan- 
gent au centre de projection. Alors le contour de la projection (Ueber- 
gangscurve) sera une quartique ayant la droite a l’infini pour tangente 
double 4 contacts imaginaires, et, par conséquent, de premiere espéce; 
les autres tangentes doubles du contour sont les projections des droites 
de la surface. Un point du plan, externe aux branches fermées et finies 
dont le contour est composé, ou interne 4 deux branches (5™° espéce), 
représente deux points de la surface, pendant qu’un point interne a 
une seule branche n’en représente aucun point réel. La surface est 
donc représentée par deux feuilles planes et coincidentes qui sont 


*) La surface diagonale dont les propriétés conduisent M. Klein A celles 
des surfaces générales. Dans ce cas la courbe parabolique ne consiste qu’en points 
isolés. 

**).Qn peut aussi prouver l’existence réelle de la courbe parabolique en mon- 
trant qu'il y a toujours sur la surface des droites A ,,points doubles“ réels. Voir 
le n° 5. 
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Sur les surfaces cubiques. 


réunies par le contour. Nous appellerons visible la feuille qui repré-, 
sente la partie de la surface qui est rencontrée la premiére par des 
droites menées du centre de projection, dirigées du méme cété, par 
rapport au plan tangent, od se trouvent les points de la surface voi- 
sins du centre de projection, et continuées, s'il est nécessaire, par l'in- 
fini jusqu’a leur retour au centre de projection. L autre feuille est im- 
visible. 

Le centre de projection est le seul point ,fondamental* de la sur- 
face, c'est & dire point auquel correspondent tous les points d’une ligne: 
& ce point correspond la droite a l’infini de la feuille visible. Les 
courbes de la surface qui passent pur le centre de projection sont done 
les seules dont les projections s’étendent a l’infini sur la feuille visible. 
Le plan de projection ne contient aucun point fondamental, ce qui 
contribue 4 rendre notre représentation d’une surface cubique plus in- 
tuitive que les représentations sur des plans simples. 

Ayant donné a la droite 4 linfini dans le plan de projection un 
role particulier, nous pourrons parler des tangentes communes externes 
et internes de deux branches, dire qu’une droite sépare les branches ete. 

Nous donnons sur une table suivant a cet article (p. 30) une image 
schématique de la représentation d’une surface de premiere espéce (a 27 
droites). Il est indifférent, dans la plupart des recherches auxquelles 
nous appliquerons notre représentation, si les contacts des trois tangentes 
doubles de premiére espéce qui ne s’éloignent pas a |’infini sont réels ou 
imaginaires; dans notre figure tous ces contacts sont imaginaires. Les 
quatre branches du contour se réduisent done 4 des ovales, qui doivent 
étre renfermés dans les quatre triangles que forment les quatre tangentes 
doubles de premiére espéce. Les formes exactes de ces ovales étant 
indifférentes ici, nous les avons remplacés par des cercles. Les lignes 
pointées appartiennent a la feuille invisible*). 

Si lon veut avoir une image schématique de la représentation 
d’une surface de la deuxiéme espéce, il faut effacer un des ovales et les 
droites qui y sont tangentes. Toutefois il faut qu’on se rappelle, que 
dans ce cas les trois branches du- contour peuvent se trouver dans les 
trois quadrilatéres formés par les tangentes doubles de premiére espéce. 
On doit donc regarder comme indifférentes des altérations de la situation 
de l’une de ces tangentes doubles par rapport aux autres pourvu qu'elle 
garde sa situation par rapport aux ovales. II est indifférent, pour cette 
raison, si l’on a effacé l’ovale interne ou un des trois ovales externes. 


*) Les quatre branches correspondent dans nos recherches, & plusieurs égards, 
aux quatre points coniques de M. Klein, les trois droites représentées par des 
tangentes doubles de premiére espéce, aux droites qui ne sont pas arétes du té- 
traédre de ce savant. 


1* 
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On peut de méme appliquer la figure de notre table 4 la discussion 
des propriétés des surfaces de la 3" ou 4™° espéce, et de celles de la 
nappe d’ordre impair de la surface de la 5™° espéce. 


il. Distribution des droites de la surface et des branches de sa courbe 
parabolique. 


4. Nous avons dit que, dans notre représentation d’une surface 
cubique, les tangentes doubles du contour a l'exception de la droite a 
Yinfini sont les projections des droites de la surface. Si leurs points 
de contact sont réels, elles y passent de l’une des deux feuilles a 
Yautre. Il suffit donc, pour trouver quels sont les segments visibles, 
de remarquer que les segments qui passent a l’infini sont invisibles, 
parce que les lignes passant 4 |'infini sur la feuille visible représentent 
des lignes de la surface qui passent par le centre de projection. Les 
tangentes doubles 4 contacts imaginaires (regardées comme des pro- 
jections de droites de la surface) appartiennent en entier a la feuille 
invisible. Deux droites de la surface se rencontrent si le point d’in- 
tersection de leurs projections appartient, sur toutes ces deux droites, 
& la méme feuille. En pointant les parties qui appartiennent 4 la 
feuille invisible, on peut voir quelles sont les droites de la surface qui 
se rencontrent. 


Les propriétés des quartiques planes y fournissent un autre moyen. 
En effet, deux ou trois droites de la surface se trouvent dans le méme 
plan tangent triple, si les points de contact de leurs projections avec 
le contour se trouvent sur une conique passant par les points de con- 
tact (imaginaires et a l’infini dans la représentation actuelle) de la trace 
du plan tangent a la surface au centre de projection. Cette conique 
est la projection de la courbe d’intersection du plan tangent triple avec 
la quadrique polaire du centre de projection. Or on sait (voir les 
n®* 8 et 9 de mon article sur les formes des quartiques) que les points de 
contact de trois ou quatre tangentes doubles d’une quartique plane se trou- 
vent sur une conique si leur situation ne le rend pas impossible d’une 
maniére visible. Dans le cas actuel Ia conique, devant passer par deux 
points imaginaires a |'infini, est une ellipse. Donec, deux ou trois droi- 
tes de la surface se trouvent dans le méme plan tritangent, si les points 
de contact de lewrs projections forment des quadrilatéres ou des hexagones 
convexes, y compris ceux ot des sommets imaginaires se trouvent sur 
des droites qui ne séparent pas les sommets réels. 


5. On pourrait appliquer les regles du n° 4 & déduire de notre 
représentation Jes théoreémes connus sur les intersections des droites de 
la surface. Au lieu d’y insister, nous démontrerons ici plusieurs ré- 
sultats dont M. Klein a obtenu ceux qui ont égard aux surfaces de 
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Sur les surfaces cubiques. 5 


la premiére espéce*), par un procédé indirecte, en les cherchant pour 
une surface particuliére (la surface diagonale), et en démontrant en- 
suite quils ne sont pas altérés, tant que toutes les 27 droites restent 
réelles. 

On sait qu’un plan quelconque par une des droites de la surface 
y est tangente en deux points, réels ou imaginaires, de la droite, et 
que la série des couples de points de contact est en involution. Les 
points d’intersection de la droite avec les deux autres droites d’un plan 
tangent triple passant par elle en forment un couple, et ses**) points 
de contact avec le contour, un autre. Les points doubles de |]’invo- 
lution sont imaginaires ou réels suivant que deux couples se séparent 
(dans le sens projectif de ce mot), ou non. I] n’est done pas difficile 
de trouver, par notre représentation, les droites de la surface od ces 
points doubles sont réels, et celles ot elles sont imaginaires. 

Les points doubles des trois droites dont les projections sont des 
tangentes doubles de premiére espéce sont évidemment réels; car les 
points de contact de ces tangentes doubles, s’ils sont réels, interceptent 
un segment qui n’est rencontré par aucune des autres tangentes doubles. 

Quant aux autres tangentes doubles, on voit que chacun des deux 
couples de tangentes communes 4 deux branches, |’externe et l’interne, 
représente un couple de droites de la surface qui se trouvent dans un 
plan passant par la droite représentée par la tangente double de pre- 
mitre espéce qui ne sépare pas les deux branches. Une tangente com- 
mune externe rencontre cette tangente double et l’autre tangente com- 
mune externe en des points qui ne séparent pas ses points de contact; 
ses pomts doubles sont donc réels. Mais une tangente double interne 
rencontre la tangente double de premiere espéce et l’autre tangente 
commune interne en des points qui séparent les points de contact; 
ses points doubles sont donc imaginaires. Nous avons done prouvé 
que les tangentes communes internes représentent les droites dont les points 
doubles sont imaginaires. 

Il y a done sur une surface cubique de la 1", Qme, Zme, 4me, 
5m espece 12, 6, 2, 0, O droites dont les points doubles sont imagi- 
naires. : 

Si la surface est de la premiére espéce, les 12 droites 4 points doubles 
imaginaires se trouvent dans six plans qui passent deux. a deux par 
les trois droites représentées par les tangentes doubles de premiére 
espece; car pour chacune de celles-ci il y a deux couples de branches 


*) Voir le § 11, du mémoire cité.. M.- Klein fait observer que son procédé 
est aussi applicable aux surfaces des autres espéces. 

**) OU nous ne sommes pas exposés 4 causer des malentendus nous ne ferons 
aucune distinction des parties de la surface et de leurs projections. 
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du contour qu’elle ne sépare pas. On voit sans difficulté qu'il n’y a 
pas trois de ces 12 droites qui se trouvent dans le méme plan tangent 
triple. On voit done que les droites a points doubles imaginaires d'une 
surface de la premiére espéce forment un double-six. Comme ce double- 
six se distingue de tous les autres, il est naturel de le prendre pour 
base de la notation des droites de la surface ce que nous avons fait 
dans notre figure 4 la page 30*). 

. eee. SS 

pet oe Se ee ee 
est le double-six dont il s’agit, pendant que les notations des autres 
droites sont composées de deux chiffres. 

Les six droites 4 points doubles imaginaires d’une surface de la 
deuxiéme espéce se trouvent en trois plans passant par les trois droites 
d'un plan tangent triple. Elles seront les 6 droites réelles de deux 
doubles-six imaginaires (voir le n° 24). 

Les deux droites & points doubles imaginaires d’une surface de la 
troisiéme espéce sont les deux droites de l'un des trois plans tangents 
triples qui passent par la septiéme droite réelle de la surface. 


6. Il n’est pas difficile & présent de trouver la situation des dif- 
férentes branches de la courbe parabolique. Commengons par les sur- 
faces de la premiére espéce. 

On sait que la courbure de la surface est hyperbolique en tous les 
points de ses droites, a l'exception des points doubles dont nous venons 
de parler, et que ces points doubles sont des points de contact avec 
la courbe parabolique. La courbure étant elliptique 4 notre centre de 
projection , il faut que la partie de la surface, décomposée par ses droites, 
ou se trouve ce centre renferme une partie de la courbe parabolique. 
Le périmétre (fini ou infini) de cette partie de Ja surface a pour pro- 
jection celui du triangle formé par les trois tangentes communes qui 
renferme toutes les branches du contour [les droites 14, 36, 52 de la 
figure], et sa propre projection se trouve en partie au dehors de ce 
dernier périmétre sur la feuille visible, et en partie au dedans de lui 
sur la feuille invisible. Nous appelons cette partie de la surface un 
triangle. Chacun de ses cétés contient un des points doubles, ou points 
de contact avec la courbe parabolique, dont nous avons parlé; car le 
segment interne intercepté sur une de ces droites par ses points de 
contact avec le contour n’est rencontré par aucune autre droite de la 
surface. 

Comme le centre de projection n’est assujéti 4 d’autres conditions 
que celle de se trouver en un point ov la courbure est elliptique, nous 


*) Nous nous servons ici des mémes notations que M. Klein. 













Sur les surfaces cubiques. 






voyons que toutes les parties de la surface qui contiennent des parties 
de la courbe parabolique sont des triangles, dont chaque cdté a un 
contact avec cette courbe. Il s’ensuit que, réciproquement, tous les 
points doubles réels de la surface se trouvent sur les cdtés de ces 
triangles. Puis, en observant que les parties du plan qui ont des cdtés 
communs avec le triangle renfermant le centre de projection sont, sui- 
vant la figure, des pentagones [un de ces pentagones est dans notre 
figure limité par les droites 1’, 2, 52, 36, 14], on voit qu'un segment 
contenant un des points doubles n’est coté que d’un seul des triangles, 
qui doit contenir, par conséquent, la branche de la courbe parabolique 
tangente au segment. 

La partie de la courbe parabolique renfermée dans un des triangles 
est une seule branche d’ordre pair. En effet, une branche d’ordre im- 
pair serait coupée par le plan des cétés du triangle, et s'il y avait deux 
branches d’ordre pair on pourrait, évidemment, trouver des droites ren- 
contrant cette partie de la surface en quatre points. 3 

Selon le n° précédent 15 (= 27 — 12) droites ont des points doubles 
réels. Il y aura done 30 points doubles, et le nombre des triangles 
qui nous occupent devient 10. és 

La courbe parabolique dune surface cubique de la premiére espéce 
est composée de 10 branches @ordre pair inscrites a 10 triangles formés 
par les droites de la surface. 
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7. Avant de chercher pour les autres especes de surfaces cubiques 
les branches de la courbe parabolique nous continuerons |’étude de la 
décomposition de la surface de la premiére espéce par ses 27 droites. 

Commencons par regarder les 20 parties attenantes aux 10 seg- 
ments d’une droite a points doubles réels. Nous désignerons par a les 
deux segments ot se trouvent ces points doubles, par b, les quatre qui 
y aboutissent, et par c, les quatre segments qui restent encore. Il 
suffit de regarder les parties de la surface attenantes 4 une seule suite 
de trois segments a, b, c; car on peut projeter une quelconque de ces 
suites de maniére que, dans notre représentation de la surface, le seg- 
ment @ ait pour projection un cdté du triangle qui renferme les quatre 
branches du contour (par exemple son cdté 36). 

Nous savons déja qu'un segment a est cdté d’un triangle, dont les 
deux autres cdtés sont aussi des segments a, et d’un pentagone. Les 
autres cétés de ce pentagone sont deux segments ) et deux segments 
de droites & points doubles imaginaires. Le nombre des pentagones 
est done égal A celui des segments a, ou égal a 30. 

Un segment b est cdté d’un pentagone et d’un tétragone, dont les 
autres cotés sont: un nouveau segment b, adjacent au premier, et deux 
segments de droites 4 points doubles imaginaires. Le nombre des seg- 
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ments } étant égal a 60, on trouve 30 de ces tétragones que nous ap- 
pellerons tétragones de premiére espéce. [{Exemple: la figure limitée par 
. 36, 14, 1’, 6.) 

Un segment c est cdté de deux tétragones, dont les autres cdtés 
sont: un nouveau segment c, adjacent au premier, et deux segments 
de droites 4 points doubles imaginaires. Le nombre de ces tétragones, 
que nous appellerons tétragones de la seconde espéce, est égal a celui 
des segments c, ou 4 60. [Exemple: la figure limitée par 36, 6, 1’, 15.) 

60 des cétés de nos 30 pentagones, 60 des cdtés de nos 30 tétragones 
de premiere espéce et 120 des cdtés de nos 60 tétragones de seconde 
espece, sont des segments de droites 4 points doubles imaginaires. Le 
nombre total des segments de ces 12 droites étant 120, aucune des 
parties de la surface n’est limitée exclusivement de droites 4 points 
doubles imaginaires. Nous avons donc épuisé toutes ces parties. 

Tous les segments d’une droite & points doubles imaginaires sont 
cotés de tétragones de seconde espéce, et elles sont en méme temps 
soit cdtés de pentagones (segments d), soit cdtés de tétragones de pre- 
miére espéce (segments e). Chacun des 5 segments interceptés sur une 
de ces droites par les 5 autres droites 4 points doubles imaginaires qui 
la rencontrent, sépare deux tétragones de seconde espéce d’un pentagone 
et d’un tétragone de premiere espéce. Il est donc composé d’un segment 
d et dun segment e; mais |’ordre de ces deux segments, — ou celui du 
pentagone et du tétragone de premiére espéce quiils limitent — peut 
varier indépendemment de celui des autres segments d et e de la méme 
droite, ce qu’on voit en faisant varier dans la figure les grandeurs des 
ovales. Au moment ov se fait un changement de cet ordre un des 
triangles se réduit 4 zéro. 

Les 27 droites Tune surface cubique de la premiére espéce la de- 
composent en 10 triangles circonscrits a la courbe parabolique (3 cdtés a), 
en 30 pentagones (1 cdté a, 2 cdtés b, 2 cdtés d), en 30 tétragones de 
premiere espéce (2 cdtés b et 2 cdtés e) et en 60 tétragones de seconde 
espéce (2 cdtés c et 2 cdtés d ou 2 cdtés e ou 1 cdté d et 1 cdté e). 
Dans les pentagones les cdtés b sont adjacents au cété a, dans les té- 
tragones les cétés du méme nom sont adjacents l'un a lautre. 


8. La décomposition de la surface de la deuxiéme espéce par ses 
15 droites, et la composition de sa courbe parabolique, se trouvent de 
la méme maniére. Nous nous contenterons d’indiquer les résultats de 
cette recherche. 


Soit a le nom des deux segments des 9 droites & points doubles 
réels qui contiennent ces points, et b celui des quatre autres segments 
des mémes droites. Alors les deux a d’une droite sont séparés, dans tous 
les deux sens de la droite, par deux b. Les 15 droites décomposent la 
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surface en 6 triangles, circonscrits aux branches de la courbe parabo- 
lique, et ayant pour cédtés 3 segments a, en 18 pentagones, ayant pour 
cdtés 1 segment a et, adjacents & lui, 2 segments b, et en 18 tétra- 
gones, ayant pour cdtés, adjacents l’un & l'autre, deux segments b. Les 
autres cdtés des pentagones et des tétragones sont des segments des 
droites & points doubles imaginaires: on peut en trouver qui sont cd- 
tés communs a deux pentagones, 4 deux tétragones ou 4 un pentagone 
et un tétragone; mais cette distribution peut varier un peu. Un seg- 
ment 6 est toujours cété commun 4 un pentagone et un tétragone. 


9. Il y a sur une surface de la troisiéme espéce 1° une droite qui 
rencontre les six autres et dont les deux segments a, séparés dans tous 
les deux sens de la droite par deux autres b, contiennent des points 
doubles, 2° deux couples de droites se rencontrant, l’une l'autre, et 
rencontrant la premiére droite, et dont tous les deux segments ¢ con- 
tiennent des points doubles, et 3° un couple de droites se rencontrant, 
lune l'autre, et rencontrant la premiére droite, et 4 points doubles ima- 
ginaires (deux segments d). Ces droites ont respectivement pour pro- 
jections dans notre représentation: 1° la tangente double de premiére 
espéce externe aux deux branches du contour, 2° le couple des deux 
autres tangentes doubles de premiére espéce et le couple des tangentes 
communes externes, 3° le couple des tangentes communes internes. 

La partie de la surface ot se trouve le centre de projection est 
un triangle limité par la premiére des droites énumérées et par celles 
qui ont pour projections les tangentes doubles externes, ou bien par un 
segment a et deux segments c. La surface contient 4 de ces triangles. 
Les segments ¢ sont encore cdtés de hexagones, limités 1° par deux 
segments ¢ adjacents l'un a l’autre, 2° par deux segments b adjacents ~ 
aux deux segments c, et 3° par deux segments d. On voit qu'une seule 
droite contient deux cdtés (les segments b) de chacun de ces hexago- 
nes. Le nombre de ces hexagones est égal a 4. 

Le centre de projection étant un point quelconque ov la courbure 
est elliptique, on voit que les branches de !a courbe parabolique se 
trouvent dans les 4 triangles, qu’elles touchent leurs cdtés c, et que la 
branche renfermée daus l'une ou |’autre des deux triangles attenants 
au méme segment a, est tangente a ce cdté commun. 


Les 7 droites dune surface cubique de la troisiéme espéce la décom- 
posent en 4 triangles (1 cdté a, 2 cdtés c), gui renferment les branches 
dela courbe parabolique, et dont les deux y sont circonscrits pendant que 
les périmétres des autres ne touchent les branches qui s’y trowvent qu’en 
deux points (sur les cdtés c), et en 4 hexagones (2 cdtés c, 2 cdtés b 
et 2 cdtés d). 


10. Quant a la surface de la quatriéme espéce, et i la nappe dordre 
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impair de la surface de la cingwiéme espéce, on voit sans difficulté que 
leurs 3 droites les divisent en 3 triangles qui renferment des branches 
de la courbe parabolique, et que chaque segment dune droite est une 
fois tangente a cette courbe. — La courbure est elliptique en tous les 
points de la nappe dordre pair dune surface de la 5” espéce. 


11. Si le centre de projection se meut sur toute la surface — et_ 
non seulement sur les parties oi Ja courbure est elliptique — il est 
clair que la tangente double, trace du plan tangent au centre de pro- 
jection, reste de la méme espéce, tant que ce centre ne franchit au- 
eune droite de la surface. Or elle est de la premiére espéce si la 
courbure est elliptique au centre de projection, et elle sera de la se- 
conde espéce si le centre de projection est voisin d’une droite 4 points 
doubles imaginaires; car le contour aura un point isolé si le centre se 
trouve sur une de ces droites. On voit done que le contour de la sur- 
face, projetée d’un de ses points O, aura la trace du plan tangent en O 
pour tangente double de premiére espéce si O se trouve dans un des 
triangles qui renferment les branches de la courbe parabolique, mais pour 
tangente double de seconde espéce s'il se trouve dans une des autres par- 
ties de la surface. 

Si nous prenons, dans tous les cas, un plan de projection paral- 
léle au plan tangent, le contour aura, pour un centre de projection 
placé sur la partie hyperbolique d’un des triangles, une branche qui se 
décompose en deux parties réunies par des points de contact avec la 
droite 4 l'infini, et, pour un centre de projection placé sur une autre 
des parties de la surface, deux branches paraboliques. Si nous regar- 
dons toujours comme visibles les points de la surface qui sont rencon- 
trés les premiers par des droites menées par le centre de projection, 
et dirigées d'un cété déterminé par rapport au plan de projection, les 
points de contact avec le contour intercepteront sur la droite a J'infini 
deux segments: les points visibles de l'un seront les projections de 
points coincidents avec le centre de projection, ceux de l'autre seront 
les projections d’autres points de la courbe d’intersection de la surface 
avec le plan tangent. [1 faut donc pointer, dans la projection des 
droites de la surface, les segments qui rencontrent le premier des deux 
segments de la droite 4 |’infini, et non pas ceux qui en rencontrent 
le second. 


III. Etude particulidre des surfaces & 27 droites réelles. 


12. Nous avons dit que nous prenons pour base de la notation 
des droites d’une surface de la premiere espéce le double-six composé 
des droites 4 points doubles imaginaires. Le périmétre d'un des 10 
triangles de la surface est composé exclusivement de segments de droi- 





















Sur les surfaces cubiques. 11 


tes & points doubles réels qui se trouvent dans un plan tangent triple. 
Ces 15 droites, dont les notations sont composées de deux chiffres, for- 
ment encore, & elles seules, 5 plans tangents triples, qui n’ont pas la 
propriété indiquée. I] sera utile d’avoir égard a cette différence dans 
la distribution des chiffres 1, 2--6 aux couples du double-six fondamental. 

Si l’on place les chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6 dans leur ordre naturel 
sur une circonférence, les 15 groupes de trois cordes qui n’ont aucun 
bout commun appartiennent aux 5 classes suivantes: 


s : 4 
2 groupes sont composés de cordes qui soustendent des ares de —i 
3 groupes sont composés d'un .diamétre et de deux cordes, per- 
22 


pendiculaires & lui, qui soustendent des arcs de 7 


1 groupe est composé de trois diamétres; 
6 groupes sont composés de deux cordes qui soustendent des 


22 . 7 
arcs de —-, et d’une corde qui soustend un are de +3 
. 3 groupes sont composés d’un diamétre et de deux cordes, paral- 


léles & lui, qui soustendent des arcs de = 
On peut obtenir que les cing groupes appartenant aux deux pre- 
miéres classes 
12, 34, 56 ou A, 
16, 32, 54 ou B, et 
14, 26, 53 ou C, 
36, 42, 15 ou D, 
“ 52, 64, 31 ou £E, 
représentent des droites de la surface qui se trouvent en des plans tan- 
gents triples sans limiter des triangles de la surface, et que les autres 
dix groupes représentent les cotés des triangles de la surface. Alors 
la différence des deux premiéres classes de groupes entre elles, ainsi 
que celles des trois derniéres classes, n’appartiennent pas a la surface, 
mais seulement au point de vue d’ou elle est projetée dans la figure. 
Il est naturel de choisir pour notation du triangle ot se trouve le centre 
de projection le groupe isolé 
14, 36, 52; 
alors les triangles désignés par des groupes de notations appartenant 
& une méme classe présenteront une symmétrie, qui est plus complete 
quelle ne semble au premier abord, ce que nous verrons dans le n° 
suivant. 

La figure (p. 30) montre la possibilité du systéme de notations que 
nous avons demandé. En effet, il suffit de donner aux tangentes internes 
communes a la branche interne et aux branches externes les noms de 
1 et 2’, 3 et 4’, 5 et 6’. Alors les tangentes internes communes aux 
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deux autres branches externes auront, respectivement, les noms de 1’ 
et 2, 3’ et 4, 5° et 6, ete. (Voir la figure.) 


13. Nous ne devons pas regarder comme essentielles les diffé- 
rences des droites et des triangles qui se remplaceront entre eux 
dans le cas ot le triangle 14, 36, 52 ot se trouve le centre de pro- 
jection, aprés s’étre réduit 4 zéro, tourne sa convexité du cdté opposé, 
ce qui aura lieu en méme temps que, par une déformation de la sur- 
face, un des sommets du triangle franchit le cdté opposé. [On s’ima- 
gine, au moyen de la figure, sans difficulté la déformation analogue 
d'un autre triangle de la surface, par exemple du triangle 54, 26, 31, 
et de ses alentours. | 

Au moment de transition le contour de la surface se réduira & une 
courbe composée de la droite a l’infini et d’une cubique, dont les asympto- 
tes seront paralléles aux droites 14, 36, 52 de la surface. Les trois 
branches externes du contour formeront la branche d’ordre impair de 
la eubique, et la branche interne sera son ovale. Les projections des 
droites 14, 36, 52 coincideront avec la droite 4 l’infini, pendant que les 
projections des autres droites de la surface se confondront, deux a deux, 
dans les douze tangentes de la cubique qui sont paralléles & ses asympto- 
tes: deux droites qui se trouvent dans un plan tangent triple passant 
par une des droites 14, 36, 52 auront la méme projection. 

On forme les notations de deux droites qui se couvrent ainsi, l'une 
de l'autre, en substituant a 

5 6S eS 
oe ow Ss 2 
et réciproquement. 

Comme la distinction des parties visibles et invisibles de la sur- 
face dépend du sens de la concavité, qui change par la transition dont 
il s’agit, on voit que les droites et les triangles qui se couvrent au mo- 
ment de transition vont changer de role. Les tangentes doubles de la 
premiére espéce 

12, 34, 56 
du plan tangent triple A, prendront les places des tangentes commu- 
nes externes des trois branches externes qui se trouvent de leur cdté 
interne: 

45, 61, 23 
du plan tangent triple B. En méme temps, chacun des trois autres 
plans tangents triples que nous avons énumérés dans le n° précédent 
garde sa situation, et il ne s’y fera qu'un changement de deux de ses 
droites. 


14. Avant d’énumérer les dix triangles de la surface, nous étu- 
dierons quelques propriétés rendues visibles par la figure. 
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On apercoit que les douze tangentes communes & une des bran- 
ches du contour et aux trois autres forment un double-six. On trouve 
par exemple pour la branche interne -les droites suivantes 


1, 3, 5, 46, 62, 24, 
Str, SS ee, 


qui forment un double-six que nous appellerons (avec M. Klein) 135, 
et, pour les branches externes avec des notations analogues, les doubles- 
six 524, 146, 362. 

Un point interne 4 une branche est projeté par une droite qui ne 
rencontre la surface qu’au centre de projection: les branches du contour 
entourent donc quatre ouvertures de la surface qui se présentent 4 notre 
point de vue, et nous voyons que la partie de la surface qui entoure 
une des ouvertures contient des parties de toutes les droites d’un double- 
six*). Nous désignerons chaque ouverture par le nom du double-six 
qui l’entoure. On peut indiquer des limites assez naturelles de ces par- 
ties de la surface et des droites, en profitant des cing plans tangents 
triples dont nous avons parlé dans le n° 12. On voit, par exemple, 
que les périmétres de l'un des triangles plans formés des droites 12, 
34, 56, et de l'un des triangles formés des droites 16, 32, 54 (ceux qui 
ne sont pas rencontrés par le plan de l'autre), limitent une partie de 
la surface qui contient des segments des droites du double-six 135, et 
non pas des autres droites de la surface, et qui entoure l’ouverture 135. 
Nous appellerons cette partie de la surface la paroi de louverture, et 
nous dirons que les deux triangles ferment Vouverture. — On verra, 
dans ce qui suit, que les autres ouvertures sont limitées d’une maniére 
analogue. . 

Une droite, ou une branche d’une courbe, passe par une ouverture 
si elle y entre par |’un et sort par l’autre des deux triangles qui la 
ferment, sans en rencontrer la paroi. 

Une ouverture est visible de chaque point de la surface d’ov sortent 
des droites qui ne rencontrent pas la surface en plusieurs points, et 
qui sont entourées d’une partie (du moins) de la paroi de l’ouverture. 
Cela peut avoir lieu si le point se trouve sur la paroi de l’ouverture; 
s'il ne s’y trouve pas on peut mener par le point des droites passant 
par l’ouverture. Du centre de projection de notre figure sortent des 
droites passant par l’ouverture 135; mais nous verrons (dans le n° 16, 8) 
que le centre de projection se trouve sur les parois des autres ouver- 
tures visibles que nous avons nommées: 524, 146, 362. 

La branche du contour qui entoure l’ouverture 135 se trouve, dans 


*) M. Klein a indiqué dans sons mémoire déja cité que la surface a dix 
ouvertures — ce que nous allons montrer aussi — et que chacune d’elles est en- 
tourée des droites d’un double-six. 
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notre figure, en entier sur la paroi de cette ouverture, parce que nous 
n'y avons donné des contacts réels 4 aucune des tangentes doubles de 
premiére espéce. Si une de ces tangentes avait eu des contacts réels 
avec la branche 135, l’arc rentrant de cette branche ne se trouverait 
plus sur cette paroi. Nous dirons que le contowr dune ouverture est 
visible d'un point de la surface, si une branche du contour de la sur- 
face, projeté de ce point, se trouve, a ses ares rentrants prés, sur la 
paroi de ouverture. Les contours des ouvertures 135, 524, 146 et 362 
sont visibles dans notre figure, ce qu’on voit en regardant les limites 
de la paroi de l’ouverture 135, que nous avons déji nomméss, et celles 
des parois de 524, 146 et 362 que nous nommerons dans le n° suivant. 
On voit par la figure que les droites dont les projections séparent 
la branche interne du contour d’une de ses branches externes forment un 
double-six entourant une ouverture de la surface, qui se trouve entre 
sa partie visible et sa partie invisible. Les trois ouvertures (doubles- 
six) qu’on trouve ainsi sont: 
354 entre 135 et 524, 
516 entre 135 et 146, 
132 entre 135 et 362. 


En appliquant ensuite a la surface la déformation dont nous avons 
parlé dans le n° 13, on apercoit encore trois ouvertures. Cette défor- 
mation substituera au double-six abc qui contient aussi les droites 
d'e’f’ le double-six d,e,f,, or d, = d + 3 (mod. 6) ete. Cette substi- 
tution n’altére pas les doubles-six 135, 354, 516, 132; car lordre des 
chiffres qui forment une de ces notations est indifférente; mais les 


doubles-six 
524, 146, 362 


364, 526, 142. 


Ces derniers doubles-six entoureront donc, du moins aprés la défor- 
mation, des ouvertures visibles du centre de projection. Au moment 
de transition Jes droites des deux doubles-six 146 et 526 se couvrent, 
et en méme temps les deux ouvertures du méme nom coincident sans 
disparaitre ou devenir invisibles. Il est donc clair, que toutes les deux 
ouvertures sont visibles soit avant, soit aprés la transition. [Dans notre 
figure (526) représente une branche de courbe d’ordre pair qui entoure 
Youverture 526.} Comme, dans la figure, la branche 146 du contour 
est tangente 4 plusieurs droites qui n’appartiennent ni au double-six 
526, ni aux limites de l’ouverture 526, il est évident, que le contour 
de cette ouverture n’est pas visible avant la transition dont nous avons 
parlé. Il le devient aprés la transition en méme temps que celui de 
146 cesse d’étre visible. Les mémes remarques s’appliquent aux couples 
d’ouvertures 362 et 142, 524 et 364. 


seront remplacés par 
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En résumé, la surface a 10 ouvertures entowrées de doubles-six: 


Vouverture 
135, 


et les trois couples d’ ouvertures 
24 et 364, 146 et 526, 362 et 142, 
sont visibles d’un point du triangle de la surface*) limité par 
14, 36, 52, 


354, 516, 132, 


les ouvertures 


invisibles. 
Le contour de Vouverture 135, et ceux de Vun ou Vautre des deux 
triples d’ouvertures 524, 146, 362 et 364, 526, 142, sont visibles. 
Nous dirons que lVowverture 135 est opposée au triangle que nous 
venons de nommer. Elle est fermée de triangles formées des droites 
12, 34, 56 
16, 32, 54 
La figure montre que la paroi de |’ouverture 135 contient 9 points 
d’intersection de droites 4 points doubles imaginaires. Or, chacun de 
ces points est sommet commun 4 deux tétragones de la seconde espéce 
et & deux autres polygones de la surface, qui peuvent étre — suivant la 
situation des triangles de la surface — des pentagones ou des tétrago- 
nes de la premiére espéce (voir le n° 7). L’ouverture 135 pouvant étre 
remplacée par une ouverture quelconque de la surface — ce que nous 
verrons dans le n° suivant — nous voyons que la paroi d'une ouverture 
est composée de 18 tétragones de la seconde espéce et de 
0, 1, “2, 3, 4, 5, 6 triangles 
6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 pentagones ” pentag. et tétrag. 
12,11, 10, 9, 8, 7, 6 tétragones de la premiere esp. de la 1° esp. 


15. Les propriétés des 10 ouvertures, et leurs relations entre elles 
et avec les 10 triangles de la surface, se déduisent 4 présent par de 
simples substitutions. Remarquons que les chiffres 1, 3 et 5 que nous 
avons écrits les premiers dans les notations 14, 36 et 52 des cdtés du 
triangle ot se trouve notre point de vue, forment celle de l’ouverture 
135 opposée & ce triangle, et que les noms des autres ouvertures vi- 
sibles sont composés de celui d’un cédté et du dernier chiffre d’un autre 
cdté. Le triangle que nous avons regardé étant un quelconque des dix 
triangles de la surface, il faut qu’on retrouve partout ces mémes pro- 
priétés. Regardons par exemple le triangle 15, 32, 64. Au nombre de 
ses ouvertures visibles (mais non pas opposées) appartiendront 516, 364 
et 132, de facon que les chiffres 1, 3 et 6 doivent étre les derniers 


*) Aussi d’un point ot la courbure est hyperbolique (voir le n° 11). - 
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dans les noms des cOtés du triangle. L’ordre des cétés du triangle 
n’ayant aucune signification*), on peut déduire les résultats qui ont 
rapport au triangle 51, 23, 46 de ceux qui ont rapport au triangle 14, 
36, 52 en substituant 
aux chiffres 1 2 3 4 5 6 
les chiffres suivants 5 6 2 1 4 3. 
On obtiendrait les mémes résultats par la substitution ( ities vi 
534126 
qui correspond 4 un autre ordre des cétés du nouveau triangle. Des 
applications successives de cette derniére substitution et de la substi- 
tution (5 - . P : 3 qui correspond a une permutation des cétés du 
triangle 14, 36, 52, pourraient conduire aux résultats qui ont rapport 4 
tous les triangles de la surface. 
Les résultats sont consignés dans la table suivante: 























we | Ouverture Couples d’ouvertures| Ouvertures Triangles fermant 
Triangle | opposée | visibles invisibles _- ouverture opposée 
. | 524 | 146 | 362 | 12, 34, 56 (A) 
AS Py; 2 
14, 86, 52) 135 | 364 | 596 | 149 | 34 516, 182 | 16 50" 54 Cy 
< Speers eee 336 | | 56, 21, 43 (A) 
: AS | ? ? 
vi ” “g Pes (231 | 463 | 516 mm 3, 5 53, 26, 41 (0) 
geo " ae 
13, 45, 62| 146 = | a —4F 463, 61s, 142 _ 7 Se > 
‘ Oe yp ey 
ao | 6 Ss | Sn | O14 | oy way | 34 65, 21 (A) 
35, 61, 24 shined 615 } QAI 354 625, 231, 364 31, 64, 25 (E) 
Fae 421 | 315 652 | 24, sar ano | 32, 61, 45 (B) 
31, 65, 42) 364 | 6-1 | 495 gig | O41, 485, 362 | 3 9" ay (Gy 
oS | R4e | 914 | | BA OF 
53, 21, 64) 526 |e | ee oe | 268, 6b1, 524 | Pir O9 OF 5 (D) 
Beto Bs ra $16. Pavie.. 
> | 2651} 153 | 486 | 10 aia 440 | 16, 45, 23 (B) 
15, 43, 26} 142 | 435 | 263 156 | 425, 213, 146 13, 46, 25 (E) 
AID ¢ 9 2 . . , 3 9 a “J H 
82, 56, 41| 354 | 56> | 41g | gar | 542 436,351 | 36” 51° a> (py 
JUS Ve ow) ? 
<, 19 eal rag | 684 | 542 | 123 | x9 Ria | 03, 14, 62 (C) 
pay te SO) SIS | 196 | aa | Gay | * O58 2 13, 64 (E) 
| | 256 | 164 | 345 | ,. | 15, 36, 24 (D) 
‘ 9 ’ 
16, 34, 25) 182 | 346 | 954 | 165 | 326 214 135 | 14” 35” 96 (cy 





*)-On aurait pu s’en servir pour indiquer le sens de la convexité du triangle 
de la surface, en donnant aux cdtés l’ordre dans lequel ils se suivent vus d’un 
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Les ouvertures visibles énumerées dans la méme ligne horizontale 
ont a la fois des contours visibles. 


L’ordre des trois chiffres qui composent la notation d’une ouver- 
ture, et celui des trois cétés d’un triangle, sont indifférents. Mais l’ordre 
des deux chiffres qui composent la notation d’une droite nous fournit 
un moyen de distinguer, dans la derniére colonne, les quatre triangles 
d’un seul plan tangent triple, l'un de V’autre. En effet, chacune des 
droites du plan est décomposée par les deux autres en deux segments 
qu’on peut désigner différemment (par 12 et 21 etc.). Alors si 12, 34, 
56 est un des quatre triangles du plan A, 12, 43, 65 en est celui dont 
le périmétre est composée du cdoté 12 du premier triangle et des seg- 
ments supplémentaires 4 ses deux autres cétés etc. La figure nous 
montre qu’avec ces significations des notations la derniére colonne in- 
dique d’une maniére juste, non seulement les plans fermant les ouver- 
tures, mais aussi les triangles de ces plans. 


16. La table du n° précédent nous montre qu’une ouverture don- 
née n’a pas les mémes relations avec toutes les autres ouvertures, mais 
que celles-ci se divisent en deux classes: six dont les notations con- 
tiennent un seul des chiffres de celle de l’ouverture donnée, et trois 
dont les notations en contiennent deux. Nous commencerons par in- 
diquer les relations de deux ouvertures dont-les notations ont un seul 
chiffre commun. La table et les explications du n° 14. nous en montrent 
une partie, la figure, oi, & cause de la symmétrie 10-tuple de la 
surface, il suffit de regarder les deux ouvertures: 135 et 524, les 
autres. 


1°. L’une des ouvertures est visible du triangle opposé a l’autre. 

2°. Elles forment par rapport 4 un des triangles de la surface un 
couple d’ouvertures visibles. 

3°. Il y a encore deux triangles d’ov elles sont visibles toutes deux. 
Alors, leurs contours sont visibles tous deux, ou aucun des contours 
n’est visibles. 

4°. Il y a quatre triangles d’od l'une est visible, l’autre invisible. 
Chacune d’elles est visible des deux de ces triangles. 

5°. Il y a un triangle d’ot aucune d’elles n’est visible. 

6°. Un des triangles fermants de Vune est formé des mémes droites 
que lun des triangles fermants de Vautre. Dans le voisinage du cété 
commun a ces triangles, les deux ouvertures se trowent de différents cé- 
tés, soit du plan, soit de la surface. 


point de ce triangle, le sens de rotation étant le méme pour tous les triangles. 
Nous n’avons pas cet égard dans notre table. 
Mathematische Annalen. VIII. 
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7°. Les parois des deux ouvertures ont en ‘commun une partie de 
la surface, composée de 2 tétragones de la seconde espéce*) et de 
0, 1, 2 triangles 
0, 1, 2 pentagones 
2, 1, 0 tétragones de la premiére espéce 


! 2 pent. et tétr. de la premiere esp. 


Les deux ouvertures se trowvent du méme cété de cette paroi commune. 

8°. Un des cétés du triangle opposé 4 l'une des ouvertures est 
une partie d’un cdté d’un triangle fermant l’autre ouverture (de celui 
qui ne se trouve pas dans le méme plan qu'un triangle fermant la pre- 
miére ouverture). Suivant que le triangle opposé a la premiére ou- 
verture se trouve de l'un ou de l'autre cété de cette droite, il appar- 
tient 4 la paroi de la seconde ouverture, ou non. Le triangle opposé 
& Youverture 135 se trouve, dans notre figure, sur Ja paroi de 524, 
mais non pas sur celle de 364. On voit done que les droites sortant 
dun triangle passent seulement par Vouverture opposée et par les trois 
ouvertures visibles dont les contours ne sont pas visibles. 


17. Regardons ensuite les relations de deux ouvertures dont les 
notations ont deux chiffres communs. 135 et 354 peuvent servir d’exemples. 

le. Chacune des deux ouvertures est invisible du triangle opposé 
a Vautre. 

2°. Il y a encore quatre triangles d’ou l'une est visible, l'autre, 
invisible. Chacune est visible de deux de ces triangles. 

3°. Il y a quatre triangles d’ou elles sont visibles toutes deux. Alors 
le contour d’une seule d’elles est visible. 

4°, Les parois des deux ouvertures ent en commun une partie de 
la surface composée de 8 tétragones de la seconde espéce, de 4 pentago- 
nes et de 4 tétragones de la premicére espéce. Cette paroi commune seé- 
pare les deux ouvertures. 


18. On voit en regardant un polygone de chaque espéce**) sur 
la surface que toute partie de la surface appartient aux parois de trois 
ouvertures différentes. Les trois ouvertures attenantes ad un triangle se 
trouvent du méme coté de cette figure, pendant qwun tétragone ou pen- 
tagone sépare deux des ouvertures attenantes a lui de la troisiéme. Deux 
ouvertures qui se trouvent du méme cété d’une paroi commune n’ont, 
dans leurs notations, qu’un chiffre commun: les relations exposées dans 


*) On voit, en effet, qu’un seul point d’intersection de droites 4 points doubles 
imaginaires se trouve sur la paroi commune. 

**) Nous avons déji vu que le triangle 14, 36, 52 appartient aux parois des 
ouvertures 146, 362, 524 qui se trouvent du méme cdté du triangle. Le pentagone 
1’, 2, 25, 36, 14 et le tétragone de seconde espéce 1°, 2, 26, 14 sépare l’ouverture 
526 des ouvertures 524 et 362. Les tétragones de premiére espéce se comportent 
comme les pentagones. 
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le n° 16. ont done lieu entre elles. Deux ouvertures séparées par une 
parol commune ont, dans leurs notations, deux chiffres communs: les 
relations du n° 17. ont donc lieu entre elles. [Voir 16,7 et 17, 4.] 


19. Il est utile de construire aussi des représentations (projections 
stéreographiques) de la surface vue d’un point d’un tétragone ou penta- 
gone. Grace 4 la symmétrie de ses propriétés il suffit de placer le 
centre de projection sur une seule figure de chaque espéce, et nous 
pourrons méme négliger le cas ot il se trouve sur un tétragone de 
premiére espéce, qui ne différe pas essentiellement de celui od il se 
trouve sur un pentagone. En effet, l'une de ces figures se transforme 
en l’autre, par une légére altération de la situation d’une droite, qui 
ne change pas le contour. 


Nous avons indiqué dans le n° 11 comment on distingue dans ces 
cas les parties visibles des parties invisibles. [1 n’est pas difficile de 
construire les figures (schématiques), ni non plus de retrouver les droites 
de la figure originaire. 

Soit premiérement le centre de projection placé dans le pentagone 
dont les cétés sont des segments des droites 1", 2, 25, 36, 14. Alors 
nous savons (voir le n° 11.) que le contour sera composé de quatre 
branches dont les deux sont paraboliques, pendant que les deux autres 
ne sétendent pas a l'infini. L’une de celles-ci sera tangente aux droites 
du double-six 146, l'autre a celles du double-six 135; nous les appelle- 
rons 146 et 135. L’une des branches paraboliques est tangente aux 
droites 2, 13, 5, 16, 4, 1’, 12, 3, 15, 6, 14, Yautre aux droites 1’, 
26, 4°, 23, 5’, 2, 12, 6’ 24, 3’, 25. Nous avons done indiqué quelles 
sont les 23 tangentes doubles de la seconde espéce (la droite a l’infini, 
trace du plan tangent au centre de projection, en est le 24™°), et a 
quelles branches elles sont tangentes. Nous y ajouterons que les droites 
du double-six fondamental, marquées de chiffres simples, sont encore 
les tangentes communes internes, et que la branche 135 est encore 
placée du cété interne de toutes les tangentes communes aux autres 
branches. Les tangentes doubles de la premiére espéce sont les droites 
34 et 56, qui séparent et les branches 135 et 146, et les deux bran- 
ches paraboliques, la droite 45, qui sépare les branches 135 et 146 des 
deux branches paraboliques, et la droite 36, qui est placée au dehors de 
toutes les branches. : 

Le point d’intersection des droites 14 et 25 se trouve du méme 
cdté de la droite 36 que les branches du contour: s’il franchit cette 
droite le pentagone ot se trouve le centre de projection se transfor- 
mera en un tétragone de la premiere espéce. 

Le centre de projection se trouve (voir le n° 18.) sur la paroi com- 
mune aux ouvertures 526, 524 et 362, qui en sépare les deux derniéres 

Q* 
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de la premiére. Les droites par le centre de projection ne peuvent 
done passer par-ces ouvertures quant méme elles soient ,,visibles“. 
Les droites joignant le centre de projection 4 des points internes aux 
branches 146 et 135 passent, respectivement, par les ouvertures des 
mémes noms; celles qui le joignent 4 des points internes & l'une ou 
Yautre des branches paraboliques passent par l’une ou l'autre des ou- 
vertures 364 et 142. Les ouvertures 156, entre les branches 146 et 
135, et 534 et 312 entre la branche 135 et les branches paraboliques, 
sont invisibles, comme dans le cas ot le centre de projection se trou- 
vait' dans le triangle 14, 36, 52. 


20. Prenons ensuite pour centre de projection un point du teétra- 
gone de seconde espéce limité par les droites 1’, 2, 26, 14. Alors, 
comme dans le cas précédent, le contour sera composé de deux bran- 
ches tangentes, respectivement, aux droites du double-six 146 et & ceux 
du double-six 135, et de deux branches paraboliques tangentes, respec- 
tivement, aux droites 2, 13, 5, 16, 4, 1’, 12, 3, 15, 6, 14, et aux droi- 
tes 1’, 25, 3’, 24, 6’, 2, 12, 5’, 23, 4’, 26. Seulement les ordres des 
points de contact ont subi A quelques petites modifications*). Celles-ci 
résultent d'une altération des situations des branches, dont aucune ne 
se trouve plus du cdté interne a toutes les tangentes communes aux 
autres. Au contraire, la branche 135 a a présent par rapport 4 l'une des 
branches paraboliques la méme situation, que la branche 146, par rap- 
port a l’autre. 

Les tangentes doubles de premiére espéce sont encore les droites 
34, 56, 45 et 36; mais & présent 45 et 36 séparent les deux branches 
paraboliques, 34 et 56, les deux branches 146 et 135; 36 et 34 sépa- 
rent 146 de l'une des branches paraboliques, et 45 et 56 séparent 135 
de l'autre. 

Le centre de projection se trouve encore sur les parois des ouver- 
tures 526, 524 et 362. Les droites joignant le centre de projection & 
des points internes 4 la branche 146 ou 135, passent par |l’ouverture 
du méme nom, et celles qui le joignent & des points internes a |’une 
ou l’autre des branches paraboliques passent par l’une ou l'autre des 
ouvertures 534 et 142. (Dans le cas précédent il était par les ouver- 
tures 364 et 142.) L’ouverture 156 entre les branches 146 et 135, 
Youverture-364 entre la branche 146 et l'une des branches paraboliques, 
et l’ouverture 123 entre la branche 135 et l’autre branche parabolique, 
sont invisibles. 


*) Pour les branches paraboliques nous avous indiqué ces ordres, en commen- 
cant et finissant par les tangentes dont les points de contact sont voisins de ceux 
de la droite & Vinfini. 
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21. Il n’est pas difficile 4 présent de s’imaginer les transitions 
des figures qui ont lieu lorsque le centre de projection franchit une 
des droites de la surface. Au moment de transition le contour pré- 
sente un point double, a branches réelles si la droite a des points 
doubles réels, et & branches imaginaires si elle est une des droites du 
double-six fondamental. 


Regardons par exemple la transition qui aura lieu si le centre de 
projection se meut du triangle 14, 36, 52 (cas de notre figure) au 
pentagone 1’, 2, 52, 36, 14 (position discutée dans le n° 19.). Au mo- 
ment de transition les deux branches 524 et 362, dont |’une a obtenu 
déja avant la transition des contacts réels avec la droite 4 linfini, 
sont liées l'une a l’autre par un point double 4 linfini. La projection 
de la droite 36 coincide avec la droite 4 Jinfini et va devenir ensuite 
tangente double de la premiére espéce, pendant que la droite a l’infini 
va devenir tangente commune a deux branches. De méme les pro- 
jections de 12 et 45 coincident et vont changer de rdle. Les projec- 
tions des droites 

3’, 6’, 24, 25 
coincident avec celles de 

6, 3, 15, 14, 
et leurs contacts vont se transporter de l’une branche 4 l'autre. Les 
deux collections de droites joignant le centre de projection aux points 
internes aux deux branches passent, avant et aprés la transition, par 
les ouvertures 364 et 142, et elles sont aussi séparées pendant la tran- 
sition*): la seule droite 36 en est une position limite commune. Les 
droites “qui passaient, avant la transition, par l’ouverture 526 vont étre 
remplacées par des droites passant par l’ouverture 146, pour la seule 
raison que le point de la surface d’ou partent les droites se meut de 
la paroi de l’ouverture 146 a celle de 526. 

Les transitions qui ont lieu.lorsque le centre de projection fran- 
chit d’autres segments de droites & points doubles réels sont semblables 
i celle dont nous venons de parler: la projection de la droite dont il 
s'agit change de réle avec la droite 4 l'infini, les deux branches qu'elle 
touche changent de caractére, et les quatre collections de droites qui 
ne rencontrent pas ultérieurement la surface restent séparées. Si le 
segment franchi est — comme dans le cas discuté — un segment a 
[notation du n° 7.], qui sépare un triangle d’un pentagone, ou un seg- 
ment b, qui sépare un pentagone d’un tétragone de la premiere espéce, 


*) En effet, le segment de 36 qui appartient a la paroi de l’ouverture 364 est 
limitée par les droites 14 et 45, et celui qui appartient 4 celle de 142, par 45 et 
25, et ces ouvertures se trouvent dans le voisinage de 45 de cétés différents de la 
surface. 
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. 
fle segment de 41 qui est cdté commun au pentagone 1’, 2, 52, 36, 
14 et au tétragone 1’, 6, 36, 14 peut servir d’exemple], l'une des deux 
ouvertures dont les parois sont séparées par le segment [524 et 364 
dans l’exemple que nous venons de nommer] est visible de la figure 
placée sur la paroi de l'autre, et alors une des quatre collections de 
droites va passer par une nouvelle ouverture. Mais ce changement 
n’aura pas lieu, si le segment franchi est un segment c, parce que, 
d'un point de l'un des deux tétragones de la seconde espéce que sé- 
pare ce segment, l’ouverture dont la paroi est séparée de ce tétragone 
par le méme segment n’est pas visible. [Le segment de 41 qui sépare 
le tétragone 1’, 2, 26, 14 du tétragone 1’, 6, 26, 14 peut servir 
dexemple. En effet, nous avons vu, dans le n° 20., que l’ouverture 
364 n’est pas visible du premier de ces tétragones. | 

Regardons ensuite la transition qui aura lieu si le centre de pro- 
jection se meut du pentagone 1’, 2, 52, 36, 14 (position discutée dans 
le n° 19.) au tétragone 1’, 2, 26, 14 (position discutée dans le n° 20.), 
en franchissant la droite 4 points doubles imaginaires 1’. Au moment 
de transition la branche parabolique tangente 4 2, 13, 5 etc. se réduit 
& un point isolé 4 l’infini. La projection de la droite 1’ coincide avec 
la droite 4 l’infini, les projections des droites 

: =» & e 8, 
avec celles de 
12, 13, 14, 15, 16. 

Apres la transition une nouvelle branche parabolique, tangente aux 
mémes droites que celle qui a disparu, commence a paraitre au coin 
opposé du plan. Les droites qui, avant la transition, joignent le centre 
de projection aux points internes & la branche qui va disparaitre pas- 
sent par l’ouverture 364, celles qui, aprés la transition, le joignent aux 
points internes 4 la nouvelle branche passent par ouverture 534. Au 
moment de transition, chacune de ces collections se réduit a la seule 
droite 1’. La transition n’établit done aucune connexion des deux col- 
lections. Les trois autres collections qui ne rencontrent la surface qu’au 
centre de projection passent aprés la transition par les mémes ouver- 
tures qu’avant elle. Les autres cas ot le centre de projection franchit 
une droite & points doubles imaginaires ne différent pas essentiellement 
de celui dont nous venons de parler. 


22. Les discussions précédentes contiennent la démonstration de 
quelques-unes des propriétés des droites qui rencontrent la surface en 
un seul point. Leur généralité est prouvée -par ia circonstance que 
nous avons eu égard a toutes les positions possibles du centre de pro- 
jection sur la surface. 


1°. Toute droite rencontrant la surface en un seul point passe par 
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une seule de ses dix owvertures. On aura ainsi une division de ces droi- 
tes en dix collections (d’une infinité quadruple). 

2°. En un point queleconque de la surface passent des droites de 
quatre de ces dix collections — de trois, dans le cas particulier ot le 
point se trouve sur une des douze droites & points doubles imaginaires. 

3°. La collection passant par une ouverture n’est en connexion . 
qu'avec celles qui passent par les six ouvertures dont les noms contien- 
nent un seul des chiffres de celui de la premiere collection. Elles en est 
séparée par six complexes*) de droites rencontrant des parties des seg- 
ments qui séparent les parois des ouvertures. Chacune de ces parties 
est composée d’un segment a et de deux segments b, ou bien, elle est 
interceptée par deux droites 4 points doubles imaginaires [voir le n° 21.]. 

Les 30 complexes qui séparent les dix collections de droites étant 
séparés entre eux, nous pourrons trouver le nombre qui exprime la 
connexion de la collection totale des .droites qui ne rencontrent la sur- 
face qu’en un seul point, en nous demandant combien il faut de ces 
complexes pour lui donner une connexion simple. 

Nous pouvons former plusieurs suites cycliques de 5 collections 
dont chacune n’est en connexion qu’avec la précedente et avec la con- 
sécutive. Les collections des ouvertures 

524, 135, 526, 354, 516 

en font, par exemple, une. On peut interrompre cette suite cyclique 
par un complexe — par celui, par exemple, qui sépare la derniére 
collection de la premiére — sans décomposer par cela la collection to- 
tale. Pour lier une des 5 autres collections 4 cette suite, sans établir 
de nouvelles connexions, il faut qu’on garde une seule de ses con- 
nexions avec les collections de la suite. Le nombre des connexions a 
garder est donc 4+ 5=49, celui des connexions a interrompre par 
des complexes sera, par consequent, 30—9—21**). On voit done que 

4°. Le nombre-maximum des complexes qui interrompent des con- 
nexions des droites rencontrant la surface en un seul point, sans décom- 
poser la collection totale de ces droites, est égal a 21. 




































23. La projection stéréographique d’une surface cubique, qui nous 
a été trés utile pour l'étude des droites de la surface, n’aide pas moins 






*) Le mot de complexe ne signifie ici qu'une partie limitée des droites qui 
rencontrent un segment d’une droite. 

**) On peut établir la connexion simple en interrompant toutes les connexions 
des droites de deux ouvertures, 4 lV’exception de celles qui se font par les com- 
plexes 








56, 54, 51, 52; 43, 21, 41, 16, 24, 
oi nous avons donné aux complexes les noms attribués dans la table aux segments 
que leurs droites rencontrent. 
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& l'étude de ses autres courbes, par exemple a celle de ses sections 
planes. M. Klein*), en s’appuyant aux propriétés des surfaces 4 quatre 
points coniques, a prouvé qu'il existe trois groupes de collections (d’une 
infinité triple) de sections planes d'une surface cubique de premiére 
espéce qui sont composées d’un ovale et d’une branche d’ordre impair: 
le premier groupe comprend 10 collections, oi Yovale, qui se trouve 
sur un triangle ne rencontre aucune des droites de la surface; 
le deuxiéme groupe comprend 10 collections, oi l’ovale, qui entoure 
une ouverture, rencontre toutes les droites d’un double-six; 
le troisiéme groupe comprend 15 collections, oi ovale rencontre 
16 droites. 

Toutes ces collections sont séparées entre elles; car des collections 
d'une infinité simple ne suffisent pas pour établir une connexion entre 
des collections d’une infinité triple. 

En prouvant ces mémes résultats au moyen des projections stéréo- 
graphiques de la surface, ce qui se fait sans aucune difficulté, on trouve 
en méme temps les résultats suivants, ot 0, et i, désignent, respective- 
ment, les nombres des collections, appartenant au r°”* groupe (r = 1, 
2,3), ot il y a des ovales ou des branches d’ordre impair qui passent 
en le point de la surface dont il s’agit. 

1°. Point d’un triangle**): 

Oo,.=1, 4, —=0,1,2, 3,4; 0,—3, i, —3; 0, =—3, i, =—3. 
2°, Point d’un pentagone ou d’un tétragone de premiére espéce 

o,=0, i,=—0,1,2, 3,4; 0o,.—3, i,—3; 0, = 4, i, =3. 
3°. Point d’un tétragone de seconde espéce 

o,=0, 4,—0,1,2,3,4; 0,—3, i, —4; 0, =—4, 4, —2. 

Le plan tangent appartient, comme position limite, &4 une des col- 
lections du premier, du troisiéme ou du deuxiéme groupe, suivant que 
le point de contact se trouve dans un triangle, dans un pentagone ou 
tétragone de la premiére espéce, ou dans un tétragone de la seconde 
espéce. 


IV. Surfaces & 15 droites réelles***). 


24. Nous avons déja dit (dans le n° 3.) que, pour avoir une image 
(schématique) de la projection stéréographique d’une surface de la 
deuxiéme espece, vue d’un point d'un triangle, il suffit deffacer dans 
notre figure une branche quelconque du contour, par exemple la branche 








*) Mémoire cité. 

**) On ne peut avoir 7,4 que dans le cas ou le point se trouve dans la 
partie du triangle ot la courbure est hyperbolique. 
***) Voir le n° 8, 
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135. Alors toutes les droites du double-six 135 deviennent imaginai- 
res, et l’ouverture 135 cesse d’exister. Le double-six fondamental de- 
vient imaginaire, et celles de ses droites qui restent réelles: 2, 4, 6, 
1’, 3’, 5’ sont les droites communes 4 lui et au double-six 246 qui 
devient aussi imaginaire. Les doubles-six 524, 146, 362 et 364, 526, 
142 restent réels, quant méme, dans chacun d’eux, les droites de deux 
couples deviennent imaginaires, et ils entourent encore des ouvertures 
visibles & notre point de vue. Les doubles-six 354, 516, 132 devien- 
nent imaginaires, et les ouvertures qu’ils entouraient cessent d’exister. 
Mais ces ouvertures seront remplacées par trois nouvelles ouvertures 
invisibles, placées entre les branches du contour, et entourées des 
doubles-six réels, mais & quatre droites imaginaires, 162, 324, 546. 


En méme temps que l’ouverture 135, six des dix triangles de la 
surface cessent d’exister. Aux quatre triangles qui restent s’ajoutent 
deux qui ont pour périmétres ceux des triangles plans qui fermaient 
louverture 135. Les autres triangles des mémes plans (A et B) ser- 
vent encore 4 fermer des ouvertures, de méme que trois des triangles 
plans formés des droites qui entourent chacun des autres triangles de 
la surface, et nous ne rencontrons plus aucun plan tangent triple dont 
tous les triangles ferment des ouvertures, les plans C, D, E étant 
devenus imaginaires. 


Les tables suivantes donnent un apercu sur ces propriétés: 





Couples d’ouvertures 


ee visibles 


| Ouvertures invisibles 





524 | 146 | 362 

364 | 526 | 142 

346 | 562 | 124 

ie 46 2 

126 | 342 | 564 146, 36 

162 | 324 | 546. 

542 | 164 | 326 

“324 | 146 | 562 

564 | 326 | 142 

546 | 362 | 124 
126 | 542 | 364 

524 | 346 
164 | 526 


14, 36, 52 (F) 162, 324, 546 


56, 12, 34 (A) 








16 (B) 562, 124 





56, 32 (G) 


524, 346 





146, 562 





162 | 
342 | 





| 
a avis a 
| 
| 
| 


52, 34, 16 (J) 546, 862, 124 
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Ouverture Triangles fermants | Droite correspondante 
B24 | 56, 21, 43 (A) et 56, 23, 41 (G) | 56 

46 | 12, 43, 65 (A) et 12, 45, 63 (A) | 12 ay 
362 | 34, 65, 21 (A) et 34, 61, 25 (J) | 34 

364 =| 32, 61, 45 (B) et 32, 65, 41 (G) | es 
526 | 54, 23, 61 (B) et 54, 21, 63 (H) | gs 
142 | 16, 45, 23 (B) et 16, 43, 25 (J) | 16 

~ 462 | 14, 63,25 (F)et 14,65,23(@)|. #44 

 -$24-—«| «236, 25, 41 (F) et 36, 21, 45 (Hl) ¥ SN 

B46 | 52, 41, 63 (F) et 52, 43, 61 (J) es 


Les lettres 4, B, F etc. indiquent les plans tangents triples ot se 
trouvent les triangles que nous venons d’énumérer, et nous distinguons, 
comme dans le n° 15., par l’ordre des chiffres qui composent les no- 
tations des cétés de ces triangles, les deux segments interceptés sur 
une droite par les deux autres droites dans un de ces plans tan- 
gents triples. Mais le segment 12 d’un triangle du plan A est: diffé- 
rent du segment 12 d'un triangle du plan ZH etc. 


25. On voit que la symmétrie 6-tuple de la surface consiste en 
deux symmétries triples; car et ses trois premiers triangles, dont les 
périmétres se trouvent dans les plans F, A et B, et ses trois derniers 
triangles, dont les périmétres se trouvent dans les plans G, H, J, 
‘ont entre eux des relations différentes des relations des trois premiers 
triangles avec les trois derniers. Si l’on écrit les noms des ouvertures 
de la maniére suivante (en forme de déterminant) 

524, 146, 362 

346, 562, 124 

162, 324, 546, 
les trois séries horizontales formeront par rapport aux premiers triangles, 
les colonnes verticales par rapport aux derniers, les deux triples d’ou- 
vertures visibles et le triple d’ouvertures invisibles. Deux ouvertures 
ont entre elles des relations différentes, suivant qu’elles sont placées dans 
la méme série, horizontale ou verticale, du déterminant, ou non. Dans 
le premier cas leurs notations n’ont qu’un seul chiffre commun, dans le 
second elles en ont deux. 

Deux des segments d’une droite 4 points doubles réels séparent la 
paroi d'une ouverture, correspondant a la droite, de deux triangles de 
la surface: la continuation de la face interne de la paroi de l’ouverture 
sera la face convexe du triangle. Le segment supplémentaire 4 cha- 
cun de ces deux cdtés de triangles, sépare les parois des deux ouver- 
tures qui correspondent aux autres cdtés du méme triangle: la conti- 
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nuation de la face interne de l'une de ces parois est face externe de 
Yautre. [Il faut qu'on se rappelle que chacun des deux segments de 
la droite qui sont cdtés de triangles se trouve sur le segment supplé- 
mentaire 4 l'autre, et que les autres parties de la droite appartiennent, 
& la fois, & tous les deux segments supplémentaires. ] 

Pour trouver les nombres des polygones qui composent la paroi 
d’une ouverture, ou la paroi commune a deux ouvertures, il est com- 
mode de compter les points d'intersection de droites 4 points doubles 
imaginaires qui se trouvent sur ces parties de la surface (voir le n° 8.). 
On trouve les résultats suivants: 

La paroi d'une ouverture est composée de 

0,1, 2, 3, 4 triangles 
6, 7, 8, 9, 10 pentagones 
10, 9, 8, 7, 6 tétragones 

La paroi commune a& deux ouvertures dont les noms n'ont qu'un 
seul chiffre commun, est composée de 0—2 triangles et de 4 pentago- 
nes et tétragones (dont les nombres respectifs ne sont pas déterminés 
par celui des triangles). Les ouvertures se trouvent du méme cdté de 
cette paroi commune. 

La paroi commune a& deux ouvertures dont les notations ont deux 
chiffres communs, est composée de 8 pentagones et tétragones; elle sé- 
pare les ouvertures. 

Un triangle de la surface fait partie des parvis des trois ouvertu- 
res doni les contours sont visibles de points placés sur lui. Les trois 
ouvertures se trouvent du méme cdté du triangle. 

Un pentagone ou tétragone fait partie des parois de quatre ouver- 
tures: il_en sépare les deux des deux autres. 


16 pentagones et tétragones. 


26. Comme un triangle fait partie des parois des ouvertures a 
contours visibles, une droite sortant d’un point d’un triangle et n’ayant 
pas des intersections ultérieures, passe seulement par une ouverture vi- 
sible & contour invisible. On voit de méme, en effacaut la branche 135 
et ses tangentes de la figures décrite dans le n° 19. (ou de celle qui 
est décrite dans le n° 20.), qu’on peut faire passer par un point quel- 
conque d’un pentagone ou tétragone trois collections de droites sans des 
intersections ultérieures avec Ia surface, et que chacune de ces col- 
lections passe par une seule ouverture. On peut donc appliquer a la 
surface actuelle les trois premiers théoremes exposés dans le n° 22., en 
y remplagant seulement le nombre total des collections de droites par 9, 
celui des collections contenant des droites passant en un point de la surface, 
par 3, et celui des collections en connexion avec une collection donnée, par 4. 
Ces derniéres collections passent par les ouvertures qui, dans le ,,déter- 
minant“ du n° 25., se trouvent dans la méme série horizontale ou ver- 
ticale que l’ouverture donnée. 

Les suites cycliques se composent 4 présent de toutes les collections 
a l’exception des trois qui passent par trois ouvertures qui formeraient un 
terme du déterminant. On trouve, en procédant comme dans le n° 22., 



















































H. G. Zeurnen. 


que le nombre-maximum des complexes qui interrompent des connexions 

des droites rencontrant la surface en un seul point, sans décomposer la 
: ? 

collection totale, est égal a 10. 


27. Les collections, séparées entre elles, de sections planes a ovales 
réels n’appartiennent 4 présent qu’a deux groupes: 
le premier groupe comprend 6 collections, ot l’ovale, qui se trouve sur 
un triangle, ne rencontre aucune des droites de la surface; 
le second groupe comprend 9 collections, ov l’ovale, qui entoure une 
ouverture, rencontre toutes les droites réelles d’un double-six réel. 


En donnant aux notations 0,, 7,, 0,, i, les mémes significations 
- - . 


que dans le n° 23., on trouvé encore les résultats suivants: 
le. Point d'un triangle: 
° 9 § ‘ ual. il BS te 
Oo=1, $=—0,1,2,3,4; o,—3, i, =—38. 
Le plan tangent appartient a une collection du premier groupe. 
1g PI g 
2°, Point d'un pentagone ou d’un tétragone: 
o,=0, ¢,=0,1,2,3,4; o=—4, 4 —3. 
Le plan tangent appartient 4 une collection du second groupe. 


V. Surfaces & 7 droites réelles*). 


28. On aura une image de la projection stéréographique d’une sur- 
face de la troisiéme espéce, vue d’un point d’un triangle, en effacant dans 
notre figure les deux branches 135 et 146 du contour. Alors toutes les 
droites de ces deux doubles-six deviennent imaginaires. 

Les droites réelles du double-six 524 sont les mémes que celles du 
double-six 362, et il est aussi évident que les deux branches du contour 
doivent appartenir 4 la méme ouverture. On pourrait dire que cette 
ouverture visible a deux contours visibles (voir le n° 14.). De méme les 
droites réelles du double-six 324 sont les mémes que celles du double- 
six 526: elles entourent une ouverture invisible. Le centre de projection 
se trouve dans le triangle: 12, 36, 54. Une déformation analogue a 
celle du n° 13. n’aura pas des effets essentiels. 

La table suivante donne un apercu sur les propriétés de la surface 
(comparer aux tables du n° 24.): 





Ouverture Ouverture 
visible | invisible 


Triangles fermant 
l’ouverture visible 


} 
| 


Triangle 





12, 36, 54 
12, 63, 45 





21, 43, 56 


9 y, 
- | ts @5 | (4) 


Ot, 


(H)| 524 





12, 34, 56 ms xo, | 21, 63, 54 
12, 43, 65 } (A) | 526 O24 | 21, 36, 45 | (H) 


On voit que les deux triangles du plan A (ou H) qui ont pour base 
commune le segment 12 (qui dans le plan H est différent du segment 12 


*) Voir le n° 9. 
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Sur les surfaces cubiques. 


dans le plan A) ont les mémes périmétres que deux triangles de la sur- 
face, pendant que les deux autres triangles du méme plan, qui ont pour 
base commune le segment 21, ferment l’ouverture qui n’est pas visible 
des deux triangles de Ja surface que nous venons de nommer. La con- 
tinuation de la face interne de la paroi d’une ouverture au-dela du seg- 
ment 21, cdté commun aux deux triangles qui la ferment, est face ex- 
terne de la méme ouverture. 

Un triangle de la surface se trouve sur la paroi de l’ouverture qui en 
est visible, et il présente sa concavité du cdté de louverture. Les quatre 
hexagones de la surface se trouvent sur les parois de toutes les deux 
ouvertures, et ils les séparent. 

Dans tous les cas les points de la surface se trouvent sur les parois 
des ouvertures qui en sont visibles. Aucune droite ne peut donc ,,pas- 
ser par“ une ouverture, ce qui résulte aussi de la circonstance que tous 
ses deux triangles fermants se trouvent dans le méme plan. On ne 
peut, par conséquent, trouver la connexion des droites rencontrant la 
surface en un seul point par les mémes procédés qui y servaient pour 
les surfaces & 27 ou 16 droites; mais on trouve par d'autres considé- 
rations que le nombre-maximum des complexes qui interrompent des con- 
nexions des droites rencontrant la surface a 7 droites réelles en un seul 
point sans décomposer la collection de ces droites, est égal a 3. On peut 
se servir, a cet effet, du complexe des droites de la collection qui ren- 
contrent une des droites 4 points doubles imaginaires, et des deux com- 
plexes qui rencontrent les deux segments interceptés sur la droite 12 
par les droites 1’ et 2, et qui ne sont pas en connexion avec le pre- 
mier complexe. Ces deux derniers complexes sont séparés l'un de l'autre, 
parce que le céne qui en renferme les droites sortant d’un point -de 12 
se réduif & zéro au moment oi ce point est un pvint d’intersection avec 
1’ ou 2. [Il existe un autre complexe de droites qui ne rencontrent 
la surface qu’en des points de 12: il est en connexion avec ceux des 
droites qui ne la rencontrent qu’en des points de 1° ou 2]*). 

Les collections, séparées entre elles, de sections planes 4 ovales ap- 
partiennent & deux groupes, dont le premier comprend quatre coilec- 
tions, od l’ovale, qui se trouve sur un triangle, ne rencontre aucune des 
droites de la surface, pendant que le second comprend deux collections, 
ou l’ovale, qui entoure une ouverture, rencontre quatre droites, On trouve 
encore, avec les notations des n° 25. et 27., les résultats suivants: 

1°, Point dun triangle: : 

o,=1, ¢,=0,1,2,3,4; ol, t,—1. 
Le plan tangent appartient 4 une collection du premier groupe. 
2°. Point d’un hexagone: 
o,=0, 4=—0,1,2,3,4; o,=—2, i, =—1. 
Le plan tangent appartient & une collection du second groupe. 

*) Comparer aux n° 21 et 26. de mon mémoire sur Jes formes des quartiques 

planes, 
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Les propriétés des deux espéces de surfaces a 3 droites sont’ assez 
simples pour nous dispenser d’y insister ici. Nous nous bornerons a 
la remarque qu'un seul complexe suffit pour donner une connexion 
simple a la collection de droites rencontrant la surface de la quatriéme 
espéece, ou la nappe d’ordre impair de la surface de la cinquiéme espéce, 
en an seul point. Si, pour la derniére surface, on enleve de la col- 
lection les droites qui en rencontrent la nappe d’ordre pair, on aura 
besoin de deux complexes. 

Nous ferons encore remarquer que les projections stéréographiques 
sont aussi utiles pour l'étude de la connexion, soit des surfaces elles- 
mémes, soit de l’espace ot se trouve une de ces surfaces. 


Copenhague, 12 avril 1874. 
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Note tiber die Rotation eines starren Korpers. 


Von W. Fraum in Tiibingen. 


Nachdem Jacobi die Lage des Kérpers fiir ein specielles, im 
Raume bewegliches Coordinatensystem durch @-Functionen bestimmt 
hat, scheint er nicht ohne Interesse zu zeigen, dass eine ganz ihnliche 
Lésung fiir ein beliebiges, im Raume festes Coordinatensystem statt- 
findet, zu der man ausserdem leichter gelungen kann. Sind p, q, r 
die Componenten der Winkelgeschwindigkeit um die Hauptachsen des 
Drehcentrums, A, B, C die Trigheitsmomente fiir dieselben, so hat 
man die Kuler’schen Gleichungen: 





d 
A =(B—C)aqr 


(1) Bt == (C — A) rp 


y a 


Ferner: 

Ap +B@+ Cr =h? 
(2) Atpt-+ Brg?+ Crt g? 

r+ ¢?+ r=o, 
wo h, g Constanten, @ das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit be- 
deutet. Man erhiilt: 
o 4da 1 dq 
" = Ye=Du ae) Teas B19) 
wenn man setzt: 
BCA =(B+ 0) -—g, 
CAu=(C+ A)h?—g@’, 
ABv=(A+B)h?—@’, 
@ = w — (u — A) sin’ g. 


(4) 


Es ist mithin g = am (¢ /u — v) = am (u) fir w= tu — v. 
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W. Fraem. 


Die 9 Richtungscosinus der Hauptachsen gegen ein beliebiges im 
Raume festes Coordinatensystem sind dann particuliire Integrale der 
Gleichungen: 

du 


“at =or—wd, 
dv 

(5) qq = Vr— up, 
dw 


ae = 4I — op, 


wo fiir p, q, r ihre Werthe in Function der Zeit einzusetzen sind, 
welche werden (wie bei Jacobi): 





rae oe 
~~ "a" tee ae ? 
‘ a 9 , Glia 
(6) a : a niga ern) ? 
a 1g | Hi(te) 0; (w) 
 ¢ CGC  H(éa) 0 (u) ’ 
wobei 
a , f/f 3-0 ' /(A—B)(gt—Ch) —z 
sin am (ia) = g J Bo — Ch)’ t=} (B—C) (Ah? — g®)? i=y—1. 


Man hat daher das Problem gelést, wenn man die Gleichungen (5) 
allgemein integriren kann, wozu folgendes Verfahren fiihrt. Jene Glei- 
chungen geben: 


7 v+et+w=—l, 
7) Apu+ Bqvu+Crw=D, 
wo D eine Functionsconstante ist. Sei ferner 
(8) putqvut+rw=z, 

dz _-. dp - “ dq dr 
(9) dw “aw +? dw + wv an" 


: dq dr 
? dw’ dw’? dw 
mittelst der Gleichungen 1, 2, 3, 7, 8, so geht g, in eine Differen- 
tialgleichung*) wischen z, und w iiber, welcher man leicht die Form 
geben kann: 


Eliminirt man jetzt die Gleichungen u, v, w, p, q, ? 


(B—C)(A—C)(A—B) [2dz-( (g*w —h*) + dw (Dh? — #9)! 


)( 
(10) gctw— ns) - J/ (Fuh) ¢ ee # 
_ Atdw _, (Ah? —g*) (Bh? — g*) (g’—Ch*) dw 


~ ge par 2 eu 9g par (Pw—h') 











*) Die Aufstellung und Integration dieser Gleichung ist in etwas anderer 
Form schon von Euler angegeben. Mém. de Berlin. 1758 p. 154. Man erhiilt 
dieselbe auch durch den letzten Multiplicator. 
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Ueber die Rotation eines starren Kérpers. 


Die Integration giebt 


—s _ D¥—s@F °u— i. cotg amia-Aamia-du 
(G2w —h') VE 2 pe ‘1— sin?am ia - sin?am u 














(11) h® H’ (ia) 1 Pye 
_.[t Ge) + J log 0 (wie) 
‘alls 1 O(u—ta) 
=6-u+ 5, log % O(w+ia) = U. 


Die Werthe von u, v, w aber werden 


—4?: -. Wa a [82-?. (G2 Abt) + (B—O)qr-cos v], 


w— hi 





(12) \u= = vP_y er — > [ees (G?— Bh*) + (C—A)rp-cos vu], 
w= Ot PD _ a mas [=F ” .(G? — Ch?)+ (A—B)pq-eos u]. 


Nun ist aber: 


ef". O(w—ia) + e 1%" O(u+ia) 


cos U = — — 
2VO(u+ia) O(u — ia) 





et au —iogu 
- 0( (u—toa)— e + Olu ta) 
sin U= * —_ a 
2iVO(u-+ia) © (uw ; ta) 


Setzt man dies ein und beriicksichtigt, dass 


iets = ~ 2 Aon ia = 469-3 
1c = — BiG—cr) — oe Soe 
Jy — 10) 7 9(0) 
dhe O; (9) Vk ~~ @,(0)? 
__ k2 ein? x 9 ,, _. 92(0) O(u+ta) O(u —ia) 
1 — k* sin? am 7a@ sin? am u = O®(u) Oia) -» 
so findet sich zuniichst z. B.: 
= Site) 1() 
H (iw) O (uw) 
; (0( 0 (0) ))Var— D? .¢'%" Stil cosam w-cosainta + sinamwAam w-, Aamiesinamia] 


O(w) H(ca) ( (1—#? sin? am ¢@ sin? am %) sinamia 



















ae (0(0)) VG2— De. e— "0 (u-+ie) [cosamu- cosamia— sinamwAamu- Aamiasinamia] 





O(u) H(te) (1 —? sin? am ia sin? am u) sin am ia 


Indem man daher die Additionstheoreme anwendet und zu den 
0-Fanctionen zuriickgeht, erhilt man die schliessliche Endform der 
Integrale in der Gestalt: 


©, (ia) H,(u) —O, (0) VG2— D? [ef ?"-H, (uw — ia) 79. Hi(utia)) 
2 O(u) H(¢a) 
Mathematische Annalen. VIII. 3 


= 
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© (ia) H(u) — © (0) VG*— Dt [e". H (u—iea)-+ e~ *"- H(w+ ia) | 
Se or? 2 O(u) H(éa) ia aes 

H, (i) ©, (u) —O, (0) VG#— Dt [ e*"-O,(u— ia) — e~°*-O,(u+ia)] 
sat ‘ f 270 (u) H (ia) 


0 


w 


Man iibersieht sofort, wie man hieraus die Jacobi’schen Formeln 
fiir die 9 Cosinus ableiten kann, nur ist dabei zu beriicksichtigen, dass 
die von Jacobi gebrauchte Constante: ia = K — ia ist. 


Tiibingen, 11. Marz 1874. 
























Ueber gewisse Differentialgleichungen. 


Von W. Fraum in Tibingen. 


J. In einer beriihmten Abhandlung iiber schiefe Determinanten 
stellt Cayley die Aufgabe, diejenigen Differentialgleichungen aufzu- 
suchen, welche im Falle von beliebig vielen Veriinderlichen den bekann- 
ten Euler’schen, bei dem Problem der Rotation eines starren Kérpess 
angewendeten entsprechen. Es ist mir gelungen, diese Gleichungen 
aufzustellen und eine Anzahl von Integralen derselben aufzufinden. 
Man kann diese Gleichungen in eine gewisse kanonische Form bringen, 
woriiber zunaichst der folgende Satz angefiihrt sein mége: 

n-n— 
2 





Es sei das System von ~ Differentialgleichungen: 


<i 


(1) O= Tn >* + > (Lin — Tap) Vinten (i,k, u=1,2---m), 
ke 


WO *i,=—1;i, die von t abhingenden Verinderlichen, 7, = T;;, 
T;;—=0O aber Constante bedeuten, vorgelegt; ist dann 4 ein will- 
kiihrlicher Parameter, so ist die Determinante: 


A Doty Ty3113 ++ ++ Tin Tin 

| Dy 12 A Tyg tog + +++ T2n Pen 
| Ts: Ly2%q 4 +++ Tentsn | 
wees | 
Fa3 Tn1 y if aYng rere A | 


ein Integral jenes Systems. Kin weiteres Integral ist: 
Doty? + T3137 + + = 4 a Tx7ix? = const. 
, 


In der Entwickelung der eben geschriebenen Determinante ver- 
schwinden bekanntlich die Coefficienten der ungeraden oder der geraden 
3* 











. Frau. 








Potenzen von 4, je nachdem m gerade oder ungerade ist (Baltzer, 





Det. 8. 62). Wenn also x die grésste ganze in ; enthaltene Zahl 


bezeichnet, so giebt jene Entwickelung x Integrale, indem man jeden 
Coefficienten einer beliebigen Constanten gleich setzt. Fiir n = 3 hat 
man die erwaihnten Euler’schen Gleichungen, und kann mit Hiilfe 
der gefundenen Integrale sofort das Problem auf Quadraturen zuriick- 
fiihren. Noch mag bemerkt werden, dass der Multiplicator der Glei- 
chungen (1) gleich Eins ist, indem 7;, unter dem Summenzeichen nicht 
vorkommt. 


II. Um zu zeigen, dass die Gleichungen (1) wirklich den Eu- 
ler’schen entsprechen und um sofort zu der kanonischen Form zu ge- 
langen, bemerke ich, dass jene bekanntlich auf rein algebraischem 
Wege durch eine Umformung der drei Differentialgleichungen erhalten 
werden, welche die Erhaltung der Momente ausdriicken. Aber die 
Letzteren sind von einer Form, so, dass man sofort tibersieht, welche 
Gleichungen im Falle von beliebig vielen Veriinderlichen an deren 
Stelle treten miissen. Des kiirzeren Ausdrucks wegen wihlen wir die 
geometrische Bezeichnungsweise und betrachten ein Element in einer 
Mannigfaltigkeit von » Dimensionen. Um aber noch mehr Uebersicht- 
lichkeit zu gewinnen, beschriinken wir uns auf den Fall n = 4, da 
die gleiche Rechnung fiir ein beliebiges » zum Ziele fiihrt. Es sei 
nunmehr: 


| “it Cio “13 ny | 
C24 C9 Co3 Co4 


(I+) =—¢ 


| 
| 31 32 33 Cy 

1 C41 yo Cag gs | 
die Determinante einer orthogonalen Substitution, y,y,y,y, die Coor- 


dinaten eines festen Elements; werden die ¢;, als Functionen eines 
Parameters ¢ (Zeit) angesehen, so kann man setzen: 


Ly = C144; 1 CoH + Cig Ys 1 Cras 
Ly = Cop Yy TH Co Yo + C2343 + Cogs 
Ly = C5441 1 Cy2Y2 1 C343 + C344 
Ly = Cy Yy Ht Cy2Y2 + C433 H+ Cass - 


(2) 


: - “ . - n.n—ti 
Die Gréssen ¢;, hingen bekanntlich von sechs (allgemein = 5 


Parametern ab; um diese und also auch die ¢;, als Functionen von ¢ 
zu definiren, kann man also 6 Differentialgleichungen aufstellen. Wah- 
len wir beliebig viele (etwa s) constante Elemente y) und ordnen jedem 
einen constanten Coefficienten m, zu. Man erhiilt alsdann ebensoviele 
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Ueber gewisse Differentialgleichungen. 





Werthsysteme der x und kann nunmehr folgende 6 (=) Differen- 
tialgleichungen aufstellen: 


(s) (s) 
l 7 dx, da, 
/ ) e ( (s) (s) ta 
(3) ’ at z WA a ae 


welche den Gleichungen fiir die Erhaltung der Momente analog ge- 
bildet sind. Sollten die Elemente stetig auf einander folgen und deren 
unendlich viele vorhanden sein, so miisste die Summe in ein bestimm- 
tes vierfaches Integral iibergehen. Um das System (3) umzuformen, 
setzen wir: 





. 


de, , dey, des, dey, 

(4) Vik = — Nei = C1 = ¥ C23 “di + ia + C4i- adi? 
| ri4=0, (¢,k=1,2,34). 

Daraus findet man: 

a de;, 

(5) qq 1 Crt reeCio + 1esCis t+ es Cis. 


Das System der y kann man, wie aus der Theorie der Trigheits- 
momente bekannt ist, immer und im Allgemeinen nur auf eine Weise 
so wihlen, dass: 


(6) >" m,y! y? =(Q (i,k=—1, 2,3, 4), 


wenn i von k verschieden ist. Setzt man noch: 


© T:, = > m, (y? + y?) 


dz; ,. —" 
so findet man, wenn man nach den Gl. (2) = bildet (wobei die y als 
Constanten anzusehen sind) und mit Hiilfe von (5), (6), (7) reducirt: 
(s) (s) 
dx dz, 
> (s) "““k (8) “t , y 
(8) m, (a! dt _— a dt ) == T1212 Cik, 12 a T 131 13 Cir, 13 
; Ht DP yy%4 Cin, 14 + T2523 Cir, 23 
+ Toy o4 Cin, 24 + T4134 Cir, 34 - 





Hier sind C,,,,, diejenigen zweigliedrigen Minoren, welche durch 
Kreuzung der i'** und k'" Vertikalreihe mit der w'*" und v'" Horizon- 
talreihe aus C (1*) erhalten werden. Man differentiire nunmehr die 
Gleichungen (8) nach ¢ und multiplicire dieselben nach einander mit 
den Gréssen der ersten, zweiten --- sechsten Horizontalreihe aus fol- 
gendem Schema: 




































W. Fragen. 





Cie, 12 Cia, 12 Cu, 12 Crs, 12 Crs, 12 Css, 12 
~ Cro, 13 Cis, 13 Cu, 13 Cyr, 13 Cas, 13 Cu, 13 


. “‘?. ee 


a] Y Y 
Cie, 34 C 13, 34 C; 4, 34 Cys, 34 Cos, 34 Css, 34 





und addire jedesmal; dann kann man nach bekannten Determinanten- 
sitzen die Coefficienten aller Gréssen 7, 7;, zu zweigliedrigen Deter- 
minanten zusammenziehen. Wegen der Relationen zwischen den ¢;; 
fallen hierbei aber jedesmal zwei Glieder aus, und in den iibrigen vier 
kommen die ¢;, uicht mehr explicite, sondern nur in den Verbindungen 
r;, Vor, so dass man die 6 Differentialgleichungen findet: 


dr, 
O= T,, #4 (T,,—7 3) T13%23 + (Ly — Tq) 114724 
dt 







ar,, , 1 om 
(9) O= 7; ae + (Ty. — Tye) 112732 + (Tia — Toa) rat's 


d . 
0= T;, a + (25) = Ly3) 31% + (32 — Ty) 732% 2 - 

















Aber diese ergeben sich wirklich aus (1), wenn man » = 4 setzt. 


III. Wenn alle Buchstaben und Zeichen die eingefiihrte Bedeu- 
tung beibehalten, so kann man die Function bilden: 


ws (8) (s)2 
(10) T= 4 Pe Ms (az," + ae Th “+ din ) 













Wenn man nun beachtet, dass die « Functionen der ¢;, sind, mithin 


n-n—I 


von —,— Parametern abhingen, so findet man, dass die Gleichungen 









(3) sich aus der Hypothese, dass of Tdt =O sein soll, also aus der 


Gleichung des Hamilton’schen Princips ableiten lassen. Nach Ein- 
fiihrung der Gréssen r;, aber verwandelt ag T in eine quadratische 


n-n—1 (n-n—1 . 
Form der letzteren Gréssen, deren —~— 4. 1) Coefficienten 
mn+1lg 7 3 ~ 
aber nun von den ant Summen: “—™ my? abhiingen. Es soll 


aber gezeigt werden, dass auf anderem Wege Gleichungen abgeleitet 

werden kénnen, widshe von der Form (1) sind, und zwar so, dass man 

annimmt, 7' sei als quadratische Function der Gréssen r;, mit beliebi- 

gen Coefficienten gegeben, und ferner voraussetzt, dass 0 J Tdt=0 ist. 
Es sei aber: 

(11) T= 4 , Oik, mV ikTim ’ 


yt, me 
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wo die Coefficienten 0;%,:. = Oim,ix ganz willkiihrliche sind. P,;,—0 
sei irgend eine der auf Null gebrachten Gleichungen (4) und [;,—0 






irgend eine der “~~” ‘rt Bedingungsgleichungen zwischen den Coeffi- 


cienten ¢;,%. Sie seien 9;;, Yix unbestimmte Factoren, welche nach 
den Regeln der Variationsrechnung eingefiihrt werden miissen, um 






nach Reduction von 0 | Tdt den Coefficienten jeder Variation Null 





setzen zu kénnen. Wir haben also die Function zu bilden: 


(12) Q=—=} >) Oinin? rikTim + 2 euPat D a cola: 


i,k, i,m 





Aus 0 { Qdt = 0 ergiebt sich nun zunichst: 





(13) 






Ferner erbailt man die n? Gleichungen: 
OQ 

d = ; 

C2 OC; ‘ aC, 


(14) 0O=——-— — 


OC, 7? oe 















Entwickelt man das System (14) und setzt fiir die @;, ihre Werthe 
aus (13), so eriibrigt nur noch, die Factoren y;, zu eliminiren. Die 
hierzu fiihrende etwas weitliufige Rechnung, welche der von Herrn 
Kirchhoff (Borchardt’s Journ. Bd. 71, 8. 241—46) gefiihrten ahnlich 
ist, mége iibergangen werden, indew sie besondere Schwierigkeiten 
nicht darbietet. Man findet aber, nachdem alle Reductionen gemacht 
sind, und unter Anwendung der Abkiirzung: 

s oT 
(15) bu a Orns 
das folgende eT : 


(16) = dt - >, tus C, ik, us» 


Mss 
wo die C;;,,; die oben definirten Minoren der Determinante der ¢, 
sind. Aus (16) findet man dann durch die in II. gefiihrte Rechnung: 


d 
(17) O= Get D Cut les — tasks) 4 ee Bp 


IV. Ich sage nun, dass man von diesem System Integrale findet, 
indem man die schiefe Determinante: 
A the figs An | 
toy A tos -++ fan 
(17°) ts, typ A+++ ty | =A 
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nach Potenzen von 4 entwickelt und jeden Coefficienten einer beliebi- 
gen Constanten gleichsetzt. 


Auch T = 4 tieYix = const. ist ein Integral, und in Folge der 


Identitit : 
0O— Par (Vis ts <- Vesti) 


hat man auch: 


und durch Integration: 


(18) 





Um nun aber die weiteren Integrale zu erhalten, schlagen wir den 
folgenden Weg ein. Es sei wu eine gerade Zahl und (a@Byd --- Au) 
das von Jacobi mit der gleichen Symbolik bezeichnete Aggregat, wel- 
ches Cayley eine ,,Pfaffiane“ genannt hat, und dessen Elemente in 
unserem Falle ¢;, sind. Das Quadrat derselben stellt sich als eine 
schiefe Determinante dar. (Vergl. Baltzer Det.) 


Alsdann beweist man den Satz: 









Das System (17) kann durch die folgenden Systeme ersetzt 
werden: 


| (19) 0 = SPY 20) OS Tras (By ++ As) — rye (@y-- +A gs) 

= bid + rys(@Bd---Aus)-- +rys(@By---As)]- 
; Sei in der That #;, der Coefficient von ¢;, in der Pfaffiane (aBy---Au), 
dann hat man: 






d+ (aBy -++ Ap) = S’ 5. dt, 
dt — kat? 














ao ; dt;, 
mithin, wenn man aus (17) den Werth von —,* 


dt 
ee Y pis 
a (wBy -- hw) = —_— : Dirvistes t; k a —— 1 2 **0). 
dt ( ? ? 


t,k,8 


einsetzt: 


Der Coefficient von 7;, ist: > ts, also diejenige Pfaffiane, 
welche aus der urspriinglichen entsteht, indem man den Buchstaben i 
durch s ersetzt (bis auf's Vorzeichen). Zieht man jetzt den Buchstaben 
s ans Ende des symbolischen Ausdrucks fiir die Pfaffiane und beachtet 
die bei den Vertauschungen der Buchstaben eintretenden Zeichen- 
wechsel, so findet man sofort die angegebenen Systeme. Jedes dersel- 


ben enthilt: (7) Gleichungen und liefert ein Integral, denn multiplicirt 


—-~ it. poe Deed 
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man. in (19) mit (w#By---Aw) und summirt nach den Buchstaben a, 
B,y-++4,u, so findet sich: 
5 SS 
om Seat a 20850 
a@,f8,7.- ~% le 


denn alle Glieder unter den eckigen Klammern heben sich fort; man 
kann jetzt integriren und findet: 


const, = a (aBy-+- Aw)’. 
- @, By. .A, Me 
Hier sind nun aber die rechtcu Seiten gerade die Coefficienten der 
Potenzen von A in der Determinante A, daher ist der ausgesprochene 
Satz erwiesen. Fiir » = 3, 4 ist nur ein System vorhanden, dagegen 
fiir » = 5 ausser dem urspriinglichen noch das folgende: 


d (2345) 





oa “dt + Voy (3451) aged (2451) + Vay (2351) 

— r,, (2341) 

Q = 10349) by, (3452) — typ (1452) + ryp (1352) 

— Psp (1342) 

(21) Qe SUED) 4 yy (2453) — yg (1453) + 145 (1253) 
— r,s (1243) 

Oa qe + yy (2354) — ry, (13854) + 754 (1254) 

— r,, (1234) 

o— one + rj, (2345) — r,, (1345) + 75; (1245) 

i — ry; (1235). 


Diesem System aber geniigt man, wenn man setzt: 
(2345) = (1345) = (1245) = (1235) = (1234) = 0. 
Durch diese Gleichungen sind wir also zu einer particuliren Lésung 
gelangt. Die vorhergehende Analyse zeigt, dass eine derartige Lésung 
fiir jedes ungerade » stattfindet, denn im Allgemeinen liefert zwar 
jedes derivirte System nur ein Integral, wenn aber » ungerade ist; so 
geniigt man dem letzten, welches m Gleichungen enthilt, dadurch, dass 
man alle » Gréssen: 
(234+-m), (134--m) +--+ (123--n—1) 

gleich Null setzt. 

Integriren wir nunmehr auch das System (16) und bezeichnen die 


n-n—1 ° . ™ P ‘ 
——— Integrationsconstanten mit 0;,, so ergiebt sich: 


(22) 0% = ah Cix,rs = — Ox: « 
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Lehrsatz. Lautet die Entwickelung der Determinante A in (17°): 
(23) a* a7, + a°*A, + -::-, 


wo also die A; diejenigen Functionen der ¢;, bedeuten, welche zufolge 
der gegebenen Entwickelungen Constanten gleich werden, so finden 
zwischen diesen und den 0;, Beziehungen statt in der Weise, dass: 


(24) 0; = A; ? 
wobei 0; die Coefficienten der Potenzen von 4 in der Determinante: 


A 91 915 eels din 


85, A 95. _ & 0: n 
83, 05. A +--+ Os, ) = A+ eae + 4,2" ' 4.... 
ee ee | 

bedeuten. 


Beweis. Die Bestimmungsart der 2 und der y war bisher ganz 
willkiihrlich, wir kénnen sie aber offenbar so wihlen, dass fiir ¢ = 0 
die x den y gleich werden. Dann verschwinden in (3) fiir ¢ = 0 alle 
Cx, nur die ¢;; werden gleich Eins. Hieraus erkennt man, dass in 
(22) fiir ¢ = 0 ebenfalls alle Coefficienten C;;,,, verschwinden mit 
Ausnahme der C;;,;;, welche gleich Eins werden. Daher ist: 


ix = (tix) 0+ 


Weil nun vermiége der gefundenen Integrale zwischen den ¢,, die 
im Lehrsatze angegebenen Relationen bestehen, so auch zwischen den 
Oi. q. e. d, 


V. Es mége noch bewiesen werden, dass im Falle » = 4 eine 
einzige Beziehung zwischen den Constanten 7, hinreicht, um ein 
weiteres Integral zu finden. Das Problem kann dann bekanntlich auf 
Quadraturen zuriickgefiihrt werden, weil die dazu erforderliche Anzahl 
von Integralen vorhanden wire. Wir gehen von der kanonischen 
Form (1) der Differentialgleichungen aus und fragen, unter welchen 
Bedingungen lassen dieselben Integrale von der Form: 

5 it aa 2 oe ae Ee 9 
(25) const, = a4) 7'j4742? + Ay3 Day” + + + + + O34 T5474 
zu, wo die a;, zu bestimmende Constanten bedeuten. Setzt man zur 
Abkiirzung: 
f Qy = 13% 24%34 5 Se = Nig 744 
(26) 


\ Qs = Tyo% 14% 5 2g = 112% 13% 23 » 


dann kann man die Differentialgleichungen (1) so schreiben: 












{ 28) 
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d 
— Dr. 7 = (Tis — Tr) 2) + (Tu — Tn) 23, 
r d 
(27) — 23 r\3 St = — (Ty, — Tr) Q) + (Ti, — Ly) Q ; 
. 2 
i 
7 d "3 7 7 rn 
— D3y 34 a = (Ts — Ty) 2 + (Pos — Ty) Q - 





Differentiirt man jetzt die Gleichung (25) und eliminirt die Gréssen 


a mit Hiilfe von (27), so hat man die Coefficienten von Q, - - - Q, 
gleich Null zu setzen, also finden sich fiir die a;, die Bedingungs- 
gleichungen: 
p : + os + 0 + (Lo4—T34) @23— (Tog —Ty4) A104 
+ (L'q3— Tq4) 434 
+ (P34 —T34)@43— (T13 Ty) + 0 + 0 
} +(Z3—T 4) 454 
: 0= T—Ty4)@4.+ 0 —(T, Ty4)444+ 0 + (Ty2—Ty4) Qo 
Sp 0 
jo—(1 D3 —T 93), — (Ly 2 LP 23)A43 + 0 + (2 _—T3)@o3-+ 0 
| om 


Diesem System geniigt man, indem man setzt: 
a,=A+ UT, 


welches auf bekannte Integrale zuriickfiihrt, aber wenn alle aus je 4 
Colonnen des Systems (28) gebildeten Determinanten verschwinden, 
so reduciren sich diese 4 Gleichungen auf nur drei von einander un- 
abhingige, weshalb sich ein weiteres Integral ergeben miisste. Aber 
jene Determinanten zeigen alle eine der folgenden beiden Formen: 


| 0) Tyy—T 3, Ts,— Tis 
T\,—T2, 0 Ty,— T, 
T;3— Ty; Ty; ae T'\ 0 





| 0 0 T,,—T, Ts, —T 2, 
D\4— T, T,,—T3 0 0 is 
| 0 Py45—T 2 0 Dy2— Tq | 


| T,,—T, 0 P'2>—T; 0 | 





Hier ist die erste Determinante in der zweiten als Factor enthal- 
ten und alle andern zu bildenden Determinanten enthalten denselben 
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Ueber gewisse Differentialgleichungen. 









Factor*). Verschwindet dieser, so reduciren sich die vier Gleichungen 
(28) auf nur drei, so dass sich ein weiteres Integral ergiebt. 


Zum Schluss muss noch erwihnt werden, dass das von Kirch- 
hoff (a. a. O.) und von Clebsch**) behandelte Problem der Be- 
wegung eines starren Korpers in einer F'liissigkeit in dem hier behan- 
delten als specieller Fall enthalten ist, dessen Eigenthiimlichkeit geo- 
metrisch leicht zu charakterisiren wire. Die Rechnung des Letzteren 
kiirzt sich ausserordentlich ab, wenn man dort von vornherein die 
Differentialgleichungen in der kanonischen Form annimmt und die 
Gréssen Q, --- Q, einfiihrt. 


eo 


Tiibingen, im October 1873. 


*) Hesse: Zur Involution, Borchardt’s Journ. Bd 63 
**) Math. Ann. Bd. III. 
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Notiz tiber die Flachen constanten Potentiales. 


Von L. Weser aus Rostock, 


Mitglied des Mathematischen Seminars zu Leipzig. 


Wenn eine isolirt aufgestellte Metallkugel gegeben ist, in deren 
Nihe sich ein elektrischer ,Massenpunkt befindet, so ist bekanntlich 
nach Kintritt des Gleichgewichtszustandes das Gesammtpotential des 
Systemes im Innern der Kugel constant und die Kugeloberfliche selbs 
stellt eine Niveaufliiche dar. Es scheint nun mit Beriicksichtigung des 
Satzes, dass zwei Niveauflichen sich nicht schneiden kénnen, die Ver- 
muthung nahe zu liegen, dass eine der gegebenen Kugeloberflic™. 
endlich nahe gelegene andere Niveaufliiche wiederum anniherna 
Gestalt einer Kugel habe und sich der ersteren in unendlich klemer 
Entfernung iiberall anschmiege. Aus einer solchen Annahme wiirde 
nun aber folgen, dass der Differentialquotient des Potentiales nach 
der iusseren Normale der Kugel iiberall mit demselben positiven oder 
negativen Vorzeichen behaftet sein miisste; und, da dieser Differential- 
quotient im betrachteten Falle identisch ist mit der Dichtigkeit der 
auf der Kugel vertheilten Elektricitiit, so miisste auch die Dichtigkeit 
iiberall dasselbe Vorzeichen haben, was jedenfalls mit Theorie und Er- 
fahrung im Widerspruch steht. 

Zur Beseitigung dieses scheinbaren Widerspruches geniigt folgende 
einfache Betrachtung, welche iiber den wirklichen Verlauf der Niveau- 
flichen Aufschluss giebt. 

Setzt man die Masse des inducirenden Punktes P gleich Eins, so 


ist das Potential desselben U = < Bezeichnet man ferner das Po- 


tential der inducirten Kugel mit V, so muss nach Eintritt des Gleich- 
gewichtszustandes V den Bedingungen geniigen, dass 

I. fiir tiussere Punkte AV =O, 

II. fiir Punkte der Kugeloberfliiche V+ U = Const., 


Ili. fiir unendlich entfernte Punkte v=™ 


nung vom Centrum der Kugel und m die der Kugel zuertheilte elek- 
trische Ladung bedeutet. 

Bezeichnet C das Centrum der Kugel und Q den sogenannten 
Spiegelpunkt von P, so kann V dargestellt werden als das Potential 
3* 


ist, wo 6 die Entfer- 




























46 L. Weser. 





zweier in C und Q befindlicher Massenpunkte. Setzt man niimlich, 


(! 
was die Seiten des recktwinkeligen Dreiecks CPT betrifft: 
E 
(1) CT=a, CP=“*, PT=b, 
und bezeichnet man ferner die Abstiinde eines beliebigen fiussern Punk- : 
tes X von C, Y, P respective mit 6, o, 7, so findet man fiir das Po- \ 
tential V im Punkte X den Werth: F 
(2) a m+k Be k r ( 
2 - - ; 





Dass dieser Werth den Bedingungen I. und III. geniigt, iibersieht man 
sofort. Der Bedingung II. wird aber ebenfalls entsprochen; denn nach 
einem bekannten geometrischen Satze ist, fiir jeden Punkt der Kugel- 


- - 
bedi sein hai iw ash 


- r CP r 1 aii ae 1 
fliche: — — —;,, also nach (1): =. , mithin =-—, und folg- 
e CT /* @ k 0 r 
: > m+k 1 nan 7 — m+ ik 
lich V = ms -—-, mthn V+ U= . 5; W. ZZ. W. 
ae 
Fig. 1. 
x 
at % 
, ; 
jo 7 
| g 
ft é 
C2 | ? +. >pP P 
a / 3} 3 
J 3 
Bezeichnet man nun das Gesammtpotential mit Q, setzt man also: 
, r m-+k k 1 
: Q=_V+U0= — 
3) + bE ESS, 
so handelt es sich um die Untersuchung der durch Q = Const. darge- 
stellten Niveaufliichen. 
Fiir unsere Zwecke wird es indessen ausreichend sein, einen spe- } 
. ‘ - bd o . . . 6 
ciellen Fall niiher ins Auge zu fassen, niimlich denjenigen, welcher ent- } 
steht, sobald die der Kugel zuertheilte elektrische Ladung m den ; 
Werth hat: ; 
, a wt 
(4) m=; —k, 


wo a, b, k die in (1) angegebenen Bedeutungen haben sollen. In 
diesem Falle geht die Formel (3) iiber in: 


ab DPR EE ae 














Cees! 
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Jeber die Fiichen constanten Potentiales. 





ae a k 1 
) Q= be —@ as 


Betrachtet man nun unter den Niveauflichen Q = Const. diejenige, 


fiir welche die Const, = b? d. i. die Fliche 
De a k 1 1 
(6) Ft +t=5, 


so zeigt sich, dass dieselbe aus zwei Kugelfliichen besteht, niimlich aus 
der gegebenen um C mit a beschriebenen, und aus einer neuen um P 
mit b beschriebenen. 

Denn einerseits geniigen der Gleichung (6) alle Punkte der ge- 
gebenen Kugelfliiche, weil fiir diese Punkte 6 =a, und (wie schon 
mes r 1 . 
friiher bemerkt wurde) =F ist. 

ds ? 

Andererseits aber geniigen der Gleichung (6) auch alle Punkte der 
um P mit dem Radius } beschriebenen neuen Kugelfliiche. Denn fiir 
alle Punkte dieser neuen Kugelfliiche ist rb, und ferner (nach emem 


: , , 6 PC F 
schon vorhin benutzten geometrischen Satz): — = pp, d. i. nach (1): 
@ 
6 Mts a 
nai kb 
Fig. 2 
\ 
(' P. | 
Ps / 
s . ~ 1 

Die betrachtete Niveaufliche Q = besteht also aus Punkten 
b ’ 


welche theils der um C mit dem Radius a, theils der um P mit dem 
Radius b beschriebenen Kugelfliiche angehéren. Geht man also iiber 


rs . 1 1 ° 
zu den benachbarten Niveaufliichen Q = ; +8 und Q = 5 — & Gn 


dem man unter ¢ eine unendlich kleine Constante versteht), so wird 
man fiir diese zwei in vorstehender Zeichnung (lig. 2.) dargestellte 
Flichen erhalten, welche den genannten beiden Kugelflichen unend- 
lich nahe sich anschliessen. 

Aehnlich wie in dem hier betrachteten speciellen Falle wird es sich 
offenbar auch in vielen anderen Fiillen verhalten. Wir gelangen durch 
diese Betrachtungen zu folgendem Ergebniss: 
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Ueber die Flichen constanten Potentiales. 





Ist eine isolirte und mit Elektricitét geladene Metallkugel der In- 
duction eines elektrischen Massenpunktes P unterworfen, und entsteht in 
Folge dieser Induction auf der Kugelfliiche eine Trennung der beider- 
lei Elektricitiiten (der Art, dass ein Theil der Fliche positiv, der an- 
dere negativ sich ladet), so werden die nach Eintritt des Gleichgewichtes 
vorhandenen Niveauflichen den Punkt P schalenfirmig umschliessen. Die 
erste von diesen F lichen ist eine um P mit unendlich kleinem Radius be- 
schriebene Kugel. Die folgenden sind nicht mehr kugelfirmig, doch wird 
jede die vorhergehende schalenformig umschliessen. Endlich wird die letzte 
wieder eine Kugel sein, die um P mit unendlich grossem Radius beschrieben 
ist. Die gegebene Metallkugel ist (wie etwa ein Stein zwischen zwei Erd- 
schichten) eingebettet zwischen zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Ni- 
veaufliichen F’, F'”; und demgemiiss zerfallt die Oberfliche K der Metall- 
kugel in zwei Stiicke K’, K”, von denen das eine einen Theil von F’, das 
andere einen Theil von FE” bildet. 
Man kann daher setzen: 

F=K'+L*, 

F" = K" + LC”. 


In dem von uns untersuchten Falle, wo die Ladung der Metall- 
kugel den speciellen Werth (4) besitzt, sind die Flichenstiicke L’, L” 
ebenfalls kugelférmig, niimlich (vgl. Fig. 2) Theile von zwei einander 
sehr nahe liegenden concentrischen Kugelfliichen, deren Mittelpunkt in 
P sich befindet. 

Unzulissig ist es also — und hierin liegt der Grund des zu An- 
fang erwiihnten Widerspruchs —, die Oberfliiche der gegebenen Me- 
tallkugel schlechtweg als eine Niveaufliiche zu bezeichnen. Denn jene 
Oberfliiche zerfillt in zwei Stiicke, die verschiedenen Niveauflichen zu- 
gehoren. 


Leipzig, Ostern 1874. 
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Neuer Beweis des Abel’schen Theorems. 


Von H. Weser in Ziirich. 


Der Beweis, den Riemann von dem Abel’schen Theorem giebt, 
lisst zwar an Biindigkeit nichts zu wiinschen iibrig, gleichwohl scheint 
mir der folgende kaum minder einfache Beweis desselben einer kurzen 
Mittheilung werth, theils weil er den Vorzug hat, in allen Fillen das 
Theorem in vollstiindig entwickelter Form zu geben, theils weil er ge- 
eignet ist, einen Zusammenhang aufzudecken, welcher zwischen dem 
Abel’schen Theorem und einer Reihe von anderen bisher getrennt 
erscheinenden Siitzen besteht. 

Die Variablen s und ¢ sollen durch eine irreductible algebraische 
Gleichung mit einander verbunden sein, so dass die Verzweigungsart 
von s dargestcllt ist durch eine 2p+-1-fach zusammenhiingende Rie- 
mann’sche Fliiche 7’, welche durch ein normales Querschnittsystem 
ax, b, (Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen Nr. 19) in eine 
einfach zusammenhingende Fliiche 7” verwandelt werde. 

Es sei nun 6 eine (wie 7’ verzweigte) rationale Function von s 
und z, welche in den Punkten 

ir Go» hl Cin 
unendlich klein, in den Punkten 

oY &, a Em 
unendlich gross in der ersten Ordnung wird. 

Um loge eindeutig zu bestimmen, ziehe man von §&,’ nach §,, 
von €, nach §--, von €,, nach €,, einander nicht schneidende Linien 
1,,l,, ++, dureh das Innere von 7”, wodurch, wenn man beide Ufer der 
Linien 7 als zur Begrenzung gehérig betrachtet, aus 7” eine neue 
Fliche 7” entsteht. 

Nennen wir diejenige Seite einer Linie die positive, welche bei 
ihrer Entstehung zur Linken liegt, so ist logo auf der positiven Seite 
einer Linie / um 2 27 grésser als auf der negativen. Ferner wird logo 
auf der positiven Seite der Querschnitte a,, b, um 2mai, resp. 277% 
groser sein als auf der. negativen, wenn m,, m% ganze Zahlen sind, tiber 
die sich im Allgemeinen nichts bestimmen lisst. 
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, dw . es ° . , 
Es sei ferner 5— eine beliebige andere rationale Function von s 


und z, deren Unstetigkeiten folgendermassen festgesetzt sein sollen: Fiir 

die Umgebung eines Punktes ¢, um welchen die Fliche 7 sich g-mal 

windet (fiir einen gewdhnlichen Punkt ist 9 = 1, fiir einen einfachen 

Verzweigungspunkt @ = 2 etc.), in welehem zg den Werth z, hat, ent- 
1 


. da ° , 
wickle man 7— nach steigenden Potenzen von (2 — 2,)@, und diese 


Entwickelung habe die Form: 


a uM+l aM-+2 


d , : 
ri = Cu (2 7 Ze) g + Cu+l (2 . Ze) e + Cu +2 (s— 2s) eg ++ oF Re 


Es kommen hierbei nur solche Punkte «¢ in Betracht, fiir welche 
uw negativ ist. In der Umgebung eines unendlich fernen Punktes y, 





um den die Fiche 7' sich ebenfalls @-mal windet, sei = nach fallen- 


den Potenzen von zy entwickelt wie folgt: 


S 


da VY Yv+1 


Yrv+e2 
a me “eas TS “eae es 
so dass man hat: 


* = ((s— z.) ; “°) 


n—wyi(a¢e—2ye) 


i "(ee ) 
.__ oe 
1 n—v? 
(n—»)! (ace e)) £,8= 0,8), 
Endlich seien an den Querschnitten a,, a, -- dp); b,, b., «+ bp die Pe- 
riodicitiitsmoduln des Integrals a: 
A,,A,,-- 4p; B,, B,,-- By. 

Es werde nun jeder der Punkte « durch eine Kreislinie k., welche 
im Innern von 7”, sich @ mal windend, verliiuft und keinen andern 
dieser Punkte einschliesst, aus der Fliiche 7” herausgeschnitten, und 
ebenso werde jeder der unendlich fernen Punkte y durch einen im 
Innern von 7” verlaufenden, alle Punkte « einschliessenden Kreis k,/, 
der etwa seinen Mittelpunkt im Punkt z—0O haben mag, von der 
Fliche 7” abgesondert. In der so entstandenen Fliche 7” ist die 
Function 


7a = 








da 


dz 
durchweg eindeutig und stetig und daher hat das iiber die ganze Be- 
grenzung dieser Fliche in positiver Richtung erstreckte Integral 


log 6 - 
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Neuer Beweis des Abel’schen ‘Theorems. 


| log 6 - do 


den Werth Null. Dieses Integral aber zerfillt in drei Theile: 
1. iiber beide Ufer simmtlicher Linien /, 
2. iiber beide Ufer des Querschnittsystems, 
3. tiber die Kreislinien k., k,. 
Der erste Theil hat den Werth: 


i=m by 

‘ . ™, 

(1) 2 x1 y" Jao, 
‘=1 & 





t 


der zweite Theil: 
(2) 2 xi a m,B, — 27% Po Ne Ax, 
der dritte Theil endlich: 


(3) > J log oda + >) frog oda. 
~ ®& q E, 


Um diese letzteren Integrale zu bestimmen, entwickeln wir log 6 
1 


in der Niihe des Punktes ¢ nach steigenden Potenzen von (2 — Z)¢ 


und in der Nahe des Punktes 4, d. h, jenseits des Kreises k,, nach 
1 
fallenden Potenzen von z¢, was immer moglich ist, wenn, wie voraus- 


gesetzt werden muss, die Punkte €, §’ siimmtlich von den Punkten «, 7 
verschieden sind. 
Es sei demnach: 





1 2 
3 - Innerhalb &,: log 6 = C, + C, (¢—a)¢ + C, (e—2)¢--- 
r r 
3 Ausserhalb k,: logo =f, +-—' +-3+::-, 
a8 
. so dass : 
: C 1 [ a” log 6 | 
; ® n! ai lyn | 
. (a(z—2,)e) | %,8=2£,,8 ? 
3 
: " 7 
e —_— 1 d loge _ 
eee i rae 
i Lert) « damaveih 
é | dz § £,8=@,8,, 
woraus man sofort erhiilt: 
' . 
—J log 6 da = 2 wig (Cye_p + Cye—p-1 + ++ C_p—pty) 
: ’ 
a 


} log 6da = 219 (Foy, + Pyye1 +--+ Vo-+ y)- 
Ps 
n 


4* 














9 
va 


H. Weser. 


Das erste dieser Integrale verschwindet also, 
das zweite, wenn v > @ ist. 





sobald — u < @, 


Hieraus ergiebt sich nun fiir das Abel’sche Theorem folgende 
ganz allgemeine Darstellung: 


(I.) D fi = > ns Ae — >) m. By 


- x” 


.Y 
+ P Q (Cyc_o+ C,c_,y 1 + — C. u—e Cu) 


- 
+ > olor +E Yo-1 + Py )- 


Die ganzen Zahlen m,,, sind, wie schon erwihnt, im Allgemei- 
nen nicht zu bestimmen. 

Wir kénnen zu ihrer Bestimmung nur Folgendes beibringen. 

Bedeutet 6, eine Function von derselben Beschaffenheit wie 6 
a und b irgend zwei Constanten, und setzen wir: 


? 


o,—a 
hina z —b? 

so werden sich die Punkte €, ¢’ stetig veriindern, wenn wir die Con- 
stanten a und 6 stetig veriindern. Nehmen wir a= b an, so fallen 
die Punkte € mit den entsprechenden Punkten ¢' zusammen, und die 
Constanten m,, , erhalten die Werthe 0, wenn wir die Integrations- 
wege von €; nach €; auf 0 reduciren. Lassen wir nun a sich stetig 
findern, so werden auch die Punkte €; stetig fortriicken, und die Zah- 
len m,,”, werden so lange = 0 bleiben, bis einer der Punkte € ge- 
zwungen ist, einen Querschnitt zu iiberschreiten, vorausgesetzt, dass 
wir fiir die Integrationswege diejenigen Linien wihlen, auf denen die 
Punkte € bei der stetigen Aenderung von a fortschreiten. 

Es sind daher im Allgemeinen die ganzen Zahlen n,, m, abhingig 
von der Natur der Function 6 und von der Lage der Querschnitte, 
aber vollig unabhiingig von der Function w, so dass sie fiir alle diese 
Functionen die nimlichen Werthe haben. Behilt man sich vor, iiber 
die Integrationswege zwischen €; und §; ohne Riicksicht auf die Quer- 
schnitte zu verfiigen, so kann man durch dies Mittel den Zahlen m,, n, 
beliebige Werthe ertheilen. 

Ausser den Zahlen m,, , kommen in der Formel (I.), wenn die 
C_», Ye nicht alle verschwinden, noch andere unbestimmte ganze Zah- 
len vor, da die Gréssen C,, [, als Logarithmen nur bis auf Vielfache 
von 2zi bestimmt sind. Ueber diese Zahlen gilt Aehnliches wie 
liber m,, x. 
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Ich erwihne schliesslich noch, dass unsere Methode ohne wesent- 
liche Aenderung auch dann noch anwendbar bleibt, wenn 6 nicht eine 
rationale Function von s und z, sondern eine Function bedeutet, welche 
beim Ueberschreiten der Querschnitte constante Factoren annimmt. 
Sind diese Factoren Wurzeln der Einheit, so ist 6 die Wurzel aus 
einer rationalen Function von s und z, und in der Formel (I.) treten 
an Stelle der ganzen Zahlen m,n, gewisse rationale Briiche. Sind 
die erwihnten Factoren andere, so ist immer log 6 ein algebraisches 
Integral und an Stelle von 2m,ai, 2n,2i treten die Periodicitiits- 
moduln desselben. Man erhilt dann aus (I.) ein System von For- 
meln, von denen der Satz von der Vertauschung des Arguments und 
Parameters bei den Integralen dritter Gattung das bekannteste Bei- 
spiel ist. 


Ziirich, im Juni 1874. 











Zur Theorie der windschiefen Flachen. 


Von A. Voss in Géttingen. 


Seit dem Erscheinen von Pliicker’s ,Neuer Geometrie des Rau- 
mes“ ist bekanntlich neben die bisher ausgebildeten analytisch geome- 
trischen Untersuchungen, deren Schwerpunkt in der Dualitiit zwischen 
Punkt und Ebene liegt, eine neue Disciplin getreten, die Liniengeometrie. 
So interessant und reichhaltig diejenigen Untersuchungen sind, welche 
sich rein mit der Theorie der Liniencomplexe und Liniencongruenzen 
beschiftigen, so wird man doch immer geneigt sein, denjenigen Be- 
trachtungen einen besonderen Werth beizumessen, durch welche auf 
Fragen, die wir im Sinne der gewohnlichen geometrischen Anschauungs- 
weise aufwerfen, vermége der Liniengeometrie ein neues Licht gewor- 
fen wird. Gerade nach dieser Richtung hin scheint sich fiir dieselbe 
noch ein weites Feld zu erdffnen*). Die volle Fruchtbarkeit der linien- 
geometrischen Untersuchungen wird aber erst dann hervortreten, wenn 
man gelernt hat dieselben ganz gleichmiissig im Zusammenhang mit 
der Punkt- und Ebenengeometrie zu verwerthen. — In den bisherigen 
Bestrebungen aber, welche sich auf diese dreitheilige Ausbildung der 
geometrischen Speculation bezichen, in der Punkt, Ebene und Gerade 
vollig gleichwerthige Gebilde darstellen, haben sich erst zu wenig die 
analytischen Schwierigkeiten iiberwinden lassen, welche bei der gleich- 
zeitigen Anwendung von Punkt-, Ebenen- und Liniencoordinaten auf- 
treten. Es erscheint daher zweckmiissig, die Liniengeometrie zuniichst 
als eine besondere Disciplin zu behandeln, und, von der ihr eigenthiim- 
lichen Auffassungsweise ausgehend, zur Punkt- und Ebenengeometrie 
hiniiberzuleiten. Erst von in diesem Sinne angestellten liniengeome- 
trischen Untersuchungen diirfte jener weitere Fortschritt der modernen 
Geometrie, den wir bezeichneten, abhiingen. 


*) Wir erinnern hier insbesondere an die Untersuchungen von Herrn Klein 
iiber die Kummer'’sche Fliiche, ferner an die Arbeit des Herrn Sturm ,,das 
Probiem der riiumlichen Projectivitit (diese Annalen Bd. VI, 8. 543), sowie die 
neuerdings erschienene des Herrn Lindemann ,,Projectivische Behandlung der 
Mechanik starrer Kérper‘‘ (diese Annalen Bd. VII, S. 56). 
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Es ist daher zuniichst Zweck der vorliegenden Arbeit, zu zeigen, 
wie sich die geometrischen Untersuchungen, die sich auf Fragen der 
gewohnlichen projectivischen Auffassung beziehen, vom rein linien- 
geometrischen Standpunkte aus gestalten. In dieser Absicht habe ich 
in dem ersten Paragraphen die hauptsiachlichsten Gesichtspunkte, so- 
wie einzelne Beispiele fiir die rein liniengeometrische Methode in der 
Kiirze erliutert. Sodan» gehe ich dazu iiber, die genannte Methode 
auf die Theorie derjenigen windschiefen F lichen anzuwenden, welche 
vollstiindiger Schnitt dreier allgemeiner Complexe von den Graden m, 
n, p sind. Diese Flichen sind bereits von Herrn Liiroth*) nach 
einigen wesentlichen Richtungen hin behandelt worden, doch bietet die 
hier zu Grunde gelegte Auffassung wesentlich verschiedene, zum Theil 
fiir die Theorie der windschiefen Flichen iiberhaupt, wie ich glaube, 
neue Gesichtspunkte. Dahin rechne ich insbesondere die Betrachtung 
der vierpunktigen Tangenten der Linienflichen, die bisher nicht in den 
Kreis der Untersuchungen gezogen ist. Ein besonderes Gewicht ist 
dabei iiberall auf die vollstandige algebraische Behandlung der Pro- 
bleme gelegt worden. — Daran kniipfe ich eine Betrachtung der wind- 
schiefen Flichen vom Geschlechte Null, deren Erzeugende sich also als 
rationale Functionen eines Parameters auffassen lassen, welche schliess- 
lich zur Untersuchung solcher Flichen vom zweiten, dritten und vier- 
ten Grade verwerthet wird. 

In einer demniichstigen Arbeit werde ich die liniengeometrischen 
Methoden auf die Untersuchung der Complexe, ihrer Singularititen, 
sowie die der singuliiren Elemente von Congruenzen und ihren Brenn- 
flichen anwenden. Eine kurze Mittheilung einiger Resultate derselben 
wurde bereits in den Gittinger Nachrichten gegeben*). — 


I. 
Allgemeines. Methode der liniengeometrischen Untersuchung. 


Im Anschluss an die Arbeiten von Herrn Klein***) bediene ich 
mich zur analytischen Repriisentation der Geraden der von demselben 
eingefiihrten Liniencoordinaten. Es sind dies lineare Combinationen 
Ly LyX, 2,22, der sechs homogenen Pliicker-Cayley’schen Coordinaten 


*) Liiroth, Zur Theorie der windschiefen Flichen, Crelle’s Journ. Bd, 67, 
8. 130. 
**) Gétt. Nachr. 1873, Juni, Juli, S. 544, 611. 

*#t) Es sei hier namentlich auf die folgenden Aufsiitze desselben hingewiesen, 
auf die im Folgenden hiiufig Bezug genommen werden wird: Zur Theorie der 
Liniencomplexe ersten und zweiten Grades (Math. Ann. Bd. II, 8. 198), Allgemeine 
lineare Transformation der Liniencoordinaten (daselbst p. 366), Ueber gewisse in 
der Liniengeometrie auftretende Differentialgleichungen (Math. Ann. Bd. V, 8. 287). 






























A. Voss. 
Pr2P34 F PisPa2 + Pry P23 = O 
4? + 2? + 2,7 + 27+ 2,7? + 2? = 0, 


oder, wie zur Abkiirzung geschrieben werden soll, 
(2?) == 0 
iibergeht. Die Voraussetzung derselben in dieser kanonischen Form ist 
iibrigens fiir das Folgende durchaus unwesentlich. Es wiirde nur einer 
einfachen Modification der im Folgenden entwickelten Ausdriicke be- 
diirfen, wenn jene Identitéit in Gestalt einer allgemeinen quadratischen 
Form 
> Cp. Xj; XL, = O 
angenommen wird. Die Determinante der Form (x?) ist 1, dieselbe 
ist im Folgenden hiiufig durch Q bezeichnet, um anzudeuten, dass bei 
Anwendung der allgemeinen Form 2 ¢;,2;a, an Stelle von Q einfach 
deren Determinante 
ZH (44 22 C33 Cy4 Css Ge) 
einzufiihren ist. 

Unter Zugrundelegung der Coordinaten x ist es durchaus unzweck- 
missig, zu den Punkt- oder Ebenencoordinaten der Raumgeometrie, 
aus denen die « gebildet sind, wirklich zuriickzugehen, wie man dies 
bei Anwendung der Coordinaten p;, = %;y, — 2, y; oft gethan hat. Es 
erwichst damit die Forderung einer eigenen Liniengeometrie, als deren 
ausschliesslich in die analytisch-geometrischen Untersuchungen direct ein- 
tretendes Gebilde (Raumelement) die Gerade zu betrachten ist. Bei die- 
ser Auffassung, die auch Herrn Klein’s Arbeiten iiber Liniengeometrie 
zu Grunde liegt*), wird die Gerade vorgestellt durch einen speciellen 
Complex ersten Grades, ‘eine Fliiche ist der Inbegriff ihrer Tangenten, 
eine Curve der ihrer simmtlichen ‘T'reffgeraden. Curven und Fliichen 
werden durch eine Gleichung in Liniencoordinaten, d. h. durch Com- 
plexe vorgestellt, weil sie immer durch dreifach unendlich viele Linien 
erzeugt werden. Diese Gleichung muss aber im ersten Falle so be- 
schaffen sein, dass jede von den in einer Ebene liegenden Geraden ge- 
bildete Complexcurve in so viel ebene Strahlbiischel zerfallt, als der 
Grad der darzustellenden Curve betrigt (der Complex die fragliche 
Curve zur Ausnahmecurve hat), wihrend im zweiten Falle das Be- 
stehen einer partiellen Differentialgleichung fiir alle Complexlinien er- 
forderlich ist**). Der Punkt erscheint als Inbegriff aller Geraden, die 
durch ihn gehen (Strahlenbiindel), die Ebene als Gesammtheit der- 
jenigen Geraden, die in ihr liegen (Strahlennetz). Beide Gebilde ent- 
halten nur zweifach unendlich viele Gerade, erfordern also in ihrer 


*) Vgl. besonders Bd. V dieser Annalen. 
**) Klein, Math. Ann. V, 287. 





Hp te 


- PN REs, 


er. 









RMR AK, 


b 


ware. 


as? 








Zur Theorie der windschiefen Flichen. 


57 


Darstellung zwei Gleichungen in Liniencoordinaten. Analytisch kén- 
nen wir beide Gebilde gleichzeitig darstellen als Schnitt zweier spe- 
cieller linearer Complexe, deren Axen sich schneiden, d. h. durch eine 
zerfallende Congruenz. Es giebt aber unendlich viele specielle lineare 
Complexe, denen dieselbe zerfallende Congruenz angehért, ihre Axen 
bilden ein ebenes Strahlbiischel. Wir werden dadurch veranlasst, die 
Gesammtheit dieser Axen als Ausdruck fiir die zerfallende Congruenz 
anzusehen. — Mit dieser Auffassung kommt es nun vollig iiberein, 
wenn wir im Folgenden Punkt und Ebene gleichzeitig durch ein ebenes 
Strahlbiischel repriisentiren. In der That bestimmt dasselbe auf eine 
vollig dualistische Weise sowohl einen Punkt, das Centrum des Bii- 
schels, als eine Ebene, die Ebene desselben. Das ebene Strahlbiischel 
ist daher das Mittel, durch welches die liniengeometrischen Vorstel- 
lungen in Verbindung mit denen der Punkt- und Ebenengeometrie zu 
bringen sind, und spielt daher eine fundamentale Rolle in denselben*). 

Hine Gerade, deren Coordinaten 2%, %%,0,«,2, sind, werden wir 
im Folgenden symbolisch durch x bezeichnen. Zwei Gerade x, y schnei- 
den sich, wenn die Bedingung 


z= xy; = 0 
erfiillt ist, an deren Stelle wir abkiirzend 
(cy) =0 


schreiben. Ueberhaupt werden wir analog gebildete Ausdriicke wie 
» A,B; immer durch (AB) bezeichnen. Der Ausdruck 
“tay 
wird nur dann wieder eine Gerade vorstellen, wenn (« + Ay)? =0, 
d. h. (@y) = 0, dann aber gleich unendlich viele, deren Gesammtheit 
das ebene Strahlbiischel bildet, welches durch die sich schneidenden 
Geraden xy bestimmt ist. Punkt und Ebene desselben bezeichnen wir 
durch (wy). Das Doppelverhiltniss von vier Strahlen des Biischels (xy) 
a+ay, «tay, w©+Aasy, tay 

hat dann den Werth 

a. ee, 

L—. "= 
Drei Gerade xyz, fiir welche die Beziehungen 

(xy) = 90, (yz)=0, (#2) =0 

stattfinden, werden sich gegenseitig schneiden. Sie liegen dann ent- 


*) In den erwihnten Mittheilungen (Gétt. Nachr. a. a. O.) habe ich bereits 
gezeigt, wie die principielle Verwendung dieses Gebildes dazu dienen kann, die 
Singularititen der Brenn- und singuliren Flichen von Complexen (Riickkehr-, 
Doppel-, algebraische Haupttangenten-, vierpunktige Beriihrungscurven) nach Ord- 
nung und Classe zu bestimmen. 
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weder in einer Ebene oder gehen durch einen Punkt. Welches von 
beiden stattfinde, wiirde sich allerdings vermége des von Herrn Klein*) 
fiir den einen oder anderen Fall aufgestellten Determinanten - Kenn- 
zeichens entscheiden lassen. Es bietet aber gewisse Vortheile, beide 
Fille gleichzeitig zu betrachten. Jede Untersuchung, in welcher wir 
drei sich gegenseitig schneidende Gerade ohne weitere Nebenbedingung 
einfiihren, wird also einen dualistischen Charakter tragen, sich zum Theil 
auf drei Linien durch einen Punkt, zum Theil auf drei Linien in einer 
Ebene beziehen. Bei einem nicht in sich dualistischen Liniengebilde 
werden also Abzihlungen immer nur die Summe der Anzahlen der 
Fille liefern, die dem einen oder anderen Verhalten entsprechen. Ist 
aber das ganze Gebilde, auf welches sich die Untersuchung bezieht, ein 
in sich duales, so muss der eine Fall ebenso oft auftreten als der andere. 
Die Anwendung eines besonderen Kennzeichens wird dann iiberfliissig. 
Dieser Umstand gestattet die liniengeometrischen Untersuchungen oft 
iiberraschend einfach. Er findet insbesondere statt in den folgenden Unter- 
suchungen, insofern jedes vollstiindige Liniengebilde, welches durch allge- 
meine Complexe erzeugt wird, die geforderte Dualitit besitzen muss. 

Wir behandeln nach diesen allgemeinen Erérterungen zuniichst 
einige der einfachsten Aufgaben, welche sich in der Liniengeometrie 
darbieten, theils weil wir der Resultate derselben in der Folge 6fters 
bendthigt sein werden, theils um zu zeigen, wie sich auf rein linien- 
geometrischem Wege die Behandlung derselben gestaltet. 

1) Bestimmung des Doppelverhdltnisses zweier linearen 
Complexe. Zwei lineare Complexe geben zu einem Biischel linearer 
Complexe Veraniassung. Bezeichnet man durch a, b die Directricen 
desselben, so sind zwei beliebige Complexe desselben dargestellt durch 
(1) dz +Ab,=0, 

(2) ad, +ub,=—O0. 


Eine beliebige Ebene schneidet die Directricen in zwei Punkten 
A, B und entbilt zwei Centra c,c, von Strahlbiischeln, die den Com- 
plexen (1), (2) angehéren. Die vier Punkte A Bc, c, liegen in gerader 
Linie und haben ein unveriinderliches Doppelverhiltniss, welches nach 
Herrn Klein als Doppelverhiiltniss der beiden Complexe (1), (2) be- 
zeichnet wird. Um den Werth desselben zu bestimmen, legen wir zwei 
Gerade y, 2, welche beziiglich die Directricen a, b und sich unter 
einander schneiden, so dass 


(ay) =0, (b2)=0, (ey) =0. 
Ihre Ebene stellt die schneidende Ebene dar, yz bilden mit den bei- 
den Strahlen y + 0,2, y + 0.2, welche respective (1), (2) angehéren, 


**) Math. Ann. Bd. II, S. 200, 206. 
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vier Strahlen, deren Doppelverhiltniss . das gesuchte ist. Zur Be- 
2 


stimmung von ° hat man die beiden Gleichungen, welche ausdriicken, 
2 
dass y+ 0,2, y+ 9.¢ Strahlen der Complexe (1), (2) sind, namlich 


(ay) + A(by) + @ ((a2) + 42) = 0, 
(ay) + U(bY) + @ (a2) + (bz) =0, 
aus denen folgt: 
Dy pe 
@ 86 
Wir stellen dazu noch die folgende Betrachtung. Es seien 2,252, 
drei Gerade, welche die beiden Directricen schneiden. Jeder Complex 
des Biischels enthilt zwei Strahlen x, y, welche 2, 2,2, gleichzeitig 
schneiden, d. h. Erzeugende des durch 2,2,2, bestimmten Hyperboloi- 
des sind. Die vier Geraden abay bestimmen dann auf jeder der Ge- 
raden 2 harmonisch liegende Punkte. 
Wir beweisen dies folgendermassen. Der Complex des Biischels sei 
ad, +Abz,=0. 
Eine Gerade ¢ schneide 
a, b, %, 
so dass 
(ea) =0, (eb) —0, (€2,)=0, 
(3) (a) =0, (a)=0, (4a) =—0, 
(2,6)=0, (.b)=0, (4,6) =—0. 


Wir suchen nun die Strahlen a + ge des Biischels (ae), welche 
die z, in den Punkten treffen, in welchen sie selbst von einer Com- 
plexgeraden x geschnitten wird, welche 2,2,2z, gleichzeitig schneidet. 
Man hat dann: 

(vz;)=O0, (a2) =—0, (v2,)=0, 
az + Ab, =0, 
(ax) + o(ex)=0. 

Eliminirt man aus den 5 letzten Gleichungen und der Identitat 
(x?) =O die x, so erhilt man nach einer leichten Umformung mit 
Beriicksichtigung der Gleichungen (3), (4) die Determinante: 
| O (4) (4143) 0 e(e4) | 
| (2:4) O (4%) O e(é4) 
| (4143) (2%) 9 0 e(é43) | =0. 

| O 0 O 2Aa(ab) A(ab) | 
| @(€%;) O(€%) O(23) A(ab) 0 
Dieser Ausdruck ist von der Form 


a— po?=0O. 


(4) 
| 
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Wir erhalten daher zwei Strahlen mit den Parametern 


/ J 
a=+Va e=—VF 
welche mit aé harmonisch liegen. 

Da die Directricen ab conjugirte Polaren in Bezug auf den Com- 
plex a, + 4b, =O sind, so kann man den folgenden Satz aussprechen: 

Jede Erzeugende zweiter Art eines Hyperboloids, von welchem zwei 
Erzeugende erster Art conjugirte Polaren in Bezug auf einen linearen 
Complex sind, wird von den beiden Complexgeraden, welche selbst Er- 
zeugende erster Art des Hyperboloides sind, in zwei Punkten getroffen, 
welche harmonisch liegen zu ihren Schnittpunkten mit den beiden conju- 
girten Polaren. 

2) Betrachtung von vier windschiefen Linien abcd, Es 
giebt bekanntlich zwei Gerade, welche die vier gegebenen schneiden. 
Die Coordinaten derselben sind gegeben durch die Gleichungen 

(axz)=0, (br) =0, (cx) =0, (dz) =—0, 
(2?) = (0. 


Man erhilt das Product der Gleichungen der beiden speciellen linearen 
Complexe, welche die beiden Geraden x vertreten, wenn man densel- 
ben noch die Bedingung 
(2x) = 0 
hinzufiigt und daun die x eliminirt in Gestalt der Determinante: 
| O (ab) (ae) (ad) (az) 
(ab) O (be) (bd) (bz) 
(ac) (be) 0 (ed) (cz) =O. 
(ad) (bd) (de) O (dz) 
(az) (bz) (ez) (dz) O 
Die beiden Geraden x coincidiren, wenn der Kern dieser Determinante 
verschwindet, d, h. wenn 
QO (ab) (ac) (ad) 
* (ab) O (be) (bd) ; 
(9) : ,| =O 
(ac) (bc) O (ed) 
| (ad) (bd) (ed) 0 
Wir bestimmen jetzt das Doppelverhiltniss der vier Punkte, in 
denen die beiden Geraden « von abed geschnitten werden, auf fol- 
gende Weise. Es sei y eine Gerade, welche ad schneidet. Wir 
suchen dann die Strahlen 


y+Aja, y+A,a 
des Biischels (ya), welche respective b, c schneiden. Fiir dieselben ist 
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(yb) + 4,(ab) =0, 
(yc) + 4, (ac) =0. 
Das gesuchte Doppelverhiltniss ist daher: 

A, (yb) , (ab) | 


tes (ye) * (ae) 
Aus den Gleichungen 
(yz) =0, (az)=0, (bz) =0, (cx)=—0, (dz)=0, (a*)=0, 


(dy) =0, (ay)=0 
erhilt man aber 
0 O (yb) (ye) O | 
QO O (ab) (ac) (ad) 
(yb) (ba) O (be) (bd) | =0 
(yc) (ac) (be) O (ed) 
Q (ad) (bd) (ed) O 


und damit die beiden Werthe w ; 


hiltnissen auf den beiden Geraden x entsprechen. 


welche den fraglichen Doppelver- 





Fiir vier Gerade mit verschwindender Determinante (5) hat (3) 


einen sehr einfachen Werth. Es existiren dann vier Zahlen u,u,u,,, 
welche den Gleichungen: 


3 (ab) + us(ac) + wy(ad) =O, 
1 7 u, (ab) + uz (be) + wu, (bd) =0, 
_— 1, (ac) + wp(be) + u,(ed) =0, 

_\ wy (ad) + fe(bd) + us, (ed) = 0 


geniigen. Alsdann ist 
2 (yb) + wy (ye) = 0. 
Bestimmt man w, und pw,, so ergiebt sich 
4, __ (6d) (ac) — (ed) (ab) + (ad) (be) : 
4, —« (bd) (ac) — (ed) (ab) — (ad) (be) 
Das Quadrat dieses Ausdrucks hat aber, vermége der verschwindenden 
Determinante der Gleichungen (6), den Werth 





(ac) . (de) 
(ab) * (db)? 
so dass der absolute Werth des Doppelverhiltnisses 


Ay J (ac) ; (de) 
; Ae (ab) * (db) 
ist*), 


*) Es ist dies eine Verallgemeinerung eines Theorems, welches nach einer 
Bemerkung des Herrn Lindemann (diese Annalen Bd. VII, 8. 66, Anmerk.) fiir 
Gerade, die einem Hyperboloid angehéren, bereits von Herrn Stolz ausgespro- 
cher worden ist. 
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3) Gleichung des Complexes, dessen Gerade vier feste 
Ebenen, die ein Tetraeder mit den Kanten a,b,c,d bilden, in 
constantem Doppelverhdliniss 0 schneiden. Wir setzen a und d, 
b und ¢ als Paare gegeniiberliegender Kanten voraus, Es bestehen 
dann die Bedingungen: 
(a?) =0, (0) =0, (c) =0, (d’) =0, 
(ab)=0, (ac)\=0, (bd)\=0, (de)=0. 
Kine Gerade x des Complexes miége die vier Seitenflichen des Te- 
traeders in Punkten schneiden, durch welche die Strahlen 
1) a+Ae, 
2) b+ ud, 
3) a+vb, 
4) e+xnd 
gehen. Da 
(ax)-+A(b2)=0, (ba) +u(dz)=0, (ax)+ v(bx)=0, (cx)+x(dx)=0, 
so besteht zwischen den Parametern die Identitiit : 
pvy=xa. 
Um das Doppelverbiltniss der vier Punkte auszudriicken, wihlen wir 
zwei sich schneidende Strahlen y, z, welche x und beziehungsweise 1), 
2) schneiden, so dass: 
(yz) =0, 
(ay) + A(cy) =9, 
(bz) + u(dz)=0. 
Der Strahl y + 0,2 schneide 3), y + 0,2 dagegen 4), so ist ferner: 
(ay) + v(by) + @ [(a2) + v(b2)]) = 0, 
(cy) + x(dy) + @.[(cz) + x(dz)] = 0 
unc 


Ses @. 
C2 


Nimmt man fiir y den Strahl a + Ac, so ist: 
(ay)=0, (by)=0, (cy)\=0, (dy) = (ad), (yx) =0, (bz) +ul(dz)=0. 
Vermége dieser Ausdriicke ergiebt sich sofort: 

QO; v (bc) 


Qs x (ad) 
Man erhalt daher etwa aus 3), 4) die Gleichung des Complexes in der 
Form 
a,d,(bce) + d(ad)c,b, =0. 
Insbesondere ist also die Gleichung des harmonischen Complexes 
a,d,(be) — (ad)c,d, =0. 
Der Complex a,d,(bc) + (ad)c,d, = 0 ist dagegen ein specieller, alle 


+ RI Trg et 


Ris eee 


ste 


o OPE TING rg aoe 


seine Linien sind singuliir. 
die beiden iibrigen Kanten des Tetraeders hindurchgehen. Nennen wir 
dieselben y’y”, so muss sich die letztere Gleichung auf 


reduciren. Man kann dies in der That auf folgende Weise zeigen. 


Die beiden Ka 


(ya) = ( 


Bezeichnet man, wie dies im Folgenden immer geschehen soll, die 


Determinante 


durch (ABCDEF) 


gesetzt, so ist 


also 


Endlich hat man, durch Multiplication der Determinanten A’ A” 


A’ A” = —(y" x) (y’x) ((ad) (be))? — 2 (ad) (be) (ard, (be) + (ad) bez] 
eine Gleichung, welche nach den zuvor bestimmten Werthen von A’ 
und A” die Identitat 


aussagt*), 


Ueber die Umformung verschiedener homogener Differentialausdriicke 


Fiir unendlich nahe Gerade 


a, x2t 


gelten die folgenden Gleichungen, welche sich durch Differentiation 
der Identitit (x?) = 0 ergeben: 


*) In hnlicher Weise liisst sich z. B, auch das Problem behandeln, denjeni- 


gen Comp‘ex zu 


volution geschnitten werden. 
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Er stellt alle Geraden vor, welche durch 


Y2 ¥x =0 


nten y’y” sind bestimmt durch die Gleichungen: 
), (yb) =0, (ve) =0, (yd) =0, (Y*)=0. 


2 + (A, B,C, D, E; F;) 
und wird demgemiiss 
(abcdy'y”") =A, 
(abcdzy’) =A, 
(abedzy”")=L" 


? 


A? = (y'y”)? (ad)? (be)’ , 
AA = (y'y") (y'x) (ad) (be)? , 
A’ = (y'7") (y"2) (ad)? (bo), 


A =(7'7") (ad) (be) , 
A’ = (yx) (ad) (be), 
A” = (y" x) (ad) (be). 


iz dy (be) + (ad) byl, = — Px Yx" (ad) (be) 
Il. 


in Liniencoordinaten. 


dx, «+2dxa+d@2, «+3d24+3@02+ du 


bestimmen, dessen Gerade von sechs festen Ebenen in einer In- 








nahe Gerade sich schneiden. 
wie Herr Klein bereits gezeigt hat*) 


erfiillt ist. 


Wir betrachten nun die Geraden, welche drei Complexen F'® ¥ 
bez. von den Graden mnp angehéren. Dabei setzen wir wie iiblich 


so dass 


Dabei werden wir im Folgenden das Summenzeichen fortlassen, also 
statt der angefiihrten Ausdriicke einfach schreiben 2;/; = F’, x;f\,.=f; 


u. Ss. W. 


A. Voss. 


(a) = 0, 
(xdx) = 0 ; 


(ad*x) + (dz?) =0, 
(ad*x) + 3(dad*z) =0 u. s. w. 
Die Gleichung (#dxz) = 0 sagt daher nicht aus, dass zwei unendlich 
Dies tritt in der That erst dann ein, 


, wenn auch die Gleichung 


— (x4d*?x) = (dz*) = 0 


1 OF 
m OX; 


1 ot F 


= Dam Ag 7 
mm—1 0X; 6x, 


Ferner sollen Ausdriicke, wie Y(f;)?, Xf:g;, Xf;¥; und ana- 


log gebildete durch f?, fp, fw bezeichnet werden. 
Fiir eine den drei Complexen angehérige Gerade x ist nun 
I g g 


(1) 


Fiir eine unendlich nahe 


(2) 


In ihnen bedeuten die k; beliebige Coefficienten, welche die homo- 


genen Differentiale verbinden. Die Glefchungen (2) bestimmen die 


o=0, VY=0. 
(consecutive) gelten die Gleichungen: 
(fdx) =0, 
(pdx) =0, 
(wdx) =0, 
(dx) =0, 
(kdz) =0. 


Verhiltnisse der dz; als Unterdeterminanten, so dass, wenn 


gesetzt wird 
dz,:dxz,:dx,:da,:dz,:da,= 


Sie geben zu verschiedenen Formeln Veranlassung, von welchen 


TT = (fpoyavka) 


oT eT oT] aT a att 


Oa, Oty” Oas Oa Oa,” Ou, 


*) Klein, Math. Ann, Bd. V, S. 293. 





3 
® 











in der Liniengeometrie ein sehr vielfaltiger Gebrauch zu 
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und deren wichtigste wir im Folgenden darlegen werden. 


Wir setzen: 


(3) 


Quadrirt man A, so ergiebt sich mit Riicksicht auf die Gleichungen 


(2), (1): 


| (dx?) O 
| 0 
0 
QO 
O O 
QO fh 


wo zur Abkiirzung 


(4) 


gesetzt ist. 
(5) 


Setzt man ferner 


so ergiebt sich sofort 


AA’ = (dz*) (dx) (kx) V, 


also 
(6) 


gesetzt, so ist 


(dxfpwak) == (da*)=A. 


0 0 0 0 


[* fete 9 fk 
fp ¢ py 9 ok 


fv py vw 0 wk | 


V = 


Es ist daher 


A 


A’i=(fov«edz dx?) , 


A= — (kx) v2. 
Bedeuten die c;b; willkiihrliche Gréssen, und wird die Determinante 
(f wy x cb) == K 


0 O O kx 


: pk wk ka ke 


f? fp fe | 


fp 9 gy 
| fw py yy 


= — (kx*) V. 


KA’ = — (da?) V 


(ku?) (dx?) V, 


bx baz | 4 
so dass 
sping I b k 
(7 - (ka) (fowxzcb) = — (ka) K. 
\ ) | bax hn ( . x) (/ Y y aC ) ( L) K 


Endlich hat man als Werth der Determinante, welcher entsteht, 
wenn man die Determinante der quadratischen Form (a?) mit /;9;¥;x;¢; 
horizontal und mit /; gp; ¥; “;b; vertical riindert, eine Operation, die wir 


durch 


bezeichnen, 


(8) 


Die consecutive Gerade von «+ dx, « + 2dx+d’x ist bestimmt 


(2: fipidia y, ) 


(2 (Qi WX; »,) = —c,b,V. 


durch die Gleichungen: 


Mathematische Annalen. 





Vill. 


v 





machen ist 


















k@a,=—0, 
ad? x; + (dx?) = 0, 
(9) fi@a; + (m—1) fxdaday =O, 
gi Pu + (n— 1) pxdrday—O0, 
v0? x2; + (p—1) vidujda =O. 
Trigt man an Stelle der dx;dz, ihre Werthe aus (2) ein, so 
entsteht : 
| fia fie fis Lis fis Fi : p, , x fk, 
if fos h 2 fog hoy rie ; ; 2 Po Y, Ly k, 
| fs foo fas fsa fas +. M3 Vy 2 ky 
l fia fae fas faa fs ‘a fi Py Vy % hy 
| fos bso fos fs i tss [sn ls, Ps Vs Xs k, 
| fos foo foes fea fos fos fe Pu Ve Xe Me 
lfAhhit tf 9990 90 0 
Pi Po Pz Py Ps Ve O 0 OVO OU 
%%¥%%%%4;% 900000 
| x, Xo % X%, Xu XT, V9 VY OY 0 
kk, 00000 


fi,C?a—=——(n—1) 


— 


Man reducirt diese Determinante, indem man die sechs ersten 
Horizontal- oder Vertikalreihen mit den 2 multiplicirt und von der 
siebenten abzieht. Es ergiebt sich so: 

f; Cx; = (m—1)U, (ka), 
(10) gd? x; = (n — 1) U, (kz), 
vd? 4; = (p—1) U, (kx). 


Es bedeutet in den Gleichungen (10) U, — und dem analog 
U,, U, — die mit y; y; «; gerinderte Determinante der Coefficienten der 


quadratischen Form 
X; Xi fii ; 

welche letztere mit der Hesse’schen Determinante von /’ identisch ist. 

Die Darstellung des Ausdruckes dx;d* a; = — 4 (a;d*x;) erhiilt 
man durch Differentiation der Gleichung (5), niimlich: 

) 7 yy de2ar\ = (kr)\2 ov . 
(11) - 2 (dx d?x) = (kx) (ce dx;): 
Andererseits hat man: 
di<d’z=(afoyxk) =A” 


Daraus ergiebt sich: 


Os a SE 


oi AG katte” 
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(d?x*) (m—1)(kx)?U, (n—1)(ka?U, (p—1)(ka)?U, (ka)?Ve O 





3 | (m—1)(kx)?U, yr fp fy O fk 
: iis | (m —1)(kar)? Uy f¢ gy? pw 0 gk 
: (A= | (p—1) (kat)? fy py v 0 wk 
3 (ka)? V 0 0 0 0 (ka) 
: 0 fk pk wk (kx)? k 


Aus diesem Ausdrucke lassen sich die willkiihrlichen Gréssen & 
ohne weiteres nicht entfernen, Wenn aber V = 0, so erhalt man: 


0 (m—1)U, (n—1U,) (p—1)U, | 


* | (m—1)U f? fo fv 
Fe) ey OF) | a U. ik) gy? “ao = 
(p—1)U, fy py y? 


Der Ausdruck rechter Hand liisst sich, von der Gleichung (11) 
ausgehend, wenn man die Differentialquotienten von V mit v; bezeich- 
net, auch in folgender Form 


QO vf vm vy | 
ff fe fe | 
i (16) 4 (kan)® 7 1p f | 
e vp fv Pp PY | 
oy fv py ¥ | 

darstellen. 


Til. 


Die Ordnung und der Rang der windschiefen Fliche, welche voll- 
stindiger Schnitt der drei Complexe /’ © ¥ ist. 
Die Ordnung N der windschiefen Fliche ergiebt sich gleich 2mnp. 
Kine willkiirliche Gerade y wird niimlich von so viel Erzeugenden x 
der Fliche getroffen als das System der Gleichungen 


(yx) =O, F=—0, =0, =(Q, (2?) = 0 


Lésungen fiir # zuliisst. 

, Die Gleichungen II. (2) zeigen ferner, dass die consecutive Erzeu- 
gende einer beliebigen 2 vollkommen bestimmt ist. Eine Unbestimmt- 
heit tritt nur dann ein, wenn Gleichungen von der Form 
(1) iy fi + by Pi + HY; = 7; i=l, 2, 3, 4, o, 5 


bestehen, Die consecutive Erzeugende ist dann aus den Gleichungen: 





ee 
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(a dz) 
({f dx) =0, 
(2 (pdx) = 0, 
u (wddx) =O, 
(kK dx) =0, 
(u, (m— 1) fi + uw, (n— 1) pix + yg (p— lL) Vix) dada, —=T,.d x;da, 


zu bestimmen. Darnach ergeben sich zwei Werthsysteme fiir die Dif- 
ferentiale. Die Fliche hat also eine Doppelerzeugende, wenu die Glei- 
chungen (1) erfiillt sind. Fiigt man den Gleichungen (2) noch die 
folgenden 

(2x) =0, (edx)=0 


hinzu und eliminirt die Differentiale, so erhilt man das Product der 
beiden Gleichungen zweier linearer Complexe, denen die Doppelerzeu- 
o Al . rT 
gende angehdrt, und deren Ebenen lings derselben Tangentenebenen 
der Fliche sind. Dieses Product lisst sich, wenn durch TT die De- 
terminante der quadratischen Form 7;,2;x;, bezeichnet wird, darstellen 
durch 
(TT : fip;z;) = 0. 


Die Doppelerzeugende wird daher zur Riickkehrerzeugenden, wenn 
der Kern dieser Determinante verschwindet, d. h. wenn 


(TT : figs) = 0. 


Hohere Singuyaritiiten der Fliche entstehen, wenn von den Glei- 
chungen 
fi = 0, 2%; ; QO; = Oy 2; ; y= 0 X; 


s 


zwei oder drei fiir eine Erzeugende x bestehen. Besteht nur die Glei- 
chung /; = 0,2, so hat der erzeugende Complex F’ selbst 2 zur 
Doppellinie*), die dann Doppel- oder Riickkehrerzeugende der Fliche 
wird. inden dagegen zwei oder drei zugleich statt, so hat die Fliiche 
die Gerade x zur vier-, respective achtfachen Generatrix. 

Die Gleichungen (1) repriisentiren eine Bedingungsgleichung zwi- 
schen den Coefficienten der drei Complexe. Fiir den Fall 


F == 2 Ap LL y 
= jt, 
Yao y's 


kann man dieselbe dahin aussprechen, dass die Discriminante nach u 
der Determinante: 


*) Pliicker, Neue Geometrie des Raumes S, 296. 
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ee 
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Ay, Ag Age Ass Oxia Aog—U Ye Ye. 
1. 2 73 V4 5 Ye 0 0 
v1. Yo. 3 Ys Ys, Ye 0 0 


verschwinden muss. 

Unter dem Range einer Fldche verstehen wir iiberhaupt den Grad 
desjenigen speciellen Complexes, welcher die simmtlichen Tangenten 
derselben reprisentirt, oder den Grad der Gleichung der Fliche in Li- 
niencoordinaten. Der Rang ist daher auch gleich dem Grade ihres 
Tangentenkegels oder gleich der Classe ihrer ebenen Schnittcurve. 

Die Gleichung der windschiefen Fliche erhailt man auf folgende 
Weise ausgedriickt in Liniencoordinaten. Soll die Gerade y Tangente 
der Fliche sein, so muss sie zwei consecutive Erzeugende derselben 
schneiden. Daher ist 
{ (yx) =0 
) (ydx) =), 


(3) 


Eliminirt man aus den Gleichungen II. (2) und der letzteren die 
Differentiale, so erhilt man 


(4) F (fpyrky)=0. 


Das Quadrat des letzteren Ausdruckes ist gleich (kx)*, multiplicirt 
in die mit fy my wy geriinderte Determinante V. Es lisst sich also aus 
(4) der Factor (kx) stets durch Division aussondern, wenngleich dies, 
wie es scheint, nicht so ausgefiihrt werden kann, dass die Determi- 
nantenform dabei beibehalten wird. Die Gleichung (4) ist daher vom 
ersten Grade in y, vom m + » +- p — 3" in aw Eliminirt man x aus 
(4) und den Gleichungen 

(yx) = 0, (#)=—0, F=0, O=0, ¥Y=O, 
so entsteht eine Gleichung vom Grade 
(5) R=2mnp (m+ n+ p— 2) 
in den y, welche die Fliiche in Liniencoordinaten y darstellt. Fiir jede 
Doppelerzeugende x, der Fliiche enthilt dieselbe quadratisch den Fac- 
tor (ay). 

Wir zeigen, wie eine solche Elimination in den einfacheren Fallen 
sich wirklich ausfiihren liisst. 
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1) Linienfldche (1,1, 1) (nach Pliicker’s Bezeichnung*)), welche 
durch drei lineare Complexe a, = 0, by = 0, Ce =O erzeugt wird. 
Man hat hier ohne weiteres: 
a> ab ae ay 
ab b? be by 
(a bexk y)* == (kay? : an (. 
: iac be e cy 
ay by cy O 


Das Quadrat des Ausdruckes (4) von dem Factor (kx) befreit, 
stellt also einen von den 2 vdllig freien Ausdruck, d. h. das Elimi- 
nationsresultat oder die Gleichung des von den drei linearen Com- 
plexen erzeugten Hyperboloides in Liniencoordinaten vor. 

2) Linienfldche (2,1, 1), welche durch den Schnitt dreier Complexe 
a, = 0, bg =0; Y= Lay x x, =O erzeugt wird. Die Gleichung: 

a? ab aw ay 
ab b bw by 
aw bw w*? wy ree 
ay by vy 0 


ist homogen vom zweiten Grade in y und x. Multiplicirt man die 


Gleichungen (yx) = 0, (ax)=0, (b2) =O mit &, x, x, a, x, x, 
und nimmt (2?) = 0, » =0 hinzu, so hat man 21 Gleichungen, in 


welchen die 21 unbekannten Gréssen 2;x; linear und homogen auftre- 
ten. Die Determinante dieser 21 Gleichungen, gleich Null gesetzt, 
stellt die Gleichung der Fliche in Liniencoordinaten vor, da sie die y 
nur im achten Grade enthilt. Man vermeidet das Auftreten einer so 
vielreihigen Determinante, wenn man zuvor die Gleichung (4) durch 
Division von dem Factor (kx) befreit. Man hat alsdann aus zwei 
Gleichungen zweiten und vier Gleichungen ersten Grades die x zu eli- 
miniren, was ohne Schwierigkeit geschehen kann**), weshalb wir nicht 
weiter darauf eingehen. 

Wir wenden uns jetzt wieder zu der allgemeinen Betrachtung zu- 
riick. Bezeichnet man mit d die Zahl der Doppelerzeugenden der 
Fliiche, so ist nach (5) der Rang der Fliiche gegeben durch die Glei- 
chung 

R= 2mnp(m+n-+ p— ?2)—2d. 

Man kann die Zah! R auch durch directe Bestimmung der Classe 
der ebenen Schnittcurve oder der Ordnung des Tangentenkegels er- 

*) Pliicker, Sur les surfaces reglées leur construction et classification, Ann. 
di Mat. 1870. 

**) Vgl. Clebsch, Crelle’s Journ. Bd. 59, 8.1, oder auch: Ueber eine Classe 
von Eliminationsproblemen Bd. 58 desselben Journals. 








RA. 
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halten. Soll eine Gerade a + Ab des ebenen Biischels (a, b) Tangente 
der Fliche sein, so ist nach (3): 


dy +Ab, =0, 
(daz) + A(bax) = 0, 
daher : 
dz (bax) — bz (daz) = 0. 

Werden jetzt die Differentiale eliminirt, so ist 
(6) (fowrk a,b — b,a)=0 
eine Gleichung, welche einen Complex m + » + p — 2"" Grades vor- 
stellt, welcher die erzeugenden Complexe in 2mnp (m+ n + p — 2) 
Geraden schneidet. Derselbe geht ersichtlich durch jede Doppelerzeu- 
gende der Fliiche einmal hindurch, da der Ausdruck (6) verschwindet, 
wenn die Gleichungen (1) gelten. Die Classe des ebenen Schnittes, 
sowie der Grad des Tangentenkegels ist daher durch die Zahl R ge- 
geben *). 

Bezeichnet man den Grad der Doppelcurve der Fliche durch D, 
so ist nach den Formeln von Pliicker 

N(N-1)—2D—2d=R, 
also, wenn fiir N 2mnp, fiir R die Zahl 2mnp(m-+n-+ p— 2) —2d 
gesetzt wird: 
(7) D = mnp (2mnp—(m+n+p)4+1). 

Man erhiilt hieraus endlich das Geschlecht P der windschiefen 
Flache 
(8) P=}(N—1)(N—2)—D-—-d 

= (2mnp — 1) (mnp — 1) — D—d 
=mnp(m+unu+p—4)+1—d. 

Das Auftreten von Doppelerzeugenden modificirt daher den Grad 
der Doppeleurve nicht, sondern nur das Geschlecht der Fliche. Die 
Linienflichen (2, 1, 1) sind im Allgemeinen vierten Grades vom 
Geschlechte eins, mit einer Doppelecurve zweiten Grades, welche erhal- 
ten bleibt, wenn die Fliche eine Doppelerzeugende erhilt, also das 
Geschlecht Null wird. 

Wir verificiren die Formeln (7), (8) in einigen Fallen durch di- 
recte Betrachtung. 

1) Linienfliche (p, 1,1). Zwei lineare Complexe a,=0, 6,=0 
und y» =O erzeugen eine windschiefe Fliiche (p,1, 1) vom Grade 2p, 
deren Rang 2p? ist. Man kann die Classe des ebenen Schnittes aber 
auch auf folgende Weise finden. Die Flaiche enthalt namlich zwei 





*) Auf eine hiervon nicht wesentlich verschiedene Weise hat bereits Herr 
Liiroth die Zahl R bestimmt. Crelle’s Journ. Bd. 67, S. 135. 
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p-fache Leitlinien, die Directricen des den beiden Complexen az, bz 
zugehdrigen Biischels und ausser ihnen offenbar keine Doppelcurve. 
Daher ist der ebene Schnitt eine Curve 2 p' Ordnung mit zwei p-fachen 
Punkten, seine Classe also wie vorhin: 


2p(2p—1)—2ptp—1)—2p’. 
2) Linienfliche (p, 2, 1), welche von einem speciellen linearen, einem 
Complexe zweiten Grades, dem die Axe a des speciellen angehiort, und 
} g 
b ==) erzeugt wird. Die Singularitiiten der Fliche sind foleende: Die 
g u $ 
Axe a ist 2 p-fache Leitlinie derselben. Durch dieselbe gehen ferner 
5D 
nach den Untersuchungen Pliicker’s*) vier ausgezeichnete Ebenen 
€, €) €, €,, fiir welche die in ihnen liegende Complexcurve des Com- 
jlexes zweiter Ordnung in zwei Strahlbiischel degenerirt, deren Centra 
5 oe) ? 
beziehungsweise 0,@, 0,@, 0,@, 0,@, seien. Von denselben legen 
0, 0, 0,0, auf der Axe a selbst. Die Doppelecurve hat daher diese 
1 23 1 I 
° 1 - . ° . (p- 1) 
Punkte zu vielfachen Punkten, welche, wie man leicht sieht, als 7 _——- 
fache zu zihlen sind, weil von ihnen so viel Zweige der Curve aus- 
t ] 
laufen. In einer beliebia durch die Axe gelegten Ebene liegen ferner 
t=] tn] Db 


2p Erzeugende der Fliiche — die gemeinsamen Tangenten des Com- 
plexkegelschnittes und der Complexcurve von ~=0 — also (2p—1)p 


Punkte der Doppeleurve. Daher ist der Grad der letzteren 

2p(p—1)+p(2p—1)—4p?— 3p; 
der Totalgrad der Doppeleurven ist also, wenn man die 2 p-fache Leit- 
linie noch hinzurechnet: 

6 p?— 4p, 

eine Zahl, welche sich iibereinstimmend auch aus (7) ergiebt. Die 
Doppelcurve hat iibrigens auch die vier Punkte @, @, @, @, zu Pip—1 
fachen Punkten, wihrend die C= 2 Zweige derselben, welche von 
einem der Punkte 0; auslaufen, von der zugehérigen Ebene e; in dem- 
selben beriihrt werden. Beispielsweise ist fiir p — 3 die krumme Dop- 
peleurve der Fliche zwélfter Ordnung von der 27'" Ordnung mit 8 
wirklichen dreifachen Punkten. 

Die Formel (7) nimmt eine etwas andere Gestalt an, wenn die 
Doppelerzeugende zugleich einen Theil der Doppelcurve der Flaiche aus- 
macht. Um diesen Fall zu erliutern, betrachten wir die windschiefe 
Fliche, welche von einem speciellen linearen Complexe y,, dessen Axe 
y den beiden Complexen ®, Y angehdrt, gebildet wird. Die Glei- 
chungen III. (2), welche die consecutive Erzeugende x + dx bestim- 
men, werden unbestimmt fiir ey; sie sind dann zu ersetzen durch das 


System: 


*) Pliicker, N. Geom. d. R. 8S, 177. 
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(ydx)=0, 
(pdx) =0, 
(Wdz)=0, 
(kdx)=0, 

(dz2)=0. 


Aus denselben ergiebt sich, dass y Doppelerzeugende der Fliche 
ist und zugleich von ihren beiden consecutiven Erzeugenden geschnit- 
ten wird. Ausserdem ist aber y eine np—1-fache Leitgerade der 
Fliche. Der Rang derselben ist nach wie vor durch die Gleichung (6) 

P = ((a,b — bra) pvy xk) =0 
P 


bestimmt. P verschwindet fiir = y, wiahrend aa elmen bestimmten 


Werth behilt. Da auch ze dx; nicht verschwindet, findet fiir den 


Rang der Fliiche keine weitere Erniedrigung statt; er ist demnach: 
2np(n+p—1)—2- 
Der Grad der krummen Doppeleurve D ist daher durch die Glei- 
chung 
D="" Bnp—1)—np(n+p)+1 
gegeben. Das Geschlecht der Fliiche bestimmt sich noch immer nach (8) 
P=np(n+ p—83). 


IV. 
Die singularen Erzeugenden der windschiefen Flache. 


Zwei consecutive Erzeugende der Fliche schneiden sich im All- 
gemeinen nicht. Damit « von « + dx getroffen werde, muss nach II. 
die Bedingung 

(dz?) = — (kx)? V=0 
erfiillt sein. VO stellt einen Complex vom Grade 2(m-+-+ p—3) 
vor, welcher mit den erzeugenden Complexen 4 mnp(m-—-n-—+p—3) 
singulire Erzeugende der Fliche bestimmt*). Der Durchschnittspunkt 
von « und «+ dz liegt dabei auf der Doppeleurve; wir bezeichnen 
ihn wie iiblich als Cuspidalpunkt der Flaiche**). 


*) Vgl. Liiroth a. a O.; Klein, Math. Ann. Bd. V, S. 292. 

**) Aus der Zahl 4mnp(m+n-+-p—8) der Cuspidalpunkte erhilt man leicht 
die Bestimmung mehrerer anderer, fiir die Theorie der Liniengebilde wichtiger 
Zahlen. 

1) Ordnung und Classe der Brennfliche von zwei Complexen ® = 0, ¥V =O. 
Kine solche Fliache ist in sich dualistisch; sie entsteht, als Punktgebilde betrachtet, 
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Befinden sich unter den Complexen zwei lineare az, b,, so gehort 
die Linienfliiche einem ganzen Biischel linearer Complexe a, + Ab, =0 
an. In dem Letzteren befinden sich im Allgemeinen zwei specielle; 
die Flaiche hat die Axen a, B derselben zu p-fachen Leitlinien, auf 
denen je 2p (p— 1) Cuspidalpunkte legen. 

Tnshesondere aber kénnen die beiden Axen «, 6 zusammenfallen. 
Die Flache gehért dann einer speciellen Congruenz an, man kann sie 
erzeugen durch den Complex ¥, den speciellen linearen «, und einen 
anderen linearen, der die Axe @ in sich enthalt, Sie hat dann zwei 
durch die Schnitte unendlich naher Geraden der Congruenz ® = 0, ¥ =0, als 
Ebenengebilde durch die Ebenen dieser Geraden, wobei aber im Allgemeinen die 
betreffende Ebene ihren Tangentialpunkt nicht im Schnittpunkte der beiden Ge- 
raden hat. Vgl. Pasch, Habilitationsschrift, Giessen 1870. 

Die Zahl der singuliren Erzeugenden der Linienfliiche, welche von ®, ¥ und 
einem speciellen linearen Complexe gebildet wird, ist nun gleich der Summe der Zahl 
der Punkte der Brennfliiche, welche auf der Axe des letzteren liegen, und der Ebenen 
der Brennfliche, welche durch die Axe gehen, d. h. gleich der Summe von Ord- 
nung und Classe der Brennfliiche. Da beide Zahlen gleich sein miissen, so hat man 


2np(in+p-—2 
als Ordnungs- und Classenzahl der Brennjliche zwveier Complexe nien und ptern Gra- 
des (eines Strahlensystems {np}). 

2) Ordnung und Classe der singuliiren Fliche eines Complexes F=0, Einem 
Complexe F = 0 vom n' Grade ist zugeordnet der Complex ® = 2/? = 0 vom 
2(m—1)'*" Grade, welcker mit ihm die Congruenz der singuliiren Linien des Com- 
plexes bestimmt. Damit wird zugleich jeder singuliiren Linie w eine andere Linie 
mit den Coordinaten y, = f, zugeordnet. Beide schneiden sich im singuliren Punkte 
von x, welcher ein Punkt der singuliiren Fliche des Complexes ist, wihrend (xy 
die Tangentialebene dieses Punktes, die singuliire Ebene vorstellt. Fiir die Linien- 
fliche, welche von F’, ® und dem linearen speciellen ¥Y=0 mit der Axe a erzeugt 
wird, ist nun: 

V = (fa) [2 (fp) (pa) — g? - (fa)). 

Der Factor (fa) gleich Null gesetzt, bestimmt mit den gegebenen Complexen 
t-n(m—1)® singuliire Erzeugende der Linienfliiche. Fiir dieselben schneiden so- 
wohl x als y die Axe a. Es liegt also entweder der singulire Punkt von # aut 
der Axe, oder die singuliire Ebene wy geht durch dieselbe. 4 (n—1)? ist daher 
die Summe von Ordnung und Classe der singuliiren Flache des Complexes. Man 
hat daher den Satz: 

Ordnung und Classe der singuliren Fliche eines Complexes vom nten 

Grade ist 

2n(n— 1)* 

Die niimliche Zahl ist auf ganz anderem Wege von Clebsch gefunden worden. 
(Vgl. dessen Aufsatz (diese Annalen Bd. V) Ueber die Pliicker’schen Complexe 
und die Singularititenfliichen derselben.) 

Der andere Factor von V bezieht sich auf Ordnung und Classe einer zweiten 
Flache, welche mit der besprochenen die volistiindige Brennfliiche der Congruenz 
F'® ausmacht. 

Ordnung und Classe dieser Fliche ist daher 


2n(n— 1) (6n—7). 
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unendlich nahe p-fache Leitlinien. Dem entsprechend geht die Deter- 


minante V in ein Quadrat iiber; es giebt also nur 2p(p—1) — in 
gewissem Sinne doppeltzihlende — singulire Linien oder Cuspidal- 


punkte. Diese Bemerkung ist iibrigens nur ein specieller Fall eines 
allgemeineren Theorems, welches Herr Klein*) bereits erwaihnt hat. 
Die Zahl der singuliiren Ebenen verringert sich, wenn die Fliche 
eine der in § III. betrachteten Singularititen besitzt. 
Fiir ee Doppelerzeugende fimdet, wie wir sahen, die Beziehung: 
(1) Wifi bo Qi + My Vi = Hi 
statt. Multiplicirt man die sechs Gleichungen (1) der Reihe nach mit 
/; pi ¥; und summirt jedesmal nach i, so ergeben sich die Gleichungen: 


uf?+ufo +u,fv =9, 








(2) wufotmege +4,9¥v=—0, 
| Uf + bo Qu + wy ¥* =. 
Die Determinante derselben ist V = 0. Der Complex V ver- 


schwindet daher fiir jede Doppelerzeugende der Fliche. Eine weitere 
Singularitiit besitzt derselbe im Allgemeinen nicht. Multiplicirt man 
nimlich die Gleichungen (1) mit fi,, Mic, Yix und summirt wieder 
nach 7, so ergiebt sich: 
“if lik + Mo Pifir + Us Vilix = [ky 
9 . | 7. 
(v | My LiPix TP Mo Pi Pik TF My Vi Pir 
UW Vixt Mo DiVix HF Ug Vidix= Ue - 


8 


Werden jetzt die Gleichungen (3) der Reihe nach mit 
2u,(m—1), 2u,(n—1), 24, (p— 1) 


multiplicirt und addirt, so entsteht: 


9 0 ° 9 P 9 p> . 7] z * 6 ‘ e 
(4) R=p,22 4-g,25> +2 22> + Sp, aw, EP 1 2m tts ore +2u.U, = 
‘ OX), « CX, ee OX; ‘ tue a J x, o > Che 


OX, . 
=2( 4, (m—1) fet u.(%— 1) ge+us(p — 1) x] - 
Andererseits zeigt die Differentiation von V, dass 


av , ff? ty 
——=s=Ri). , 
OX, | fp gy 
Der Complex V hat die Doppelerzeugende also im Allgemeinen 
zur einfachen Linie, da % V weder verschwindet, noch proportional mit 
k OX, 
a; ausfallt. Der Werth von Ff zeigt aber, dass 


5 OV 


pa Ax, 4 
C x, 





*) Math. Ann. Bd. V, S. 292. 
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Linienfliche. Die Zahl der singuliren Erzeugenden wird daher durch 
das Auftreten einer Doppelerzeugenden um vier vermindert. 

Sind dagegen F' ® ¥ von gleichem Grade m, so ist R=2(m— 1) ax, 
also gr =a2,. Die Doppelerzeugende x ist dann selbst Doppellinie 
des Complexes V, welche von den consecutiven Erzeugenden keine in 
sich enthilt*). Die Verminderung der Zahl der singuliren Erzeugen- 
den bleibt daher die nimliche. Dasselbe gilt auch in dem Falle, wenn 
einer der Complexe selbst eine Doppellinie besitzt**). 

Wenn zwei oder drei der erzeugenden Complexe die Gerade x zur 
Doppellinie haben, so wird diese zugleich vier-, respective sechsfache 
Linie des Complexes V. Die Verminderung der Zahl der singuliiren 
Erzeugenden betrigt daher mindestens 16, resp. 48, doch scheinen 
ausserdem noch specielle Beziehungen des Complexes V zu der wind- 
schiefen Fliche stattzufinden, deren algebraische Bestimmung schwierig 
sein diirfte. 

In speciellen Fallen kénnen zwei singulire Erzeugende consecutiv 
sein. Dazu ist erforderlich, dass mit V zugleich 

(da d*®x) 


verschwinde. Dazu ist eine Bedingung zwischen den Coefficienten von 
F' ® ¥ hinreichend, welche fiir den Fall F’' —a,, © = b, das Resultat 
der Elimination der « aus den vier Gleichungen zweiten Grades: 
U,=0, V=0O, (x7) = 0, yY —0 
und den linearen Gleichungen 
a,=0, b, == () 
sein wiirde. 

Die Fliche wird dagegen developpabel, wenn der Complex V alle 
den drei Erzeugenden gemeinschaftlichen Geraden in sich enthilt. Wir 
gehen jedoch auf die Betrachtung dieses Falles nicht weiter ein, da er 
sich besser an die Theorie der Brennflichen anschliesst. 


*) In diesem Falle kann man die erzeugenden Complexe durch irgend drei 
lineare Combinationen derselben ersetzen. Man erkennt daraus ohne weiteres, 
wovon man sich tibrigens auch direct iiberzeugen kann, dass die Determinante V 
eine Combinante der drei Formen F' ® ¥ ist. 

**) Die am Schluss des § III. betrachtete Fliche y, ®, Y besitzt allerdings nur 

4np (n+ p—2)—6 
singulire Erzeugende. Von diesen haben 2np(n-+ p.—2) ihre Cuspidalpunkte 
auf der np-+1-fachen Leitlinie der Fliche. Die Erniedrigung um sechs (anstatt 
vier) ist eine Folge davon, dass unter den singuliren Erzeugenden sich zwei aus- 
gezeichnete befinden, welche doppelt zu zihlen sind. 


Demnach enthilt V die beiden consecutiven Erzeugenden der 
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V. 


Die Haupttangenten der windschiefen Flache. 


Die Haupttangenten bilden in Folge der dualistischen Erzeugung 
der Fliiche ein Strahlensystem gleicher Ordnung und Classe. Die 
Classe desselben ist durch die Zahl der Inflexionen des ebenen Schnittes 
gegeben, bestimmt sich also nach den Formeln von Pliicker durch 


3 N(N —2)—6D=6mnp([m+n+p— 2]. 

Man kann diese Zahl auf folgende Weise auch direct bestimmen. 
Kine Gerade y, welche Haupttangente der Fliiche ist, muss drei con- 
secutive Erzeugende derselben schneiden, also den Bedingungen 
(1) (yx) =0, (ydx)=0, (y@x)=—0, (y*?) =90 
geniigen. Wir fragen nach der Zahl der Haupttangenten, welche zwei 
willktihrliche Gerade a, ) schneiden, fiigen also den Gleichungen (1) 
die beiden 


(2) a,=0, b =O 
hinzu. 

Die Elimination der y liefert die Determinante 
(3) (Q:adz@xab)=0. 


Man eliminirt aus derselben die Differentiale durch zweimalige 
Multiplication mit A = (dz?), wobei sich der Factor A’ ohne weiteres 
wieder absondert und erhiilt so die Gleichung: 


f* {9 fv O (m—1)U, af Of | 
fp gy gw 0 (n—1)U, ag bq | 
fv gw yy? 0 (p—1)U, ay by 
(4) . 0 0 0 0 V a, 6, |= @. 
(m—1)U, (n—1) U, (p—1) U, V 0 0 0 
at ag aw Ay 0 0 6 | 
bf by by b, 0 0 O 


Dasselbe stellt einen Complex 6 (m + n + p — 3)'" Grades vor, 
welcher mit den erzeugenden Complexen F' ® ¥ 12mnp(m+n-+p—3) 
Erzeugende der Linienfliche bestimmt, fiir welche jedesmal eine der 
ihnen zugehérigen Haupttangenten a und b schneidet. Man kann dies 
Resultat auch so aussprechen: 

Der Grad der windschiefen Fliche, welche von den Haupttangenten 
gebildet wird, die einem linearen Complexe angehiren, ist 

12 mnp (m +n-+ p— 3). 


Wenn @ und b sich schneiden, so repriisentiren die 


12 mnp (m+n -+ p—3) 
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Erzeugenden solc} » Haupttangenten, die entweder in der Ebene ab 
liegen oder durch den Punkt ab gehen, wonach man wieder die vor- 
hin angefiihrte Zahl fiir Classe und Ordnung des Strahlensystems der 
Haupttangenten erhiilt. 

Die Determinante (4) nimmt eine sehr einfache Gestalt an, wenn 
einer der Complexe, etwa F’, linear ist. Alsdann ist U, = 0. Setzt 
man noch voraus, dass a b irgend zwei Gerade sind, welche F' ange- 
héren, so ist 

af=0, bf=0, 


womit sich (4) reducirt auf: 


(m—1)U, ag by |* 
(5) [? | (p—l)U, ay by 


J a, & 


es ee 


Jede Schnittlinie der vier Complexe F ® ¥ und (5) zahlt also 
doppelt. In der That wird, wenn y eine in der Ebene ab liegende 
Haupttangente der Erzeugenden z ist, die conjugirte Polare von y iu 
Bezug auf den linearen Complex F’ ebenfalls Haupttangente von z sein, 
aber durch den Punkt ab gehen. Es gehéren mithin zu jeder Gera- 
den x zwei Haupttangenten. 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Haupttangentencurven 
auf windschiefen Fliichen. Wir gehen dabei aus von dem Satze, den 
Herr Lie zuerst in folgender Form ausgedriickt hat*): 

Wenn eine Fiche thre eigene reciproke Polare hinsichtlich sines © 
linearen Complexes ist, so enthilt dieselhbe eine Haupttangentencurve, 
deren Tangenten dem Complexe angehiren. 

Im Anschluss an das Vorige driicken wir diesen Satz so aus: 
Gehirt eine Linienfliche einem linearen Complexe an, so ist die Linien- 
fliiche der Haupttangenten, welche ebenfalls Gerade des Complexes sind, 
developpabel und bildet mit ihrer Riickkehrcurve eine Haupttangenten- 
curve der ersten F'liche. 

Einen liniengeometrischen Beweis dieses Satzes kann man in der 
folgenden Form geben: 

Sind 4, e+dz, «+ 2da+dz2z*, 2+ 3dx+ 3dzx* + dx vier 
consecutive Erzeugende der windschiefen Fliiche, welche dem Complexe 
F = y, angehirt, so ist: 

(yr) =0, (ydx)=0, (yd@x)=—0, (ydx) =—0. 

Kine Haupttangente y der Fliche, welche y ebenfalls angehért, 

gentigt den Bedingungen (1), wiihrend ausserdem 


*) Lie, Partielle Differentialgle*chungen und Complexe, Math. Ann. Bd. V, 
8. 179, Eimen geometrischen Beweis des Lie’schen Satzes gab Herr Klein (Math. : 
Ann. Bd. V, 8, 274). 
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(yy) =0 
ist. Die consecutive Haupttangente y + dy ist dann bestimmt durch 

(cvdy)=0, (dydz)=0, (dy@x)+(ydx)=—0, (ydy)=0, 
(ydy)=0, (Rdy)=0. 


Bildet man jetzt den Ausdruck (dy*), dessen Verschwinden an- 
zeigt, dass y von y + dy geschnitten wird, so ergiebt sich: 
(dz?) 0 O 
(dy*)=(Q:adrzyky)=(RQ:dryy)=)| O (y)0/|=0, 


| 0 0 0| 


(dy*) verschwindet also in der That, womit der Satz bewiesen ist. Aus 
dem Lie’schen Satze folgt nun unmittelbar unter Beriicksichtigung 
von (4): 

Der Rang der algebraischen Haupttangentencurve der Fiche, welche 
dem linearen Complexe F = yx angehirt, ist gleich: 

12 pn (p+n— 2). 

Es ist nun leicht, auch Ordnung und Classe dieser Curve zu be- 
stimmen. Da alle Tangenten der Haupttangentencurve dem linearen 
Complexe angehéren, so ist diese eine Complexcurve desselben. Sie 
ist daher von gleicher Ordnung und Classe. In der That ist es eine 
Rigenschaft aller Curven, deren Tangenten Gerade eines linearen Com- 
plexes sind, gleiche Ordnung und Classe zu besitzen. Es sei nimlich 
N die Ordnung der Complexeurve. In einer willkiihrlichen Ebene e 
liegen dann N Curvenpunkte. Die Schmiegungsebenen derselben sind 
aber Ebenen des linearen Complexes, gehen daher durch einen in e 
gelegenen Punkt, niimlich denjenigen, welcher durch den linearen Com- 
plex der Ebene e zugeordnet ist. 

Betrachtet man jetzt die Haupttangentencurve als von den Centren 
solcher Biischel gebildet, deren Strahlen zugleich Tangenten der Flache 
und Linien des Complexes y sind, so ergiebt sich: 

In jeder Ebene liegen so viel Punkte der Haupttangentencurve 
als Tangenten der Fliiche vorhanden sind, die dem linearen Complexe 
angehéren und einen Punkt der Haupttangentencurve enthalten. Die 
Zahl dieser Punkte ist daher im Allgemeinen gleich der Classe des 
ebenen Schnittes der Fliche*), Ordnung und Classe der Haupttangen- 
tencurve ist daher im Allgemeinen durch den Rang der Fliche gegeben, 


d. h. gleich 
2np(n+p—1). 


*) Es ist dabei zu beachten, dass die Zahl der 'angenten an die Schnitt- 
curve von einem nicht willkiihrlich zu wihlenden Punkte aus zu bestimmen ist. 
In besonderen Fiillen kann daher die Ordnung der Haupttangentencurve auch 
kleiner sein als die Classe des ebenen Schnittes. 
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Kine Complexcurve kann ferner im Allgemeinen keine stationiiren 
Ebenen enthalten. Denn es miissen dann drei consecutive Tangenten 
derselben in einer Ebene liegen, was vermége der Erzeugung der Curve 
nur dann modglich ist, wenn sie zugleich durch einen Punkt gehen. 
Aus dem dualistischen Charakter der Complexcurve folgt dann, dass 
sie auch keine Spitzen enthilt. 

Insbesondere fiir den vorliegenden Fall kann man sich von der 
der letzteren Behauptung auf folgende Weise iiberzeugen. Auf jeder 
Erzeugenden «x liegen zwei Punkte der Haupttangentencurve, die Schnitt- 
punkte von « mit den beiden Geraden y, welche durch die Gleichungen 
(1) und yy = 0 bestimmt sind. Fiir eine Spitze der Haupttangenten- 
curve miissten jedenfalls diese beiden Punkte coincidiren, d. h. die 
Gleichungen eine Doppelwurzel y besitzen. Die letztere Bedingung 
fiihrt auf 

(Q:adx@xy)=—0, 
d. h. auf die singuliiren Erzeugenden der Fliiche. 

Wir weisen jetzt nach, dass die Haupttangentencurve in den Cus- 
pidalpunkten der Fliche stationiire Tangenten besitzt. 

Dazu betrachten wir zuniichst die Zahl der Punkte, welche die 
Haupttangentencurve mit einer durch die Generatrix a gehenden Ebene 
e gemein hat. Bezeichnet v den Grad der Fliiche, d ihre Doppelcurve, 
so ist die in der Ebene e liegende Schnittcurve eine Curve » — 1'* 
Ordnung mit d — (n — 2) Doppelpunkten. Die Zahl der Tangenten, 
welche sich von dem auf a liegenden Centrum des in e¢ befindlichen 
Strahlbiischels ziehen lassen, ist: 

(vy — 1) (vw — 2) —2d+2(n—2). 

Rechnet man die beiden auf a liegenden Punkte der Haupttangenten- 
curve hinzu, so ist die Anzahl der Punkte derselben in der Ebene e 
n(n—1)—2d, 
wie es sein muss. Es sei jetzt a eine singuliire Erzeugende; die Schnitt- 
curve beriihrt dieselbe im Cuspidalpunkte der Fliiche. Es existiren 

daher in der Ebene e 

(mn — 1) (n —2) —2d+ 2 (n— 2) —L=—=n(n— 1)— 2d —3 
nicht auf a gelegene Punkte der Haupttangentencurve. 

Daher liegen auf a im Cuspidalpunkte drei zusammenfallende wei- 
tere Punkte derselben, d.h. die singuliire Erzeugende ist stationire Tan- 
gente im Cuspidalpunkte. 

Fallt endlich die schneidende Ebene e mit der parabolischen Ebene 
der Fliche zusammen, so ist die Schnittcurve vom » — 2'" Grade mit 
d — 2 (n — 2) Doppelpunkten, und beriihrt @ im Cuspidalpunkte. Da 
ferner das Centrum des Strahlbiischels in der Ebene e mit dem letz- 
teren zusammenfillt, so ist die Zahl der Tangenten an die Curve: 
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1 (n — 2) (n— 3) —2d+ 4(n—2) —2=—n(n—1)—2d—4. 
L : - : 
Die parabolische Ebene enthdlt daher vier zusammenfallende Punkte 
‘ der Haupttangentencurve, sie ist Schmiegungsebene derselben. 
‘ Man kann diesen Betrachtungen noch die Bemerkung hinzufiigen, 
; dass auf einer Doppelerzeugenden 4 Punkte der Haupttangentencurve 
. liegen. Fiir eine Riickkehrgeneratrix riicken dieselben paarweise zu- 
. sammen, dieselbe ist Doppeltangente der fraglichen Curve. 
. Aus den angestellten Betrachtungen ergiebt sich nun: 
l Die Haupttangentencurve besitet 4 np (n + p — 2) stationdre Tan- 
. genten, welche mit den singuliiren Erzeugenden der Fliche zusammen- 
5 fallen. Wir werden weiterhin zeigen, dass ausserdem noch andere sta- 
7 tiondre Tangenten vorhanden sind. 
Wir weisen jetzt nach, wie man die Ordnung und Classe der Haupt- 
tangentencurve auf analytischem Wege bestimmen kann. 
Hs sei w eine Erzeugende der Fliiche, y eine ihr zugeordnete Haupt- 
: tangente, fiir welche die Gleichungen (1) bestehen. Die Ebene zy ist 
dann zugleich die Schmiegungsebene der Haupttangentencurve, deren 
B a) M4 , > 2 oe ° oe ° 
Tangente y ist. Ein willkiihrlicher Strahl des Biischels zy ist ferner 
: “+ ay. Damit derselbe zwei willkiihrliche Gerade ab schneide, miis- 
? sen die Gleichungen 
" 
a, + daa,=0, 
> 
: bz + Ab, = 0 
bestehen. Aus denselben folgt: 
(6) a,b, — bay = 0. 
; Soll ausserdem y dem linearen Complexe /’=yx angehdéren, so ist 
(7) yy=0. 
: Die Elimination der y aus den Gleichungen (1), (6), (7) liefert 
’ (8) (Q:adx@uy a,b —b,a)=—0. 
Zieht man von der siebenten Horizontal- oder Vertikalreihe der 
Determinante (8) die Summe der mit 2, x, +--+, multiplicirten ersten 
sechs analogen Reihen ab, so sondert sich aus (8) der Factor (d?)(dx?) 
: aus, welcher dén Forderungen des Problems fremd ist. Darnach geht 
. 8) iiber in: 
(9) (Q:dxy agb—b,a)=0. 
B 
t Man entfernt aus (9) endlich die Differentiale durch Multiplication . 
. mit A? 


: A= (dxzypyxk) 
und erhilt so: 
Mathematische Annalen. VIII. 





































Voss. 





A, 





Y vp ry vy Dy 
7p Pp? OY PY Pp 


(10) yyov wv vy p, =O, 
y? py wy 0 0 
. P, Po ps 9 O| 


wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


Pp, = a,b, — ba, , 
p= Az by — b, Ag » 
Ps = Azby — br ay. 


Man kann endlich noch annehmen, dass a, b zwei Gerade des 
Complexes y, sind, wodurch die Gleichung (10) iibergeht in : 


9 


gp PY Py 
(11) oy wv p,| =O. 
Po - Pp, Y 


(11) reprisentirt einen Complex vom Grade 


2(m+n—1), 

welcher 4 mn (m + n — 1) Erzeugende der Fliiche bestimmt. Wenn 
man a, b als zwei sich schneidende Geraden voraussetzt, so liegt ent- 
weder ein Punkt der Haupttangentencurve in der Ebene (ab) oder eine 
Schmiegungsebene derselben enthalt den Punkt (ab). Die Anzahl 
beider Fille ist daher 2m n (m-—+-n—1), wie schon oben gefunden wurde. 

Man iibersieht leicht, dass die gegebenen Zahlen fiir Rang, Classe, 
Ordnung und stationiire Tangenten der Haupttangentencurve auch dann 
noch bestehen bleiben, wenn die Fliche zwei linearen Complexen an- 
gehért, an deren Stelle man zwei specielle substituiren kann. Dem 
Biischel linearer Complexe a, + 4B, =O entsprechend erhdlt man dann 
alle Haupttangentencurven der Fiche. Sie sind daher algebraische Cur- 
ven, deren charakteristische Zahlen die folgenden sind*): 


aE L , 


Rang = 12 m(m — 1), 
Classe 
Ordnung mee, 4 
stationiire Tangenten 4 m(m—1)**). 

Diese Zahlen modificiren sich aber erheblich, wenn die Fliche 
zwei linearen Complexen, die eine specielle Congruenz gemein haben, 
angehért. Als erzeugende Complexe wihlen wir dann den speciellen 
a, = 0, den allgemeinen 6, —0, wobei (Ba) =O und Y=O. Aus 


ETE DE HN 


*) Vgl. eine Bemerkung von Herrn Klein (Math. Ann. Bd. V, 8S. 23), sowie 
die schon vorher citirte Arbeit von Lie (daselbst S. 179). 

**) In die Zahl 4m (m—1) sind die anderweitigen stationiiren Tangenten nicht 
eingerechnet. Vgl. § VII. 
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der Determinante (4) ergiebt sich durch Substitution der gehérigen 
Gréssen unmittelbar zur Bestimmung des Ranges derjenigen Haupt- 
tangentencurve, welche dem Complexe a, + 48, = 0 angehirt: 
0 O ay 0 0 0 bea 
0 p Bu O 0 Ap? bB 
ap By wv O(p—1)U, © by 
(12) 0 0 0 0 V 0 ba |=0. 
0 O(p—-lU,V 90 0 0 
0ape 0 OO O 0 0 
ba bB bb be O 00 | 

Dabei ist O=ay-+ ABy gesetzt. Wir schreiben (12) in der Form: 
(13) A,, U,? (p—1)? + 2 (p—1) U, VA, + A.V? = 0. 

Man sieht nun sofort, dass A,, = 0, wiihrend 

A,, = (ba) d? (B*) (B*) (aw) ba. 

Da auch V = (ay)? (6*), so sondert sich aus der Gleichung (13) 
der Factor (@w~)* aus, welcher sich auf die singuliren Linien bezieht 
und der Frage fremd ist. Der Rang der algebraischen Hawpttangenten- 
curven ist daher: 

6 p(p—1). 
Um die Ordnung, respective Classe derselben zu bestimmen, sind 
in (10) die gehérigen Werthe zu substituiren. Es entsteht dann: 
0 0 ay O p, 
O Bf Bu AB p, 
(14) ay Br wv O p,| =O. 
0 Ap e@ 0 O 
1 Pi Po Py 0 0 | 

Aber aus dieser Gleichung sondert sich der lineare Factor p, ab. 
Daher ist die Ordnung und Classe der Haupttangentencurven gleich 

p(2p—1). 

Man kann dies letztere Resultat auch geometrisch wie folgt be- 
guiinden. Die ebene Schnittcurve der Fliiche ist eine Curve 2 p'e* Ord- 
nung mit zwei unendlich nahen »-fachen Punkten, also von der Classe 
2p’. Eine Gerade des Strahlbiischels, mit dem Centrum 0, welches 
der Complex a, + 48, =O in der Ebene der Schnittcurve bestimmt, 
beriihrt aber diese Curve in dem p (+ p)-fachen Punkte, es giebt 
-also noch*) 


*) Vgl. Cayley, Second Memoir on skew surfaces, otherwise scrolls Phil. 
Trans. 1864, p. 559. Ueber die Bezeichnung p(-+-q)-facher Punkt vergl, daselbst 
p. 564, sowie Cremona, Theorie der Oberfliichen 8S. 59, 


G* 
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2p? —p =p (2p—1) 


weitere Tangenten, welche von O auslaufen, auf denen je ein Punkt 
der durch a, + 48, =O bestimmten Haupttangentencurve liegt. 

Wir fiigen endlich noch die Bemerkung hinzu, dass die Haupttan- 
gentencurven dieser speciellen windschiefen F'liichen in den COuspidal- 
punkten derselben keine stationdren Tangenten haben. Die Schmiegungs- 
ebenen der Haupttangentencurve niimlich, welche durch einen auf « 
gelegenen Punkt A hindurchgehen, erhiilt man durch die Schnittpunkte 
der durch A gehenden durch den betreffenden Complex zugeordneten 
Ebene, welche den Strahl @ in sich enthalt. Die 2p(p—1) auf « 
liegenden Cuspidalpunkte der Fliche, durch welche jede Haupttangen- 
tencurve hindurchgeht, miissen also als Punkte zihlen, in denen die- 
selbe wirkliche Schmiegungsebenen besitzt. 

Die Zahl der anderweitigen stationiiren Tangenten der Haupttan- 
gentencurve werden wir im folgenden § bestimmen. 

Wir schliessen hieran die folgende Betrachtung. Wenn eine wind- 
schiefe Fliche einem linearen Complexe nicht angehért, so besitzt sie 
nur 2mnp discrete Tangentenebenen, welche einem willkiihrlichen 
linearen Complexe angehéren, d. h. fiir welche jede durch den Beriih- 
rungspunkt gezogene Flichentangente zugleich Complexgerade ist. Hin 
Biischel linearer Complexe giebt erst wieder zu einer Curve auf der 
Fliche Veranlassung, deren Punkte die Beriihrungspunkte solcher Ebe- 
nen sind, die Complexen derselben in dem eben bezeichneten Sinne 
angehéren. Es ist leicht, die Ordnung einer derartigen Curve zu be- 
stimmen. 

Es sei das Biischel linearer Complexe 
(15) dz + Ab, =0. 

Damit die Erzeugende x und die ihr zugehérige Haupttangente y Ge- 
raden eines der Complexe (15) seien, muss 

dz +Ab,=—0, 

Ay a Ab, = 0) 
sein. Daraus folgt wieder Gleichung (6). Damit ferner ein willkiihr- 


licher Strahl des Biischels (wy) die beiden beliebigen Geraden a, B 
schneide, ist 


(16) Gz By — tyBz = 0 
zu setzen. Die Elimination der y aus (1), (6), (16) liefert die Relation: 


(Q:adzdx bea—az,b B « —a,B)=0, 
oder 
(Q:dx bea—a,b B,a—a B)=—0, 


oder endlich durch Multiplication mit A?: 
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Pr fofy rm u | 
fp PP PY Pr % | 
(17) fv ov wp, a,|=0, 
P, Po ps 9 O 
% % 4% 9 O 





wo 
ae birdy — Arby, Y= B,@; — a, By , 
(18) ) Dy = 0209 — Azby, % = Betyg — Oz By, 
p, =bedy — Arby, ds = BrOy — a By. 
Die Determinante (17) ist daher vom Grade 2 (m+n-+ p—1) 
und liefert als Grad der fraglichen Curve 


2mnp(m+n+p—1). 


VL. 
Die Curve vierpunktiger Beriihrung auf den windschiefen Flachen. 


Eine jede windschiefe Fliche besitzt eine Curve vierpunktiger Be- 
riihrung, welche, soviel mir bekannt, bisher nicht Gegenstand der Un- 
tersuchung gewesen ist. Je vier consecutive Erzeugende bestimmen 
zwei Gerade, welche sie schneiden, d. h. zwei im Allgemeinen discrete 
vierpunktige ‘Tangenten, und damit zwei Punkte der Curve. Wenn 
dieselben coincidiren, so beriihrt die Curve die betreffende Erzeugende. 
Wir werden im Folgenden den Grad derselben, sowie die Zahl ihrer 
Beriihrungen mit den Erzeugenden bestimmen und dabei diejenigen 
Eliminationen vollstiindig durchfiihren, zu denen dieses Problem Ver- 
anlassung giebt. 

Eine Gerade y, welche vier consecutive Erzeugende 

ax, «+dx, #+2da4+@ae, «4+38dr2+3024+ a 
schneidet, erfiillt die Bedingungen: 

O=—yx, O=—(ydz), O= (yz), O=—(ydz), O—(y’). 
Sie bestimmt mit « zwei ebene Strahlbiischel y + 2”. Verlangt man, 
dass ein Strahl derselben zwei willkiihrliche Gerade schneide, welche 
wir 6, a nennen, so ist 

(adyb, — beady) =90. 
Die Elimination der y liefert die Gleichung: 
Q:adzPxdx a,b —b,a)=0. 
Aus derselben sind die Differentiale zu eliminiren. Es gelingt dies 
fiir die ersten und zweiten Differentiale dz, d’x sofort durch Multipli- 
cation mit A?, wobei sich wie oben A? wieder als Factor aussondert. 
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Zug\eich wird dabei der unwesentliche Factor (kx)! entfernt, dessen 

Coefficienten k die homogenen Differentiale verbinden, so Py 
kdz =O, 
k?a=0, 
kPa, 

Man erhalt so in Riicksicht auf II. (10): 
(? fp fo 0 (m—1)U, fx »,| 


eens 


seer 


9° 


| fp g pw Q (n—1)U, pdx p, | 
| 7 py y? ) (p—1)U; yd®x p, 
a 0 O O V zBae 0 | =O0. 





(m—1)U, (n—1)U, (p—1)U, V 0 0 O 

[Pax gla vex «wx O Go @ 

Py Po Ps 0 0 QO O 
Die p, P, p; haben dabei die in 1. (18) angegebene Bedeutung. 
Um nun aus (1) noch die dritten Differentiale zu entfernen, verfahren 


wir folgendermassen. Zuniichst ergiebt sich durch Differentiation der 
Gleichungen II, (10): 


{iB a; + (m—1) fix day, A? x; = (m—1) (kx)? : Us dz; 





(2) pil x; + (n —1) pi.da,d* x; = (n —1) (ka)?! 
| Vix; + (p—l)vindad a; = (p—1) (kx)? os AX; . 


Ferner ist 
(sé 2) = 3 (dx dx) , 


47 
ov 

dx; . 
On, 


(3) | 2 (da @2) = — (ka) 
Um aus (2) noch die zweiten Differentiale zu entfernen, setzen wir: 
fxdudz? =TI, , 

[i @ x; == (m—1)U,(kax)’, 

pila; = (n—1)U, (ka), 

(4) ) w.dx, (p—1) Uy(ka) , 

x; 0 x; =(kzyPV, 

k; d* x; =(Q, 


dz,@x, =z. 


! 





Die Determinante der sieben Gleichungen (4) muss verschwinden. 
Wir schreiben sie in der Gestalt: 
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/ (5) — TI, A, — A, (kx)? — (ka)? VA, — EA, = 0. 


Die Gréssen A haben in (5) die folgenden Werthe. Die Unter- 
determinante A, ist offenbar gleich — (dz*) = (kx)?V. Der Werth 
von A, ist gegeben durch: 


a 
% fix AX, 0 
? fi (m—1)U, 
yg: (n—1)U, 
A=| % (p—1)U, 
2X; O 
k; 0 
dx, oO | 
In der Determinante rechts ist dabei von den sechs ersten nur 
die Verticalreihe mit dem Index 7 hingeschrieben. Man erhalt nun 
sofort: 
—U, (ka) fifirda. vifixdax Vifieda, 0 a, 0 
0 f? [9 fy O fk (m—1)U, 
0 {9 gy” gy 0 gk (n—1)U, 
AA, = 0 fv ev v? 0 Hk (p—1)U, 
0 O O O O kx 0 
0 kf kp ky kx FP 0 
(dx)? 0 0 6 os 0 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
a, = fix day ky 
Darnach ist: 
fifind ay Di finda Vi fix dar 0 
AA =—A(kay| 1 . 
, | fy gy py (n—1)U, 
fy pv vw - (p—1) 0; | 
Setzt man zur Abkiirzung: 
(6) A, = — (kz? Q dx, , 
3 so besteht, wie man sofort aus der Betrachtung von Q,' dz, ersieht, 
1 die Beziehung: 
(7) Qa = (m—1) U,V. 
Ks ist ferner: 
; (8) A, = fixdauda, = — (kx) U,. 


Endlich hat man: 
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fio fis fis hie 
for fre fas far fos fre P2 V2 %2 
fs fee fas fa fas foe Ps Hs 2s | | U,| 
lf fre fis Ta fas fae Pa Va % 














Uy 








A, = (kz)? | for Sse fos fea fos foe Ps Vs 2s 2 
| for foe fos for fos foe Pe Ye Xs ‘ 
| PY: DP. Vs My GP, YP 9 O O \ 
% w% Y & YY vv O OD O 
| dz, dx, dx, dx, az, dz, 90 0 0 ( 
Setzt man daher: 
(9) A, = (kx)? O/ dz; , 
so ist 
(10) U, = 9/2; . 
Aus der Gleichung (5), welche jetzt die folgende Gestalt ange- (12) 
nommen hat: 
TV = SU, — (kx) V (0; da;) + (kx)? (Q;' day), 
hat man nun fiir die erste der Gleichungen (2) den folgenden Aus- 
druck: 
(11) a 5 fide — EU, + (ha)? VO; da) — (hae)? (dry) + (kay? VO aay, 
und dem analog: & 
ana Pini — EU, + kx)? (0; dx) V—(kx)? (Q,” day) + (ka)? Vs =! dx;, 
ae 1) ViP H=— ZU, + (kx)?(O;" dx) V— (kx)? (Qe day) + (ka)? you dx;. 
Dabei bedeuten 0”, 0’, 2”, Q” diejenigen Ausdriicke, in welche 
6’, 2’ durch Vertauschung von / mit , respective y iibergehen. 
Man hat daher ferner: 
'U, Ofda;| | U, (VEO _9;) ae, 
= ( we iiPu;,— — gp; a ri) = — v | — 2 z 
» ae \2 — i i as i Ai | P r 
(ka)? \m—1 n—1 U, ©,” da, U, (VS —2;") dex, 
| - . Cx; | 
In dieser Gleichung ist nach II. (7) und VI. (10): 
U,, Oi dz;| | O/ a, ©; da; . ae ; 
-_ | = — (kz) (fp yxO 0"). * 


U,, O;dx;| | O;"x;, 0," da; | 
Es ist ferner: 


0U 
[2 (m-+n-+ p) —-TU,V=—=V =o) — (m—1)U,V. 


Sonach mit Beriicksichtigung von II. (7) und VI. (7): 
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(Vea — —2') dx; «(Vien ont _ Qi) a a(Vo— —2i) dz, 


1 
(79 —aryaa| FO PRFITY | yar V9 





” 


































5 — (kx) 
= V (2(m+-n+p) 


1 _Q’ yo: _Q” : 





—alfeveV 


Wir haben demnach endlich die folgenden Gleichungen: 


(n—1) U,f, dx; — (m—1) Uy pdx; 
x1) @—) eae 
oa! , oU, ” 
=(6,9,%,2,8,8")+ ps smetat pri bs VG, VZS—2'), 


(m—1) U,%,; Bx ¢— (p—1) Usf, @x,; 





(m— 1) (p—1) (ka)8 
: Le 1 . wit, on wt oe 
=(f,9,¥,7,0",0) + ps Sm FaT pri be G22 V2 ey 


(p—1) U3 9,@ x, — (n—1) Uy, x; 


(p—1) (n—1) (kas 
OU, 7 ” 
=P 5%, 9",0") + vi ieietpe “(f.9, 4,0, V5 v= mae a 2”). 





5 Stellt man dagegen zu der Gleichung (11) noch den folgenden Aus- 
‘ druck: 
F = ‘ . OV 
( 13) x; a x; =— >» +e Oa, dx; ; 
so ist 
V f, Bx, — (m— 1) U, (a, d* x) au, ov 
— = (Vo; — 2 + vs pi) am si diary U, 
V OV ax, | 
Ou; 
a ma ” 
T (0; +24 _ “)az, 
U, (0, +35 yaa, | 
i Schreibt man die letzte Determinante endlich in der Gestalt: 
K. 
: OV oV 
| =—% ~—— Ax; 
1 Ox; Ox; 


2(m--n-+p) — (er +o ” a, (0; +e 2) de, 


so ergiebt sich: 
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V f,d* x, —m—1 U,(x;d*x,) 


(kx) (m—1) 


= Seteip — 8 (f 9 diet Pa » 8 + a ao y ): 
V 9, dx,—n—1 U,(x,d>x,) 
14) (kx)® (n—1) : 

7 ieisiw— 3 (f9@ e oe » OF + oa rg Vv ): 
Vy,dx, — p—1 U; (x;d>x,) 

(kx)® (p—1) 

peg swiaip —3 (f9@ hes oa 0+ on ~ ): 

Die Ausdriicke rechterhand in den Gleichungen (14) enthalten, 


wie noch bemerkt werden mag, nur scheinbar den Nenner V. Denn 
die Determinante . 


. OV 
(fp vx 5) 
enthalt selbst als Factor V, wie sich z. B. sofort zeigt, wenn man 
sie aufs Quadrat erhebt. 

Die Gleichungen (14), (12) stellen alle Unterdeterminanten, welche 
aus den Gliedern der beiden vorletzten Reihen von (1) gebildet werden 
kinnen, vollstiindig von den Differentialen und unwesentlichen Factoren 
(kx) befreit vor. In der Determinantengleichung (1) kommen tibrigens 
nur die einfacheren Verbindungen, welche durch (14) ausgedriickt sind, vor. 

Die Determinante (1) stellt demnach einen Complex vom Grade 

2 [6 (m + n + p) — 19) 


, welcher die windschiefe Fliche in 


4 mnp (6 (m+ n+ p) — 19) 
Erzeugenden trifft. Nach unseren friiheren Erirterungen ist die Hailfte 
dieser Zahl der Grad der Curve der vierpunktigen Berihrung. 

Man erhilt dagegen die Zahl der vierpunktig beriihrenden Tan- 
genten, welche eine willkiihrliche Gerade z schneiden, wenn maa in 
der Determinante (1) die letzte Horizontal- und Verticalreihe durch 
zf 2p zw 2x ersetzt. Daraus entnehmen wir den Satz: 

Der Grad der von den vierpunktigen Tangenten gebildeten. Linien- 
flaiche ist gleich 





vor 


4 mnp (6 (m+ n+ p) — 19). 

Dieselbe hat mit der urspriinglichen Fliche die Curve der vier- 
punktigen Beriihrung gemein, welche als Durchschnittscurve vierfach 
zu zihlen ist. Beide Flichen schneiden sich im Allgemeinen in einer 
zweiten Curve. 
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Ersetzt man in der Determinante (1) die letzte Horizontal- und 
Verticalreihe durch zf zy zw zx, so stellt dieselbe nach II. zugleich 
das Product der Gleichungen y’z = 0, y”z =O der beiden speciellen 
linearen Complexe vor, deren Axen die beiden vierpunktigen Tangen- 
ten y’,y” sind. Diese Linien werden daher coincidiren, wenn der Kern 
der Determinante (1) verschwindet. Derselbe stellt einen Complex 
: vom Grade 
a 4 [3 (m+ n+ p) — 10] 
vor. Die Curve vierpunktiger Beriihrung besitzt also 
{ 8 mnp [3 (m + x + p) — 10) 


Punkte, in denen sie von einer Erzeugenden der Fliche beriihrt wird. 


ry ae eae 


| Es kann iibrigens Linienflichen geben, fiir welche jede Erzeugende 
zwei zusammenfallende vierpunktige Tangenten besitzt. Solche Fldchew 
geniigen einer partiellen Differentialgleichung, zu deren vollstdindiger 
Darstellung die Gleichungen (14) ausreichen. Dieselbe ist nimlich, 
wenn die Ausdriicke rechterhand in (14) mit R, R, R,, die Unterdeter- 
minanten der Determinante V mit A;, bezeichnet werden: 
Pp py 


= u. Ss. W. 


py y 
: (15) DR, RAn=0. 


‘ 
—_— 


Pee ne 


Das Geschlecht der Curve vierpunktiger Beriihrung ist in diesem 
Falle gleich dem der Fiche. 

Wir zeigen jetzt, wie sich mit Hiilfe der gewonnenen Zahlen die 
Zahl der stationiiren Tangenten einer algebraischen Haupttangenten- 
curve der Fliche vollstiindig bestimmen lisst. 

Wenn nimlich die Fliche einem linearen Complexe Y angehdrt, 
so kann man nach denjenigen Erzeugenden fragen, fiir welche eine der 
vierpunktigen Tangenten Gerade desselben ist. Je zwei Tangenten 
dieser Art sind aber conjugirte Polaren in Bezug auf den linearen 
Complex, sie coincidiren daher in dem Falle, wo eine von ihnen zur 
Complexgeraden wird. In den 8 mn (3 (m-+-n) — 7) Beriihrungspunk- 
ten der Curve vierpunktiger Beriihrung mit den Erzeugenden der 
Fliche gehéren demnach die vierpunktigen Tangenten dem linearen 
Complexe an. Aber diese vierpunktigen Tangenten sind dann zugleich 
Elemente der algebraischen Hauptangentencurve, welche durch den linea- 
ren Complex bestimmt ist, d. h. stationtire Tangenten derselben. Be- 
zeichnet man daher durch R, M, N, Q Rang, Ordnung, Classe, 
Zahl der stationiiren Tangenten der Curve, so gelten die folgenden 
Relationen : 
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R= 12 mn (m+ n—2), 
M=N= 2mn(m+n—1), 
Q=—= 8 mn(3(m+n) — 7) + 4 mn (m+ n — 2) 
= 9mn(7T(m-+ n) — 16). 

Die Haupttangentencurve schneidet dabei, wie sich sofort aus dem 
unter I. (1) entwickelten Satze ergiebt, jede Erzeugende in zwei Punk- 
ten, welche harmonisch liegen zu den beiden auf der letzteren befind- 
lichen Punkten der Curve vierpunktiger Beriihrung. Aus den von 
Zeuthen und Cayley entwickelten Formeln*): 

R= M(M—1)—2h, 

M= h(R—1)—2y—3N — 38Q, 

N+ Q=3(R—-NM), 

R= N(N—1)—2,g, 

N= R(R—1)—22—-3MU—3Q 
fiir die Singularitiiten einer Raumcurve erhilt man mit Benutzung der 
gegebenen Werthe die Zahlen h, y, g, x. Die dritte Formel ist iibri- 
gens eine Identitit, eine Bemerkung, die als Controle der vorhergehen- 
den Betrachtungen dienen kann. Insbesondere ist das Geschlecht der 
Haupttangentencurve 

P= 2 mn (2(m+n) — 5) + 1 
=4P+2mn. 

wo 2” das Geschlecht der Fliche. 

Wenn eine Fliche, fiir welche die partielle Differentialgleichung 
(15) besteht, einem linearen Complexe angehdrt, so sind alle vierpunk- 
tigen ‘Tangenten Geraden des letzteren. Aber sie bilden zugleich sta- 
tionire Tangenten einer Haupttangentencurve. Die Curve vierpunkti- 
ger Beriihrung reducirt sich dann auf eine gerade Linie, wiihrend 
ausserdem noch eine krumme algebraische Haupttangentencurve vor- 
handen ist. 


VII. 
Ueber die vierpunktigen Tangenten specieller windschiefer Flaichen. 
Wenn die Fliiche einem speciellen Complexe /’ = yx angehort, so 
besitzt sie eine np-fache Leitlinie. Von den Cuspidalpunkten der 
Flache liegen 2 np (n+ p —2) auf dieser Leitlinie, wihrend die 
2 np (n-+-p—2) anderen der krummen Doppelcurve angehéren, welche 


*) Vgl. Bulletin des Sc. Math. 1870, p. 150; Cremona, Theorie der Ober- 
flichen 8, 10 ff. 
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die Fliiche besitzt. Den Grad der letzteren erhilt man, wenn man von 
dem Totalgrad der Doppelcurven 


np (2 np — (n+ p)] 


al (np —1 " lias 
die fiir pM Doppelgerade ziihlende Leitlinie abzieht. Der Grad 


































4 5 der eigentlichen Doppelcurve ist daher 
c + [3up —2(n+p) +1). 
n 


Da in einer beliebigen, durch die Leitlinie y gelegten Ebene nur 
np, . , . 
= (np — 1) nicht auf der ersteren gelegene Punkte dieser Curve vor- 
handen sind, so erhdlt man als Zahl der Punkte, welche die Doppel- 


curve mit der Leitlinie gemein hat, 


np (np — (n+ p)+ 1). 
Die Leitlinie zihlt zugleich xp-fach als Curve vierpunktiger Beriihrung. 
Den Beweis dafiir kann man aus dem Umstande entnehmen, dass die 
Determinante VI. (1), fiir f= ya, (y?)—=0 den Factor a,b,-—b,ay—=p 
absondert, welcher sich auf die Leitlinie bezieht. Hiernach ergiebt sich 
als Grad der eigentlichen Curve vierpunktiger Beriihrung 
dnp [4 (n+p) — 9]. 

Wir bestimmen endlich noch die Zahl der Punkte, in denen diese 
Curve der Leitlinie begegnet. Da in jeder durch die Leitlinie gelegten 
Ebene np Erzeugenden also auch mp Punkte der Curve liegen, die 
nicht auf der Axe gelegen sind, so muss die Curve mit der letzteren 
4 np (3 (p+ n) — 7) Punkte gemein haben. Man iiberzeugt sich da- 
von auch auf folgende Weise. Die Punkte, in denen die Curve der 
Leitlinie begegnet, sind offenbar auf solehen Erzeugenden gelegen, fiir 
welche die beiden vierpunktigen Tangenten coincidiren. Die Bedingung 
dieser Coincidenz ist aber das Verschwinden des Kerns der Determ+ 
nante (1), welcher nach einfacher Reduction die Form 


YQ y w 0 |? 
(m—1)U, (p—i)U, V |=0 
| g da vada xed 


annimmt. Dicser Ausdruck reprisentirt einen Complex vom Grade 

6 (n-+-p) — 14, welcher mit den drei erzeugenden Complexen 4np (3(n-+-p) — 7) 

‘ Erzeugende der Fiche bestimmt, fiir welche ein Punkt der eigentlichen 
Curve vierpunktiger Beriihrung auf der Leitlinie liegt. 

Wir betrachten jetzt den Fall, wo unter den erzeugenden Com- 

plexen sich zwei specielle lineare a, 6, befinden, deren Axen sich nicht 

schneiden. Alsdann kann offenbar ausser den beiden p-fach ziéhlenden 

Leitlinien a, B, welche die Fliche besitzt, keine eigentliche Curve vier- 
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punktiger Beriihrung vorhanden sein. Dies ergiebt sich auch aus der 
Betrachtung der Determinante VI. (1), welche sich auf 


yea pdx |* 


i i (@B) (A2ba — beda) (dy bs — b, a3) = 0 


reducirt, weil U,, U,, fd°x, pd*x simmtlich verschwinden. Die bei- 
den Factoren 

Arba — braa = 0, 

arb — bay = 0 


beziehen sich auf die beiden Leitlinien, welche als Curven vierpunk- 
tiger Beriihrung ebenfalls p-fach zihlen. 
Der Factor 

l\wda ve 

lata ada 
gleich Null gesetzt, fiihrt dagegen auf eine sehr merkwiirdige Singu- 
laritét dieser Classe von windschiefen Fliichen. Da er nimlich die 
willkiihrlichen Gréssen b, a gar nicht enthiilt, so liefert er eine Zahl 
besonderer Erzeugenden, welche unendlich viele vierpunktige Tangenten 
besitzen, deren drei consecutive Erzeugende also so gelegen sind, wie 
die Erzeugenden ein und derselben Art eines Hyperboloides. Solche 
Erzeugende mégen in Ermangelung einer passenderen Benennung als 
hyperbolische Erzeugende bezeichnet werden. Die Gleichungen (14) lie- 
fern dann die vollstiindige Darstellung dieses Factors in der Form: 


, } 9 U. 8 
(a By x o— e3 4 ° 2_ 2) =o. 
1x Ox b 
Derselbe stellt einen Complex vom Grade 2 (3p—4) vor. Die 
Anzahl der hyperbolischen Erzeugenden der Linienfliiche mit zwei dis- 
ecreten windschiefen p-fachen Leitlinien ist daher 
" 4p (3p — 4). 


Die Singularitéten der algebraischen Haupttangentencurven der 
Fléche ergeben sich ohne weiteres aus den am Schlusse von § VI. an- 
gegebenen Formeln, wenn in denselben clwa n= p, m= 1 gesetzt wird. 
Jede Haupttangentencurve hat zwei stationiire Tangenten in den bei- 
den (zu den Leitlinien harmonisch liegenden) Punkten, in denen sie 
einer hyperbolischen Erzeugenden begegnet. 

Wir haben endlich noch den Fall zu beriicksichtigen, dass die 
windschiefe Fliiche einem speciellen linearen «, und dem linearen 
Complexe £8, angehért, wihrend (6a) = 0 ist. Der Complex, welcher 
die hyperbolischen Erzeugenden bestimmt, enthailt dann den unwesent- 
lichen. Factor (ay). Die Zahl der hyperbolischen Erzeugenden ist daher 


2p(5p—7). 
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Da ferner jede der algebraischen Haupttangenten den Erzeugen- 
den nur in einem Punkte begegnet, so hat man fiir die Singularititen 
derselben die folgenden Formeln: 

R=6p(p—1), 

M= N= p(2p-—1), 
Q=Lpbp—7, 
R—2P=2(M—1), P=p*?—2p+1. 

Das Geschlecht der Haupttangentencurve muss mit dem Geschlechte 
der windschiefen Fliiche identisch sein. In der That erhailt man aus 
§ IIL: 

P=p—2p+1l=—P. 
Diese Curven besitzen daher 4 p (p — 1) (4p*—7) scheinbare Doppel- 
punkte u. s. w. 

Man kann iibrigens die Gleichung fiir die hyperbolischen Erzeu- 
genden auch direct aufstellen. Damit iiberhaupt vier consecutive Er- 
zeugende einem Hyperboloid, d. h. drei linearen Complexen angehdren, 
miissen die Gleichungen 


cz am), 
edz =O, 
cFz2=Q, 
cBaz= 0 


drei wesentlich verschiedene Lésungen fiir die Coefficienten ¢ zulassen. 
Dazu aber ist erforderlich das Bestehen der 6 Gleichungen 


ya; + yd a; + py Ca; + wx; = 0 
mit vier homogenen Unbekannten uw. Es miissen also zwischen den 
x drei wesentlich verschiedene Identitiiten bestehen. Wenn nun die 
Fliche den Complexen a, £, angehért, so sind zwei derselben durch 
@, = 0, B, =O selbst vertreten. Maultiplicirt man endlich die sechs 
Gleichungen mit ~; und summirt jedesmal nach 7, so ergiebt sich 


Uvelesc+ wyvec=—0. 
Dagegen durch Multiplication mit 2; 
unc0?ae+uedc=O0. 

Die einzige erforderliche dritte Identitit ist daher das Verschwin- 
den der Determinante der letzteren beiden Gleichungen, welche mit 
dem obigen Ausdrucke identisch ist. Zugleich ist ersichtlich, dass diese 
Art von Erzeugenden im Allgemeinen nut bei den Flaichen, welche 
zwei linearen Complexen angehoren, auftritt. Fiir eine beliebige wind- 
schiefe Fliche, welche durch den Schnitt von F © Y gebildet wird, 
wiirde das Verschwinden der simmtlichen Partialdeterminanten des 
Systemes 
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| fade p@ax veux xd*x 
{Px p@Pu yu xx 
erforderlich sein. Die iiquivalenten Ausdriicke fiir diese Unterdeter- 


minanten sind im § VI. vollstiindig gegeben. 


V1. 
Ueber ein Problem aus der Theorie der Raumcurven. 


Die Einfiihrung und Elimination héherer homogener Differentiale, 
wie wir sie im § VI. durchgefiihrt haben, hat man bisher, wo die 
letzteren den zweiten Grad iiberstiegen, meist zu vermeiden gesucht 
und an Stelle derselben andere Differentiale eingefiihrt, welche nur 
vom ersten oder zweiten Grade sind. In der letzteren Weise ist z. B. 
von Clebsch ein Problem behandelt worden*), welches mit dem in 
§ VI. entwickelten eine gewisse Verwandtschaft besitzt, die Bestim- 
mung der Gleichung derjenigen Fliiche, welche die vollstiindige Schnitt- 
curve zweier Flichen F — 0, © =O vom m' und n'*" Grade in den 
Wendungspunkten dieser Curve trifft. Aber dieser Weg fiihrt bei un- 
serem liniengeometrischen Problem zu keinem Resultate, weil die Curve 
vierpunktiger Beriihrung nicht eindeutig auf die Erzeugenden der Fliiche 
bezogen werden kann. Es scheint daher néthig, die héheren Diffe- 
rentiale beizubehalten. Man kann nun auch die Frage nach den Wen- 
dungspunkten einer Raumcurve in einer ganz iihnlichen Weise behan- 
deln, d. h. sich die Aufgabe stellen, aus der Determinante 
(1) A=(« dx @z dx) =0, 
welche fiir einen Inflexionspunkt verschwindet, die Differentiale zu eli- 
miniren. Das Resultat ist dann die Gleichung der gesuchten Fiche. 
Es mag gestattet sein, den Verlauf dieses Eliminationsprocesses zur 
Veranschaulichung der Rechnungen in § VI. hier noch auszufiihren. 
Zunichst gelten die Gleichungen: 

F=0, 9=0, 
fidxz;=0, gidx—O0, 
fi a;+(m—1)fixdajda=—O0, gd?a;+(n—1)9.daj,da,—0, 
kida=0, k@a=0, kha =—0. 
Wir setzen ferner 
: (dx f p k) = (da?) =A’, 
(3) { (fo 2 d2z)=d’. 
Dabei gilt dann die Beziehung 
ie eee 
AA” = — (da? (kay | 1? |. 
| 1p 9? | 


*) Crelle’s Journal Bd. 63, S. 1. 
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Setzt man daher 





7-|0 
fp y |’ 
so ist 
A’ = — (ka) V. 


Ausserdem hat man 
(4) fxdada,=—(kzYU,, gunduda = — (kx) U,, 
wo U, U, die Hesse’schen Determinanten von f, m, geriandert respec- 
tive mit @; f;, bedeuten. 

Die Gleichung der gesuchten Fliiche nimmt eine sehr einfache Ge- 
stalt an, wenn man A mit A” multiplicirt. Es ergiebt sich 
(5) AL’ = (kx) (dx?) F=0 ; 


(6) F = (fax) (pd'x) — (fd? x) (pdx) =0. 

Aus dem Ausdrucke /F’ sind nun noch die dritten Differentiale zu 
entfernen, da die zweiten nach (4) unmittelbar ersetzt werden kénnen. 
Dazu verfiihrt man folgendermassen. Durch Differentiation von (2) 
entsteht: 
| fia; + (m—1) fix da,d? x; = (m— 1) (ka)? a dx; , 

(7) 0 v 

| gidtax + (x -1) Gxda@a; = (n—1) (ka)? a7? da; . 
Um aus diesen Gleichungen die zweiten ie: # zu entfer- 
nen, setzen wir: 


fxrdad’x, =TI,, 


[; @ x; = (m—1) (ka)? U,, 
(8) pd? x; = (n—1) (ka)? U,, 
| k; d? a; a= (), 
Pix dx d?x; = TT. 


Hieraus entsteht durch Elimination der d?z;: 
(9) TT,A, — (m—1) (kav)? U,Q, + (n—1) (kx)? U,Q, + 1,4, = 0. 
Dabei ist 


A, = (fixdaxx, fi, Qi; ki) = — (ka)? U; ? 
A, = (kx)? U, ) 
so dass: 
(10) TT, U, — 1, U, = (m—1) U, 2, — (n—1) U,Q, . 
Aber aus (7) hat man 
F U aU. t 
i = (ke)? (CA OU" aa, mY dx;) —(U, 1, — 1, U,) 


sia U aU. : - 
= (ka)? (u,' 5a da — OSs dx) —((m—1) U,2, —(n—1) U,Q,). 
Mathematieche Annalen, VIII, 7 


































mes ee 








98 





A. Voss. 








In den Ausdriicken Q, Q, lassen sich nun die ersten Differentiale, ] 
die in ihnen noch enthalten sind, durch die ihnen proportionalen Un- 
terdeterminanten ersetzen. Man hat 

Pik P2k P3k Pk 


9; Po 3 YP, 


Q; = — 2 k, ks I, k, dx 
fixrd xy foxday farday fard x, 
Pir Piro Pig Pra Hh Pr Ay 
| P21 Prr Pros Pas fo Pr hy 
P31 Px2 P33 Pas fy Ps *s : | 
= — 2 | My Pr Pass Pu fy Ps by Xe , 


Pi P2 Ps G, 9 OO 
k, ky, kz ky 0 0 0 
fix fex fsx fax 9 -O O | 
Pi Pir Pis Pia Hh 
P21 Pr Pros Ya hr 
==(kax)?Z | Ps, Pz2 P33 Psi fs | 42x - 
P11 Pr2 Pas Par fi 
fix fox fox fix 0 | & 
Setzt man daher: ‘ 
Q, = (kx)? Of dz; , : 
Q. 


= (ka)? 0," da; , 


to 


so ist 
O;a,= U,, Of 2;=— U,. 
Daher erhilt man: 
, fou ; ~ 
U; (Fa, + (n—1)0; ) dz; 
9 = F Ox; 
a ae 
(Ka)? (m — 1)(n—1) | U, (e+ (m—1) 0’) ite! 


os 


(5 + (n— 1) 0;") Xj (Fa +n—1 0’) dx; 


, Ox; 
es | (Gat + (m — 1) 0s) Xj (Fa +m—1 /) dx; 


Aus der rechten Seite entfernt man endlich die Differentiale ver- 
moége der Identitit 
rene | Cx Caz 
SGhigabjm Vis s,| 
welche fiir die willkiihrlichen Gréssen c¢; b; die Gleichung: 
| 


zx 


Cz Ca . 
| Li. (ka) (f pi cdi) 
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Demnach ist 
: U « 
= (fi, Qi, oz, + (n— 1) 0; ? ee + (m— 1) @,’) == 0 


die Gleichung der gesuchten Fliche und zwar in der bereits von 
Clebsch gegebenen Form. 


1X. 
Die Punkte fiinfpunktiger Beriihrung auf der windschiefen Flache. 
Soll eine Gerade y fiinf consecutive Erzeugende schneiden, so muss 

(y*)=0, (yx)=0, (ydx)=0, (yd’x)=0, (ydx)=0, (yd*x)=0 
sein. Die Elimination der y liefert sofort die Determinante 

(Q:2 dx @x da d‘z)=0. 
Sie geht durch Multiplication mit A* in die Determinante VI. (1) iiber, 
wenn man die letzte Horizontal- und Vertikalreihe derselben durch: 

fd'z pdx yd'x cd'x 000 
ersetzt. Beriicksichtigt man die Gleichungen VI. (12), (14), so ist er- 
sichtlich, dass an Stelle der vierten Differentiale noch ihre diquivalen- 
ten Ausdriicke einzufiihren sind. Dabei miisste sich der Factor (kx) 
absondern lassen, vorausgesetzt, dass die Punkte fiinfpunktiger Beriih- 
rung iiberhaupt auf Erzeugenden liegen, welche vollstindiger Schnitt 
von vier Complexen sind. In diesem Falle wiirde die Zahl der frag- 
lichen Punkte 

20 mnp (2 (m+ +p) — 7) 
sein. Die Reduction der Determinante, selbst in dem einfacheren Falle, 
wo der eine der Complexe linear ist, hat mir aber nicht gelingen 
wollen, Wahrscheinlich ist iibrigens, dass analog wie in der allgemei- 
nen Flichentheorie, die fiinfpunktigen Tangenten sich nicht durch den 
vollstiindigen Schnitt von vier Complexen darstellen lassen. Es mag 
noch bemerkt werden, dass im Allgemeinen die Linienflichen, welche 
unendlich vielen linearen Complexen angehéren, keine fiinfpunktigen 
Tangenten besitzen. Ihr Auftreten wiirde die Existenz von Erzeugen- 
den bedingen, deren vier unmittelbar folgende mit ihnen demselben 
Hyperboloid angehéren, also eine weit héhere Singularitit vorstellen. 


X. 
Das osculirende Hyperboloid der windschiefen Flachen. 


Die Erzeugenden des osculirenden Hyperboloides, welches zu der 
Erzeugenden « der Fliche gehdrt, sind die Haupttangenten y der letz- 
teren, welche den Punkten von # entsprechen. Man hat daher fiir die 
Erzeugenden des Hyperboloides die Gleichungen V. (1): 
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(y)=0, (yx)=0, (ydx)=0, (ydxz)=—0. 


Wir stellen die Gleichung dieses Hyperboloides in Liniencoordi- 
naten dar. Damit eine Gerade z zwei unendlich nahe Erzeugende y 
schneide, muss das System der Gleichungen (1) mit 











(2) (zy) =0 
eine Doppelwurzel besitzen. Es muss also die Determinante 
(3) (Q: a2 dz dz z) 
verschwinden. Durch Multiplication mit A* geht dieselbe iiber in: 
f? fy fo 0 (m—1)0, fz | 
{yp gy” py 9 (n—1)U, gz | 
) w y2 0 (p—1)U, we 
me. ff. 6 8 Pr lee 
(m—1)U, (n—1)U, (p—1) U0, V 0 0 | 
fez pz WZ Lz 0 0 | 


Die Gleichung (4) ist die Gleichung des osculirenden Hyperboloides 
in Liniencoordinaten. Sind die drei Complexe F’ ® ¥ linear, so redu- 
cirt sie sich, da U, U, U, verschwinden, auf die Complexgleichung des 
von denselben erzeugten Hyperboloides, multiplicirt mit dem Factor 
V?*). Befinden sich unter den Complexen zwei lineare specielle 
a,, Bz, so reducirt sich fiir (za)=—0O, (28)—0O die Determinante 
(4) auf: 

|wz p—1U, | 


(4°) hie y |=0- 


Fiir eine singulire Erzeugende der Fliche reducirt sich (4) auf 
(zz)*K, d. h. auf den doppeltzihlenden speciellen linearen Complex 
mit der Axe x Das osculirende Hyperboloid wird endlich unbestimmt, 
wenn der Factor K verschwindet, d. h. wenn: 


f? fy fe (m—1L)U, 
@ 9? v n—1) U, | 

6) a Aa 2| 9 
fv pv y? = (p—1) U, | 


(m—1) U, (n—1) U, (p—1) U, 0 
eine Gleichung, welche aussagt, dass zwei singulire Erzeugende zu- 
sammengeriickt sind. 


Die Tangenten des osculirenden Hyperboloides, welche die Erzeu- 
gende x schneiden, sind gegeben durch die Gleichungen: 


*) Vgl. § IIL (1). 
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f? fe fe fz 
fp 9 ov 92 
= 0 (i= 
] ©) (74) fe oy w yz! 
|\f2 pe ve O | 
Der zweite Ausdruck ist fiir (vz) = 0 das Quadrat einer in den z 
linearen Function, nimlich 


S..¥ 
(kx) (fp yak z). 


Er reprisentirt einen linearen Complex, dessen den Punkten von x 
zugehérige Ebenen zugleich Tangentenebenen der Fliche sind. Wenn 
dagegen (xz) nicht verschwindet, so stellt die zweite Gleichung (6) 
ein Hyperboloid vor, welches jeder Erzeugenden ebenfalls zugeordnet 
ist, aber von dem osculirenden verschieden ist. Wihrend das osculi- 
rende Hyperboloid die Erzeugenden 7, «+ dz, x+2dzr+d@x m 
Erzeugenden zweiter Art enthilt, hat das Hyperboloid (6) im Allge- 
meinen nur 2, x«-+ dz zu solchen. Die Erzeugende x + 2dz+ dz 
ist nicht einmal eine der Tangenten der letzteren, dies wird vielmehr 
S nur fiir besondere Erzeugende der Fliche stattfinden, fiir welche die 
Gleichung (5) besteht, deren Anzahl mithin 


4 mnp (3(m-+ n+ p) — 10) 
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ist. 

Ebeuso gehért zu den Tangenten des osculirenden Hyperboloides 
im Allgemeinen nicht die Erzeugende «+ 3dz+3d@x+dz. Es 
findet dies, wie eine einfache Betrachtung zeigt, nur statt fiir diejeni- 
gen Erzengenden, welche von der Curve vierpunktiger Beriilrung be- 
riihrt werden. Aus der fiir den Fall zweier linearer Complexe giiltigen 
f Formel (4°) erhiilt man insbesondere, wenn anstatt z d°x gesetzt wird, 
wieder die Bedingsgleichung fiir die hyperbolischen Erzeugenden, wie 
zu erwarten war. 


ve we SS Ww 


XI. 
Ueber windschiefe Flachen vom Geschlechte Null. 


Wir gehen jetzt zu einem zweiten Theile von Untersuchungen 
iiber, die sich auf windschiefe Fliichen beziehen, welcher mit dem 
vorigen nur insofern zusammenhingt, als dabei die namlichen Metho- 
den der Betrachtung zu Grunde gelegt werden. Die windschiefen Fla- 
chen vom Geschlechte Null gestatten in der That eine wesentlich an- 
dere Behandlung. Man kann eine solche Fliche auffassen als Inbegriff 
- der Verbindungsgeraden sich eindeutig entsprechender Punkte zweier 
ihrer ebenen Schnittcurven*). Die Erzeugenden sind alsdann rationale 


*) Indem man die windschiefen Flichen beliebigen Geschlechtes von diesem 
Gesichtspunkte aus betrachtet, gelangt man zu einer wesentlich anderen linien- 
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Functionen eines Parameters 2, welche man erhiilt, wenn man die Aus- 
driicke p;, aus den Coordinaten entsprechender Punkte der beiden Cur- 
ven bildet und von ihnen zu den allgemeinen Liniencoordinaten x 
iibergeht. 

Wir kénnen daher die Gleichung der Fliiche in der Form 
(1) Ox; = gid 
schreiben. Es bedeuten hier die g; rationale Functionen n'" Grades 
von A, zwischen denen die Identitiit 
(2) .. dt ened 
vermége der Coefficienten, welche in q; auftreten, besteht. In Folge 
dessen kann man durch Differentiation nach 4 aus (2) eine weitere 
Reihe von Identitiiten 


(3) (9 cP) = 0, (¢ e) 4 (9% FE %) —O0 us. w. 


ableiten. Es empfiehlt sich, die Gleichungen (1) durch Einfiihrung 
eines zweiten Parameters w homogen zu machen. Es gelten dann die 
bekannten Identititen : 
0; C9; 
ny; = d- , + u ao 8., 
C4 


ou 
sowie auch 


(vi2)—0, (e+GH2)—0, (Ry +(e2)=0 

Wir bestimmen nun zuniichst die Singularititen der durch die 
Gleichungen (1) dargestellten Fliche. 

Die Ordnung der Fiche ist n. Denn die Bedingung, unter wel- 
cher die willkiihrliche Gerade y eine Erzeugende x derselben schnei- 
det, 

(YQ) = 0 
eine Gleichung n' Grades fiir 2. 

Der Rang der Fliche ist 2(n—1). Kine Tangente y der Fliche 

muss den Gleichungen 
(yx) =0, (ydx)=—0, 


cP) —() ( v9 = 
(y i ae y 5c) oi 


gentigen. Die Elimination von 4 aus den beiden letzteren liefert eine 
Gleichung 2 (7 — 1)'" Grades in y, welche die Fliche in Liniencoor- 
dinaten darstellt. Die Fliche enthilt daher eine Doppelcurve vom Grade 
a (n—2) 


oder 


, Wie iibrigens auch aus dém Geschlecht des ebenen Schnit- 


tes iaiteien werden konnte. 





iicienitiaiietas Darstellung derselben iiberhaupt, iiber die ich bei einer dem- 


nichstigen Gelegenheit handeln werde, 
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Man kann iibrigens den Grad der Doppelcurve auch direct bestim- 
men, wie wir jetzt zeigen wollen. Zwei Erzeugende x, x’, denen die 
Parameter 4, 4, entsprechen, bilden einen Punkt der Doppelcurve, wenn 
(x2) = 0 
oder 
(9,9) = 0. 

Da aber (*), (,”) identisch verschwinden, kann an Stelle der 
Gleichung (gg,) = 0 geschrieben werden: 

(4) Eg: — gi =9. 

In dieser Form enthiilt die Gleichung (4) den abzusondernden Fac- 
tor (A—A,)* und ist dann in Bezug auf 4 und 4, vom n—2"" Grade, 
In dieser reducirten Gestalt wollen wir sie durch 
(5) ¥ (Aa) =0, 
bezeichnen. Aus (5) ersehen wir zuniichst, dass jede Erzeugende von 
(wn — 2) anderen getroffen wird oder » — 2 Punkte der Doppelcurve 
enthilt. Ein willkiihrlicher Strahl des Biischels x x’ ist ferner x+ 92’. 
Damit derselbe zwei willhiirliche Geraden a, b schneide, muss: 

(6) dzb, — bray = 0 

sein. Die letztere Gleichung, durch 4 — 4, theilbar, ist in Bezug auf 
4,4, vom Grade n—1. LEliminirt man jetzt aus (5), (6) etwa 4,, so 
entsteht eine Gleichung vom 2 (n — 2) (n — 1)" Grade in 4. Die 
Hiilfte dieser Zahl stellt demnach solche Punkte der Doppelcurve vor, 
fiir welche eine in der Ebene xx’ — der Doppelebene der Fliche — 
durch den Punkt x x’ gezogene Gerade die a, b schneidet. Schneiden 
sich also a und b, so liegt entweder ein Punkt der Doppelcurve in 
der Ebene ab, oder es geht eine Doppelebene durch den gleichnamigen 
Punkt. Da die Ordnung der Doppelcurve gleich der Classe der Doppel- 
developpabeln ist, so ist jede dieser Zahlen gleich —: 

Man kann auch die Discriminante der Gleichung (5) bilden. Sie 
sagt aus, dass eine Erzeugende x von zwei unendlich nahen Erzeugen- 
den getroffen wird, oder dass eine Erzeugende von der Doppeleurve be- 
riithrt wird. Die Zahl dieser ausgezeichneten Erzeugenden ist daher: 

2 (n — 2) (n— 3). 

Wir bestimmen ferner die Zahl der dreifachen Tangentenebenen, 
sowie die ihr gleiche der dreifachen Punkte der Fiche. Eine Erzeu- 
gende mit dem Parameter 4 gehért zu einer der beiden Singularititen, 
wenn fiir irgend zwei Wurzeln 

Ai ak 
der Gleichung (5) die Beziehung 
(7) ¥ (A; ay’) = 0 
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besteht. Es muss also die symmetrische Function 
(8) V =TT (¥ (a; ax)) 


verschwinden, welche man durch Multiplication der et Sa P 


> 
nome (4; 4;) bilden kann. Man iibersieht leicht, dass, wenn man V 
als rationale Function der Coefficienten von (5) darstellt, dabei 4 héch- 
stens im Grade (n—2) *(n—3) auftreten wird. Diese Zahl, vermin- 
dert um die Zahl der Erzeugenden, welche die Doppelcurve beriihren, 


giebt als Rest: 


oly- 


(m — 2) (nm — 3) (n — 4). 
Derselbe bezieht sich auf die beiden dualistischen Singularititen 
und zwar wieder auf jede dreifach. Daher ist 
1 (mn — 2) (n — 3) (n — 4) 
die Zahl der dreifachen Punkte und Ebenen der Fliiche. 
Die singuldren Erzeugenden der Flaiche sind durch 


Cx) —0 
on 
gegeben. Die letztere Gleichung ist in Folge der Identitiit (@?) = 0 
vom Grade 2(m— 2). Man erhiilt sie in dieser reducirten Gestalt, 
wenn man in (5) 4 =A, setzt, also: 

Y (4a) = 0. 

Die Zahl der singuliiren Erzeugenden ist daher 2 (n — 2). 

Die bisher bestimmten Zahlen sind zuniichst unter der Voraus- 
setzung gewonnen, dass die Fliiche keine besonderen Singularititen, 
wie Doppel- oder Riickkehrerzeugende besitzt. Eine Doppelerzeugende 
wird auftreten, wenn die sechs Gleichungen 

Q pid Gy a 
fiir verschiedene Werthe von 4, 4’ erfiillt werden kénnen. Das Auftreten 
einer Doppelerzeugenden modificirt iibrigens weder den Rang der Flache 
noch die Zahl der singuliiren Erzeugenden, wiihrend die Doppelcurve 
sich fiir jede um zwei Einheiten erniedrigt. 

Wenn aber die Gleichungen 

09; 

— Te 
bestehen, so wird jede Gerade y, welche die Flaiche in der Erzeugen- 
den x schneidet, dieselbe in zwei zusammenfallenden Punkten treffen. 
Die Geraden y aber, welche ausserdem noch dem linearen Complexe 


(10) (vit) = 


angehéren, schneiden die Fliche in je drei zasammenfallenden Punkten. 
Kine solche Erzeugende ist daher Riickkehrgeneratrix der Fliche, und 
die Gleichung (10) giebt die Riickkehrtangentialebenen derselben lings 
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der Erzeugenden x durch die Ebenen des linearen Complexes an, welche 
den Punkten von x zugeordnet sind. Das Vorhandensein einer Riick- 
kehrgeneratrix aber hat zur Folge, dass bei der Bestimmung der Glei- 
chung der Fliche in Liniencoordinaten ein linearer specieller Complex 
sich aussondert. Bezeichnet man daher durch d, r die Zahl der Doppel- 
und Riickkehrgeneratricen, durch D den Grad der krummen Doppel- 
curve, so ist der Rang der Fliiche gegeben durch die identischen Aus- 
, driicke 
2(n—1)—r=n(n—1)—-2D—2d—3r. 
Fiir eine Riickkehrgeneratrix verschwindet ferner nicht allein 
W (aa) = (S*) =0, 


sondern auch 


_ = (6° “o @ = (52) = (G p oe — y 


Ks wy also YAA =O fiir jede nediiihinsaibiaiie eine Doppel- 
wurzel. YAA==O0 kann andere Doppelwurzeln haben, welche sich auf 
) zusammengefallene singuliire Erzeugende beziehen. Die Zahl der sin- 
| guliren Erzeugenden ist daher: 
2(m —2)—2r. 
Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Haupttangenten der 
Fliche. An Stelle der Gleichungen 


yo)=0, (vsr)=0, (VEE) =9, 


welche eine Haupttangente y charakterisiren, setzen wir die aquiva- 
lenten Gleichungen: 


(yi) =0, A%)—0, (2) —0. 


Die Zahl der ticcciaaniaes welche zwei willkiihrliche Gerade 
a, b schneiden, ist daher bestimmt durch die Gleichung: 
_ 0p dg 0’ ) int 
(2: Gl? Giou out b) = 0. 
Die windschiefe Fliiche, welche von Haupttangenten gebildet wird, 
die einem linearen Complexe angehiren, ist daher vom Grade 
6 (n — 2), 
Ordnung und Classe des Strahlensystems der Haupttangenten ist somit 
gleich 3 (nm — 2), was mit der directen Abziihlung iibereinstimmt. 
Die Linien vierpunktiger Beriihrung geniigen den Bedingungen: 


(11) (y S2)—=0, (y 4% )=0, (y A 2)—0, (¥v5%)—0, (0, 


Fiigt man denselben (yz) = 0 hinzu, so ergiebt sich: 

























106 A. Voss. 


Die Ordnung der von den vierpunktigen Tangenten gebildeten wind- 
schiefen Fiche ist gleich 8 (n — 3). Die gleiche Zahl solcher Tangen- 
ten gehoért tiberhaupt einem willkiihrlichen linearen Complexe an. Wir 
schliessen dann weiter: Die Zahl der Punkte, in denen die Curve vier- 
punktiger Beriihrung eine Erzeugende beriihrt, ist gleich 8 (n — 3). 

Je zwei Erzeugende der Fliche der vierpunktigen Tangenten ord- 
nen sich rational den Erzeugenden der gegebenen Fliche zu. Die 
erstere Flache ist daher von hyperelliptischem Charakter, ihre simmt- 
lichen Erzeugenden lassen sich als Functionen von 4 darstellen, in 
denen eine quadratische Irrationalitit auftritt. Es ist leicht, diese 
Functionen selbst anzugeben. Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die 
Determinante 





03 33 0% o3 
? m4 a z Y QO), 
OM COU ClOCuw* Ou * 


in welcher die Gréssen @ willkiihrliche Coefficienten vorstellen, durch 


Q. 
Man hat unter dieser Voraussetzung aus den Gleichungen (11) 
Yy; = Uw ) 
‘ 50,” 


oder, wenn die Unterdeterminanten von 2 nach y;o, durch Q;, be- 
zeichnet werden: 





; y= Y2 2a + Ys Msi + YQ + Ys %51 + YQer » 
; Yo = Y, Qy + 93205 + YQ + Ys 2%5o + Hees 
13) - Ys = W251 A Yo Qo + 9,243 + 95253 + Yes » 
“a = Yi = N24 Y2Qo + Ys M3 HF Ys 254 Yor» 
Jy, = 9, %1 + Yo Qo2 + Hy M3 + Hi + Qs » 

V5 = Vi 21 + YoQoo + Y3 M63 + Ys Qos + Ys Mes, « 


Die Gleichungen (12) geben, wenn uw bestimmt ist, die y ausge- 
driickt durch rationale Functionen von 4 und uw. Die Grésse w be- 
stimmt man auf folgende Weise. Man hat: 

| Ay, Ay Ays Ay 0 a, 
| Ay, Ag Ay3 Ay 9 a, 
Q2 — | Ax, As. As, Ay O as abe teu A’ 
a1 Ay. Ays Ay O ay : 
0 0 0 O oy 


G@ a &% OY CO | 


be 


& 


oO 
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Es bedeuten dabei die A,, A,, ---- die Ausdriicke 


na oh 9 oS. 
“\ oR aus Ok Ou 


A’ die Determinante: 
Ay, Ay, Ajyg Ajy | 
Ay, Ay, As, Ay, | 
As, Ay, As, Agy |’ 
Ay, Ay Ayy Ay | 
welche, gleich Null gesetzt, die Beriilrungspunkte der Curve vierpunk- 
tiger Beriihrung mit den Erzeugenden repriisentirt. Man hat daher: 


Q=(ey)V—4’, 


a2 —7_ 1 
de, — ¥i y—-“= p Yi 
Pei 
ieee V a. ° 


Wir schliessen hieraus: 
Das Geschlecht der Fliche, welche von den vierpunktigen Tangen- 
ten gebildet wird, ist gleich: 
P=4n— 138. 


Die Zah! P erniedrigt sich jedesmal um eine Einheit, wenn A’=0 
eine Doppelwurzel hat. Fiir Fliichen, welche einem linearen speciellen 
Complexe y angehéren, ist insbesondere P immer gleich Null, wie sich 
auch daraus ergiebt, dass: 


Ain — pie (oe Be eee yl 
(oy)? Lda® OR Ow OL Ow On 
Fiigt man den Gleichungen (11) noch die folgende: 
ayb, — azby = 90 
hinzu, so erhilt man durch Elimination der y eine Gleichung in 4, 
welche sich auf den Grad der Curve vierpunktiger Beriihrung bezieht. 
Wie die Abzihlung lehrt, ist der Grad derselben 
5n—12. 


Auch diese Curve ist im Allgemeinen hyperelliptisch, ihr Geschlecht 
das niimliche, wie das der Fliche der vierpunktigen Tangenten, deren 
Erzeugenden ihre Punkte eindeutig zugeordnet sind. Sie kann ferner 
im Allgemeinen keine Spitzen haben, da auf jeder Erzeugenden der 
gegebenen Fliche nur zwei Punkte derselben liegen. Die Singulari- 
titen der Curve vierpunktiger Beriihrung lassen sich daher ohne wei- 
teres angeben. Man erhilt z. B. fiir den Rang derselben die Zahl 


18 n — 52 u.s, w. 
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Die Punkte fiinfpunktiger Beriihrung endlich sind bestimmt durch 
die Gleichung: 
ese Fe oe, Se, Se) 0. 
OM CM Ou Ol Ou? CL On Ou' 

Die Zahl der fiinfpunktigen Tangenten ist daher 10 (n — 4). 

Die letzthin bestimmten Singularitiiten werden ersichtlich durch 
das Auftreten von Doppelerzeugenden nicht beeinflusst. Fiir eine wind- 
schiefe Fliche dritten Grades ist beispielsweise die Curve vierpunktiger 
Beriihrung vom dritten Grade, sie besteht bekanntlich aus einer dop- 
pelten und einer einfachen Leitgeraden. Fiir die windschiefen Fliichen 
vierten Grades p = 0 ist diese Curve, sowie die von den vierpunktigen 
Tangenten gebildete Fliche achter Ordnung. Erst die Flichen fiinfter 
Ordnung enthalten zehn Punkte fiinfpunktiger Beriihrung, ihre Doppel- 
curve einen dreifachen Punkt u. s. w. 


XII. 


Fortsetzung. Ueber windschiefe Flichen vom Geschlechte Null, welche 
linearen Complexen angehéren*). 


Die Coefficienten gleich hoher Potenzen von 4 in den Functionen 
g kann man als Coefficienten der Gleichungen von ebenso viel linea- 
ren Complexen auffassen. Wir nennen sie die F'undamentalcomplexe 
der Fliéche, weil ihre Beschaffenheit charakteristisch ist fiir das Ver- 
halten der letzteren. Zwischen den Invarianten und simultanen Inva- 
rianten**) der Fundamentalcomplexe finden dann diejenigen Relationen 
statt, welche das identische Verschwinden von (gy*?)=O0 erfordert. Unter 
ihnen befinden sich immer zwei specielle lineare Complexe, deren Coef- 
ficienten die von 4° und 4" sind, ihre Axen sind zugleich diejenigen 
Erzeugenden der Fiche, welche den Werthen 4 = 0, 4 =o entspre- 
chen. Die Fliche degenerirt in eine ebene Curve n'* Classe oder einen 
Kegel n'** Ordnung (vom Geschlecht Null), wenn je zwei Erzeugende 
sich schneiden. Dazu ist erforderlich, dass alle Fundamentalcomplexe 
speciell sind und mit einander in Involution liegen, d. h. dass ihre 
Axen entweder in einer Ebene liegen oder durch einen gemeinschaft- 
lichen Punkt gehen ***), 

Ebene Curven und Kegel beliebigen Geschlechtes lassen iibrigens 
immer, wie wir hier noch bemerken, die folgende Darstellung in Linien- 

*) Cremona, Rappresentazione di una classe di superficie gobbe sopra un 
piano e determinazione delle loro curve assintotiche. Ann. di Mat. Ser. II, t. 1, 
S. 248. 

**) Klein, Math. Ann. Bad. II, S. 201. 


***) Der Begriff der Involution linearer Complexe ist von Herrn Klein er- 
értert Math. Ann. Bd. II, 8S. 201. 
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coordinaten zu: Sind a, B, y drei sich gegenseitig schneidende Gerade, 


so dass: 

(*)=0, @)=—0, @)=90, 

(2B) =0, (By)=0, (ya)=0, 
so repriisentirt A4a@ + uf + vy immer eine Gerade, welche a B y eben- 
falls schneidet. Kine homogene Gleichung n” Grades zwischen 4 wv 
bedeutet daher entweder eine Curve n'” Classe oder einen Kegel n‘ Ord- 
nung, dessen Erzeugende durch 

oy =Aa+ up+ vy 

vorgestellt werden. 

Wenn ein linearer Complex y, mit allen Fundamentalcomplexen 
in Involution liegt, so gehéren alle Erzeugenden der Fliche diesem 
Complexe an. Ist derselbe insbesondere speciell, so ist die Axe y des- 
selben eine Leitlinie der Fliche. In diesem Falle bestehen die Glei- 
chungen: es 

(yp) =0, (y £#) =0, (y ri =0--- usw, 
(y?) =(Q. 

Zieht man eine Gerade z, welche y schneidet, so ist y+ oz ein 
willkiihrlicher Strahl des Biischels (yz). Die Erzeugenden, welche 
denselben treffen, sind bestimmt durch: 

(yy) +e 9) =90, 
oder durch (¢g) = 0. Sie sind also ganz unabhiingig von g, d. h. hk, 
derselben liegen in der Ebene (yz), wiihrend k, durch den Punkt (yz) 
gehen, wobei die Beziehung 
ki +h =n 
stattfindet. Die Gerade y ist also k,-fache Leitlinie der Fliche. Ausser- 
dem existirt noch eine krumme Doppelcurve. Bezeichnet man die An- 
zahl der Punkte, in denen dieselbe der Leitlinie begegnet, mit a, so 


ist der Grad derselben 
a = a8. 

Hat die Flache d, ry Doppel- oder Riickkehrgeneratricen, so be- 
steht die Gleichung: 
0O=n? —3n+ 2—hk, (k, —1) —k, (k, —1) —2d—2r—2a, 
oder: 

m—l1ltatd+r=ik,hk,, 

womit die Zahl @ bestimmt ist. 

Wenn die Fliiche zwei linearen Complexen angehdrt, so existiren 
zwei Leitlinien, von denen die eine f,-, die andere k,-fach ist und 
ausserdem keine Doppelcurve. Es ist daher «a =O, und 


n—1lt+d+r=i,k,. 
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Wenn d und r gleich Null sind, so ist immer k, =1, k, =n —1. 

Wir untersuchen jetzt die Hauwpttangentencurven solcher Flichen, 
die zuniichst einem linearen Complexe angehéren. Die ausgezeichnete 
algebraische Haupttangentencurve ist in diesem Falle von der Ordnung 

,und Classe 2(n—1)—~r. Auf jeder Erzeugenden der Fliche liegen 

zwei Punkte derselben. Ihre Tangenten miissen sich daher als Functio- 
nen von A darstellen, welche eine quadratische Irrationalitit enthalten. 
Wir haben damit den Satz: 

Die algebraische Haupttangentencurve auf einer windschiefen Fliche 
vom Geschlechte Null, die einem linearen Complexe angehirt, ist im All- 
gemeinen hyperelliptisch. 

Die Darstellung der siimmtlichen Tangenten der Haupttangenten- 
curve als Functionen von 4 erhalt man auf demselben Wege, welcher 
bei der Betrachtung der Fliche der vierpunktigen Tangenten einge- 
schlagen wurde. Gehdrt die Fliche dem linearen Complexe y, = 0 
an, so sind die Tangenten y der genannten Curve charakterisirt durch : 





(y 22) ~0, 
(rh) =9 

2 (y 2) -0, 
(vy) =, 

(y*) =0. 


Alsdann ist wieder 


und die y proportional den Unterdeterminanten aus den Coefficienten 
der Gleichungen XI. (12). Zur Bestimmung von uw hat man: 
|B, By, By 9 O a, | 
| Be, B,, By, 9 O a, 
. |B, By By, 9 O a, lal 
lia 0 0 O (y*) 0 a, er 22S. 
| 0 0 0 O O oy 
a a, a3 G& OY 


Es bedeuten hier die B,, B,. --+ die Ausdriicke 


zs e*9;\* > 0*g; 0*9; 
ou}? “Oa Olu’ ©” 
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A die Determinante: 
By By By | 
By, By By 
| 
| By, Bs. Bs; 
Es ist aber A im Wesentlichen identisch mit der dritten Potenz 
von Gr oder ¥(A4). Denn man hat 
OL 


Og 0*@ ,, ) = Bee G2 Oy Oo ) 
(p da oa 7 YO) ~ na — iy VR Od. Om Ou VY Q); 


woraus, wenn man auf beiden Seiten zum Quadrat erhebt: 
re 1 
a a 
(¥42)° = n? (n — 1)! 
Es ist daher 
1 


~ (Waa) n(n —1)2? V— (P24) (72) 


Der Ausdruck YA ist daher entscheidend fiir das Geschlecht der 
Haupttangentencurve. Man kann ihn die Discriminante der Fliiche 
nennen. Bezeichnet man die Zahl der Riickkehrgeneratricen derselben 
durch 7, die der zusammengeriickten singuliren Erzeugenden durch 2, 
so ist demnach das Geschlecht der Haupttangentencurve 


u 


P=n—3—r—z. 
Man gewinnt daraus die folgenden Zahlen: 
M=N=2(n—1)—r, 
R=6(n—2)—4r—2z2, 
Q=10n—8r—624— 28. 

Von den stationiiren Tangenten Q liegen 2n— 4—2~r in den 
Cuspidalpunkten der Flache, die iibrigen 8 (n — 3) — 6 (r + 2) be- 
ziehen sich auf die Beriihrungspunkte der Curve vierpunktiger Beriih- 
rung. 

Wenn die Fliche zwei linearen speciellen Complexen mit wind- 
schiefen, nicht zusammenfallenden Axen y’ y’ angehdrt, so hat man 
zur Bestimmung einer beliebigen Haupttangentencurve die drei ersten 
Gleichungen (1) und: 


Yry+ev"y=9, Y)=9, 

(y'*) =0, (y”?) =0, 
zu nehmen, in denen @ einen willkiihrlichen Parameter vorstellt, wel- 
cher je eine Haupttangentencurve individualisirt. An Stelle derselben 
kann man, um eine einfachere Lésung als die durch die Gleichungen 
XI. (12) gebotene zu erhalten, das folgende System benutzen, in wel- 
chem w wieder gleich eins zu setzen ist. 
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(y $2) =-1, 
(y ate) — =A, 

(y ~2 ere — @, 
(y a a =i, 
(y'y) =— ea, 
(yy) =—_ @, 

(y?) =0. 


Die Elimination der y aus diesen sieben Gleichungen liefert die 
folgende zur Bestimmung von @: 















0 —lL’ia-—-# PB —Q@H @ 
—1 Ay, Ap Ajyzy Ay OO 0 
A Ay Ay Ay Ay OY 0 
(3) —A Ay Ay. As; A,, 0 0 =0. 


as A,, Ay, A,, Ay, 0 0 
—oa 0 O O O 0 (y'y”) 

0 0 0 QO O (yy) O 
Die A;, sind Functionen 2 (n — 3)" Grades in 4. Bezeichnet 
man die Determinante der A;,, geriindert mit —1 2 —A? A® durch 

A”, so geht (3) iiber in 

A’ (y'y") +2 ea?’ =0. 

Die Determinante A’ ist nach § XI. ein vollstindiges Quadrat, 


wahrend die Determinante A” im Wesentlichen mit A oder YAd iden- 
tisch sein muss. In der That hat man: 


3@ 
oe eas ( 
04 | 
0% g; 
Rosie ) | 
OMOw 
43 
ee E 
n° i 01 eu 
ap ep 
: 01 du oa 9 9) = Gao 0° +43 0 
Vi 0 O 
Vi 0 V0 | 
y 0 0 
| O 0 1 


woraus sich die Beziehung: 
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1 ” 
A=—_—n4 


ergiebt. 

Die sechs ersten Gleichungen (2) geben dann unmittelbar die Co- 
ordinaten y, ausgedriickt durch rationale Functionen von 4 und a, 
wobei 


/¥a = (¥, Yn) 

ol 
und damit die Darstellung aller der developpabelen Flichen, deren Riick- 
kehrkanten die Haupttangenten sind, abhiingig von dem willkiihrlichen 
Parameter 0. 

Die Singularitiiten der Haupttangentencurven sind durch die obigen 
Zahlen fiir M, N, P, R, Q gegeben. Nur beziehen sich jetzt die 
stationiiren T'angenten, welche nicht in die Cuspidalpunkte fallen, paar- 
weise auf die hyperbolischen Erzeugenden 

Windschiefe F lichen n Grades p = 0, welche einem Biischel 
linearer Complexe mit discreten Directricen angehiren, haben also 
4 (n — 3) — 3 (x + 2) hyperbolische Erzeugende. 

Es ist endlich noch der Fall zu erértern, wo die Directricen co- 
incidiren. Die siimmtlichen Haupttangentencurven sind dann gegeben 
durch die Gleichungen: 


ao = (n — 2)? (n — L)?n Yaa p 





0? 
(y Dat =0, 
= ( 
(y & e) ), 
(4) ’ 
7 (y =?) =0, 
(yy) + ev’ y) = 
(y") =(Q. 


wo (y’?) =0, (y’y”) =0. 
In Folge dessen ist fiir jeden Werth von 4 eine der Lésungen von y 
Yi = 71 
Auf jeder Erzeugenden liegt daher nur ein Punkt der Haupttangenten- 
curve. Es ist damit der Satz bewiesen: 

Die Haupttangentencurven der windschiefen Flichen p =O mit zu- 
sammenfallenden Leitlinien sind algebraische Curven vom Geschlechte 
Null*). 

Dasselbe zeigt auch die Untersuchung der Discriminante. Man 
hat nimlich: 

2 2 2 
(Fe tk oe re) =— Oe rd, 
so dass A ein vollstiindiges Quadrat ist. 


*) Cremona a, a. O. 
VIIL. 
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Bezeichnet man mit /, die kleinere der beiden Zahlen, welche die 
Multiplicitiit der beiden unendlich nahen Leitlinien ausdriicken, so ist 
Ordnung und Classe der Haupttangentencurven (Riickkehrgeneratricen 
nicht vorausgesetzt) 
M= N=2(n—1)—k,, 

woraus 

R=2M—2=—4n—6—2k 
Q=4n—10 —2k 


3 
c 

Die windschiefen F lichen ni Grades p =O mit zwei unendlich 

} 

nahen k,- und k,-fachen Leitlinien k, << k, haben 4 10 — 2k, 
hyperbolische Erzeugende. 

Man kann, wie wir zum Schluss noch bemerken wollen, ihnliche 

? ? 

Formeln fiir die Singularitiiten der Haupttangentencurven auch fiir 
windschiefe F'liichen beliebigen Geschlechts, die linearen Complexen an- 
gehéren, aufstellen. 

Die Fliche gehére einem linearen Complex an, ihr Grad sei 

5 I ? ? 
der Grad der Doppeleurve D, die Zahl der Doppel-, resp. Riickkehr- 
ppet-, } 
generatricen d, x. Das Geschlecht der Fliche ist 
2p =(n — 1) (nm — 2) —2d—2r—2D. 

Fiir Ordnung und Classe der Haupttangentencurve ergiebt sich 

demnach: 
M= N=n(n—1)—2d—38r—-2D=2p+2n—2—-Yr. 
Den Rang der Haupttangentencurve bestimmt man auf folgende 


Weise. Die simmitlichen Haupttangenten bilden ein Strahlensystem, 
dessen Ordnung und Classe 


i=3n(n—2)—6d—87r—6D. 


und eine willkiihrliche Gerade z schneiden, schneiden zugleich eine 
zweite Gerade, die conjugirte Polare von z in Bezug auf C. Es bilden 
aber die Haupttangenten, welche z schneiden, eine windschiefe Fliche 
der Ordnung 2%. Der Rang der Haupttangentencurve ist daher: 


R= 6 n(n — 2) — 12d — 16r — 12 D. 


Die Haupttangenten, welche dem linearen Complexe C angehéren 


Das Geschlecht der Haupttangentencurve bestimmt sich aus der 
Formel 
R=2P+2(N—1), 
P=3n(n— 2)—6d—8r—6D—N+1, 
P=4p+n—3—-,r. 


Daraus ergiebt sich die Zahl der stationdren Tangenten 
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Q=3R-—4AN 
= 28p+ 10n —8r—28. 

Ks ist aber die Zahl der singuliren Erzeugenden der windschiefen 
Fliche ferner: 

4p+2n—4-—2r. 

Subtrahirt man diese Zahl von Q, so erhilt man endlich als Zahl 
der Beriihrungspunkte der Curve vierpunktiger Beriithrung mit den Er- 
zeugenden: 

8 (n—3)+6(4p—r). 

Die entwickelten Formeln bleiben auch dann noch giiltig, wenn die 
Fliiche zwei speciellen linearen Complexen mit discreten Axen angehort. 
Solche Flichen besitzen daher 

4(n— 3) +3 (4p —1r) 
hyperbolische Erzeugende. 

Fiir Flichen mit zwei unendlich nahen, k,-, k,-fachen Leitlinien, 
sowie d,r Doppel- und Riickkehrgeneratricen gelten dagegen die folgen- 
den Formeln: 

P= p =kk,—d—r—n+1, 
N=M=2p—r+2n—2—k,, 
Q=10(p—1)+4n—2r—2k,, 


in welchen Q die Zahl der hyperbolischen Erzeugenden angiebt*). 


XIII. 
Developpabele Flichen vom Geschlechte Null. 
Die windschiefe Fliche, deren Erzeugende durch die Gleichungen 


OX; = Gi 
dargestellt sind, ist abwickelbar, wenn je zwei consecutive Erzeugende 
sich schneiden. Es miissen also die beiden Gleichungen: 


(9°) =, 
Op’\ 
(Fr) =0 
Identitaten sein. In Folge dessen hat man die weiteren Gleichungen: 
09) __ Op) __ Op) __ Op 0?) __ 
a) (g 71), ( Fie) => ( Fa) = Gi gat) =O u. 8. w. 


Bei Anwendung homogener Parameter 4 w kann man ihnen noch 
die folgenden: 


*) Inzwischen habe ich die Ordnung der Curve vierpunktiger Beriihrung u. s. w. 
auf einer beliebigen (windschiefen) Fliche n'*t Ordnung bestimmt, worauf ich bei 
einer anderen Gelegenheit zuriickkommen werde. 


3* 
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(B)—0, (» %)—0, (9 H2)=0, ( Z2)—0, 


9 Op 0% Op Op 0° Op 0% 
(2) (5 *\ = 0, ( ==(), (2 )=0, a= 0, 


iu On* Cu Oh Ou ok Ou Ohoéu 


co 7%) 0) cp 0*%\ _¢ yx — ( o* ae 
G: or ? (OT oat ® ats . P aiea 


hinzufiigen. 











Die Gleichungen (1) sagen aus, dass jede Erzeugende von » — 4 
anderen geschnitten wird. Bezeichnet man niimlich mit 4 den Para- 
meter von x, mit 4-+ x den einer zweiten Erzeugenden, welche x 
schneidet, so ergiebt die Gleichung: 


(a pits) =0 = (922) +* (96?) + 2,(9 +595 2)4+ - 


ausser den vier Wurzelu x = 0 noch » — 4 andere, welche sich auf 


die auf x liegenden Punkte on Sani beziehen. Es giebt daher 
eine bestimmte Zahl von Erzeugenden, fiir welche nur »—5 Wurzeln 
dieser Gleichung von Null verschieden sind. Sie sind bestimmt durch 


(952) =0 


und beziehen sich auf die stationiiren und Wendungspunkte der Riiek- 
kehreurve der developpabeln Fliiche. 

Bezeichnet man die Zahl dieser beiden Singularitiiten respective 
durch a, B, so zeigt die letzte Gleichung, dass 

ae+tBpB=2n—8. 

Die Zahlen a, 8 diirfen nicht mehr, wie in den friiheren Betrach- 
tungen einander gleich gesetzt werden, weil eine developpable Fliiche 
im Allgemeinen kein in sich dualistisches Gebilde ist. 

Bezeichnet man den Grad der Riickkehreurve durch M, so ist der 
Rang der Developpabeln 

(n—1)— M. 
Diese Zahl stellt zugleich die Classe des ebenen Schnittes oder 
die Classe der Riickkehreurve vor. Man hat daher: 
M+ N=2(n—1), 
p=” 
R=—n. 
Wir schliessen mit der folgenden Bemerkung. Der developpabeln 
Fliche ist eine zweite Fliche (n — 1)" Grades 
Og; 
ON = 5; 
eindeutig zugeordnet. Aus den Gleichungen (1) ersieht man unmittel- 
bar, dass je drei consecutive Erzeugende derselben: 
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Y, ytdy, yt 2dy+a@y 
von der Erzeugenden x geschnitten werden. Die Fliche y hat daher 
die Riickkehreurve von « zur Haupttangentencurve, ihre Erzeugenden 
schneiden die letztere und verlaufen zugleich in der jedesmaligen 
Schmiegungsebene derselben. Denselben Charakter besitzt aber auch 
jede andere Fliche, deren Erzeugende z durch die Gleichung 


0g; 
02; = aX; + B Da 





oder auch 
CO”; CD; 
94 = a, + b ou 
definirt werden. Die Gréssen a, b kénnen dabei véllig willkiihrliche 
Functionen von 4 sein. Nimmt man sie insbesondere als constant an, 
so hat man den Satz: 

Einer jeden abwickelbaren Fliiche vom Geschlechte Null ne Grades 
liisst sich ein ,, Biischel* windschiefer Flichen n -- 1" Grades von glei- 
chem Geschlechte zuordnen, welche die Riickkehreurve der gegebenen 
Fiche zur gemeinschaftlichen Haupttangentencurve haben. 


XIV. 
Betrachtung einiger bestimmter windschiefer Flichen. 

Auf die in den vorigen beiden Paragraphen entwickelten Vorstel- 
lungen lisst sich eine EHintheilung der windschiefen Flichen p= 0 
begriinden, in welcher die Fundamentalcomplexe eine wesentliche Rolle 
spielen. Wir ziehen es aber vor, von der weiteren Verfolgung der 
allgemeinen Betrachtungen zuniichst absehend, einige bestimmte Linien- 
flichen zu untersuchen, womit denn zugleich die Richtung der linien- 
geometrischen Methoden iiberhaupt genauer bezeichnet werden wird. 


A. Windschiefe Flichen zweiten Grades. 

Sie sind gegeben durch die Gleichungen 
(1) o% =a; +baA+ e727, 
wobei 
(a?)=0, (ab)=0, (X)=0, (b) =—0, (0°)+2 (ac) =0. 

Die Fliche (1) ist ein Hyperboloid, dessen Erzeugende erster Art 
die x sind. Die Fundamentalcomplexe 

a,=0, b=0, go =0 

bestimmen dagegen die Erzeugenden zweiter Art. Stellt man dieselben 
in der Form: 
(2) OY = % + Bie + viv? 
dar, so ist 
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(«B)=9, (*)=0, Bry) =—0, @&)+2(ye)=—0, 
wahrend zwischen den «By, abe die Bedingungen 
(aa)=0, (aB)=0, (ay) =0, 
(3) (ba) =0, (bf) =0, (by) =0, 
| (ca) =0, (eB) , 














(a?) =0 ? 





= Q 


ii 
~ 
> 
S 


stattfinden. 


_ Die Gleichungen (1), (2) vermitteln dies Abbildung simmtlicher 
Erzeugenden der Fliche auf die ebenen Strahlbiischel /, +Ah,, k,-+wh,. 
Das Doppelverhiltniss von vier beliebigen Erzeugenden einer Art x,, 
X_, Z3, Z,, denen die Parameter 4,, 4,, 4,, 4, entsprechen, ist daher 
dasselbe wie das der Strahlen 

ky +4,k,, ky +4,k,, ky +4,h,, ky + Ak, 
also gleich 
i— A, As. 4s Ag 
| ae AD wey es 
Man hat andererseits zwischen zwei Erzeugenden x, 2; die Be- 
ziehung: 


i) 


iQx (UX) = (A; — Ax)? 


ve ? 
woraus, wie schon in § II. gefunden wurde: 
ae y/ Sie) , a8) 
(ez,) (Lay 
Iufolge der Gieichungen (1), (2), (3) ist ferner durch die Glei- 
chungen 


(4 €2; =2;— 0' ¥;— a; — 0' a; b; — 0 Bia (c; —o'y;) a? 
Q e Y ( N é 


ein Hyperboloid gegeben, dessen Erzeugende zweiter Art durch 

(5) &4;° = a;— "yi =a; — 9” a; + (b: — 0” Bi) u+ (a — 0") w 
bestimmt sind, wenn zwischen den Parametern o’o9” die Gleichung 
6) eo SF 
stattfindet. 

Durch eine Gleichung zwischen A und w, etwa f (Au) = 0, wer- 
den die Erzeugenden erster und zweiter Art auf eine gewisse Weise 
mit einander in Beziehung gesetzt. Ist dieselbe vom Grade m, in 
Bezug auf 4, vom Grade m, in Bezug auf u, so schneiden sich die 
zugehdérigen Erzeugenden in einer Curve m, + m,'* Ordnung, welche 
jeder Erzeugenden erster Art in m,, jeder von der zweiten Art in m, 
Punkten begegnet. Den Discriminanten von f in Bezug auf u 4, welche 
in Bezug auf diese Gréssen von den Graden 2m,(m,—1), 2m,(m,—1) 
sind, entsprechend, wird jede dieser Curven 2m,(m,—1) Erzeugenden 
erster, 2m.(m,—1) zweiter Art beriihren. 

Kine bilineare Beziehung zwischen 4, w stellt daher einen auf dem 
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Hyperboloide gelegenen Kegelschnitt vor. Setzt man insbesondere 
4=u, so stellen die Gleichungen (4), (5) eine einfach unendliche 
Schaar von Hyperboloiden vor, welche das gegebene in dem Kegel- 
schnitte 4 =u beriihren. Fiir jedes Hyperboloid hat dabei das Doppel- 
verhiltniss dieser beiden Erzeugenden, die von einem beliebigen Punkte 
des Kegelschnittes auslaufen, zu den entsprechenden Erzeugenden des 
gegebenen den constanten Werth 
b= ~,. 
e \ 
Fiir den besonderen Werth 9’? = — On 
(4), (5) die Gleichung des Beriihrungskegelschnittes, sowie die des 
lings desselben beriihrenden Kegels. 





geben die Gleichungen 


B. Windschiefe Flichen dritten Grades. 

Fiir dieselben ist 

ox; = a; + Ab; + Ae, + Ad;, 
(a7)=0, (ab)=0, (d*)=0, (de)=0, 
(B)42(ac)=—0, ()+4+2(bd—0, 
(ad) + (bec) =0. 

Die Fliiche hat zwei singuliire Erzeugende, bestimmt durch die 

Gleichung 
(b?) + 4 (be)A + 2 (4(c?) + 6 (bd)) =O. 
Dieselben coincidiren, wenn die Discriminante 

, 4 (bc)? — (0?) (d) 
verschwindet. Diesen Fall ausgeschlossen, kann man den Parameter 
4 so gewihlt denken, dass die Werthe 4 0, 4 =o die singuliren 
Erzeugenden selbst darstellen. Unter dieser Voraussetzung bestehen 
die Identititen 
(a?)=0, (ab)=0, (b*)=0, (#)=0, (bd)=0, (de) =0, (ac)=0, 

(ad) + (be) =0. 

Die Fliiche gehért unendlich vielen linearen Complexen an, deren 

Coefficienten y bestimmt sind durch die Gleichungen: 
(ya)=0, (yd) =0, (vec) =0, (vd) =O. 

Der Voraussetzung 4 (bc)? — (b*) (d*) $ 0 entsprechend befinden 
sich unter ihnen immer zwei verschiedene specielle, deren Axen durch 
vy’, vy” bezeichnet werden mégen. Dieselben bilden zwei Leitlinien der 
Fliche, von denen die eine einfach, die andere doppelt ist. Die 
Fliche ist auf ein Tetraeder bezogen, dessen Kanten, zu gegeniiber- 
liegenden Paaren geordnet, ad, bc, y’ y” sind. Die Kante y’, welche 
durch den Schnitt von ab, cd geht, ist die Doppelgerade der Fliche, 
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Die Gleichung ¥44' = 0 des § XI. (5) nimmt die Form 4+ 4, =0 
an. Je zwei Parameterwerthe 4 und —4 bestimmen daher Erzeugende, 
die sich in einem Punkte von y’ schneiden. Bezeichnet man ihre Co- 
ordinaten durch z,x’, so ist x-+ @2’ ein beliebiger Strahl des Bii- 
schels xx’. Soll derselbe gleichzeitig a und c schneiden, so ist 1 — g=0 
zu setzen, wihrend dem Strahle, welcher b und d schneidet 1+ 0—0 
entspricht. Es ist damit der folgende Satz bewiesen: 

Die beiden Erzeugenden, welche sich in einem Punkte der Doppel- 
geraden kreuzen, schneiden die einfache Leitlinie in zwei Punkten, die 
harmonisch sind zu den Punkten, in denen die letztere von den singu- 
liiren Erzeugenden getroffen wird. 


Man hat ferner: 


od, = (ad)ja', 
eb, = (bc) 27, 
Ole =(be)4 , 
od, = (ad). 
Es ist daher 
Ozde — bole =. 


Die Fliche gehirt also nach § 1. einem speciellen Reye’schen Com- 
plexe an. 


Die Haupttangenten derselben sind ferner bestimmt durch die 


Gleichungen: 
da, + Ab,=0, 


by + Acy=0, 
Cy +3ad, = 0. 


Schreibt man dieselben in der Form 





a,=— 4, 
7 b= 32?, 
(7) | « =-—3/ , 
d= 1. 
so ist 
9 a,d, — bycy = 0. 


Die Haupttangenten der Fliche schneiden also das durch die Fun- 
damentalcomplexe gebildete Tetraeder in constantem Doppelverhiltniss. 

Die Gleichung einer beliebigen Haupttangentencurve erhilt man 
nach XII. (5), indem man den Gleichungen (7) die folgenden 


, 


vy =— ea, 
y= @, 
(y?)= 0 


hinzufiigt. Den Werthen 
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(be), 
0 —A' 3A? —3A 1 
—A 0 0 O (ad) 
A” =| 322 0 O (be) 0 | = 16(b0)343 
—34 0 (bc) 0 O 
1 (ad) 0 O a 
entsprechend hat man daher 


sr 2, __ g (v'¥") 43 
(8) o@ (be) 43, 


Unter Voraussetzung dieses Werthes von sind die y die Unter- 
determinanten nach uw; der folgenden Determinante: 
HH My My My Hs Me YO 


3 
@, G@, Gs G a, ag — A 


so dass: 


Die Determinante Q reducirt man durch Multiplication mit 
abcdy' y")=(y'7’) (be)? . 


Dadurch entsteht: 


O (ua) (wb) (ue) (ud) (uy’) (ur’) 


— oe © 0 0 (ad) O 0 
34? 0 0 (be) O 0 0 

Q=, —3A O (bc) DO ODO 0 0 P 
1 (ad) 0 O O 0 0 


— oo 0 O 0 O 0 (y’y”) 
@ 0 0 0 0 (yy) 0 
oder: 


=: | (u y) — 0 (u y’ )| (be) —- (y’ y”) [ a3 (u d) + 3 A? (We) — 3a (u b) _ (wa) | ° 
Es ist demnach: 
Yi = (Yi — i 0) @ (be) — (yy) [43 di + 327% ¢; — 340; —aj). 


Setzt man endlich: 
i= A,? ? 
so wird 











A. 





Voss. 


Js—Sta a” 
6 3 “(7 ¥) 923 
a=—2i, V rt > late 4,29 


und demgemiss 
(10) y—=(yi —eyi’)OA,>— (y,y,,) [Ay8di: + 34,4¢e,—3A,2b;— aj] =; . 

Damit sind die simmtlichen Tangenten derjenigen Haupttangenten- 
curve, welche dem Parameter @ entspricht, als rationale Functionen 
sechsten Grades ausgedriickt. Zu jeder Erzeugenden der windschiefen 
Flache gehéren zwei Tangenten der Curve, diejenigen, welche den 
Werthen 4, und —A, entsprechen. Man kann sich auch leicht davon 
tiberzeugen, dass die Function ~ den folgenden Bedingungen: 

; ' - 
w)=0, (*)=0, @y=0, (v <t)=0, (¥5%)=0 
gentigt. In der Gleichung (10) der developpabeln Fliche der Tangen- 
ten der Haupttangentencurve treten 4,° und 4, nicht auf. Die Tan- 
genten, welche den Werthen 4, = 0, 4, = 00 entsprechen, sind daher 
Riickkehrgeneratricen der developpabeln, d. h. stationiire Tangenten 

der Haupttangentencurve. 

Die Haupttangentencurven der windschiefen Flachen dritter Ord- 
nung sind daher rationale Curven vierter Ordnung und Classe sechsten 
Ranges mit zwei stationiiren Tangenten, welche mit den singulidren Er- 
zeugenden der Fliiche coincidiren*). 

Zugeordnet im Sinne des § XIII. sind der Developpabeln (10) un- 
endlich viele Flichen vierter Ordnung: 


Ow OY, 
11 024; = = : 
( ) _ Ory Cu,’ 
wo 
a (yy) TA Ad 91.2¢, — dz) (y’—y’ 0)1,0 
79 oA, 7 -_— es rat d;-+ 2A, Ci Ji) vi vi Vs" ? 
Ow, ” . 
es = ‘ay’ ay”) 4p 972 ™ i 3 
SS y”) [Ate — 24,70; — a) + 0 vi @)4,°O. 


Die beiden besonderen Flichen 2’ 2” entstehen, wenn man durch 
jeden Punkt der Haupttangentencurve in der Schmiegungsebene der- 
selben die beiden Geraden zieht, welche die beiden singuliren Erzeu- 
genden der windschiefen Fliche schneiden. Der Beweis dafiir ist in 
den beiden Gleichungen 

(dz’) =, 
(az”)=0 
enthalten. 


*) Vgl. Clebsch, Ueber die Steiner'sche Fliche Crelle’s Journal Bd. 67. 
Der rationale Charakter der Haupttangentencurven ist iibrigens eine unmittelbare 
Folge davon, dass die Disctiminante VA = V(¥12)3 (§ XII.) als Radical nur eine 
rationale Function zweiten Grades, d. h, keine wesentliche Irrationalitdt enthdalt. 
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Die Flichen z bilden ein Biischel von windschiefen Flaichen vier- 
ter Ordnung, welches eine sehr merkwiirdige Beziehung zur Fliche 
dritter Ordnung besitzt. Jede dieser F lichen niimlich hat eine Doppel- 
erzeugende, welche den Werthen 

1 
Ay = + Pas k 
entspricht. Alle Doppelerzeugenden dieser Art bilden eine Fliche, 
deren Erzeugende ¢; man erhilt, wenn man in (11) an Stelle von 4, 
diesen Werth substituirt. Es ist daher 


ot; = d; —- ke; +- kb; — 3a; . 


Die von den Doppelerzeugenden gebildete Fliche ist daher iden- 
tisch mit der gegebenen windschiefen Fiche dritter Ordnung. Jede 
der Flichen z gehért ferner unendlich vielen linearen Complexen an, 
welche zwei zusammenfallende Directricen besitzen. Die Coordinaten 
der letzteren sind, wie man leicht sieht: 

ou; = d; + ke; + k?b; + ha; . 
Sie gehéren also ebenfalls der nimlichen Fliche dritter Ordnung an. 
¢ und w sind conjugirte Erzeugende derselben, welche sich in einem 
Punkte der Doppelgeraden kreuzen. Wir fassen diese Bemerkungen 
in dem folgenden Satze zusammen: 

Alle durch (11) dargesteliten windschiefen EF'lichen vierter Ordnung 
besitzen also lauter algebraische Haupttangentencurven vierter Ordnung 
und Classe sechsten Ranges vom Geschlechte Null. Jede Fliche hat eine 
der Erzeugenden der windschiefen Fliiche dritter Ordnung zur Doppel- 
generatrix und die ihr conjugirte zur Leitlinie, welche als Vereinigung 
von zwei Doppelgeraden aufzufassen ist. Fir die beiden Flichen k=0, 
k==ce wird die Doppelgeneratrix zur Riickkehrgeneratrix. 

Wir haben jetzt noch den Fall zu untersuchen, in welchem die 
windschiefe Flaiche zusammenfallende singulire Erzeugende besitzt. 
Unter der Voraussetzung 

4 (bc)? — (5°) (c?) = (0 

fallen aber die beiden Geraden y’, y” ebenfalls zusammen. Die Fiche 
gehort also einem Biischel linearer Complexe mit zwei unendlich nahen 
Leitlinien, von denen eine doppelt ist, an. Wahlen wir den Parameter 
4 so, dass 4 =O der singuliren Erzeugenden entspricht, so ist zu 
setzen : 

(ac)=0, (bc)=0, (cd)=0, (ab)=0, (a*)=0, (b°)=0, (a@’)=0, 

(ec?) ++2(bd)=0. 

Die Flache gehért insbesondere dem speciellen Complexe mit der 

Axe a@ an, welche gleichzeitig singulire Erzeugende und Doppellinie 
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ist. Die Gerade a mag die Axe der (Cayley’schen Linienfliche, ge- 
nannt werden. Man hat ferner: 


0a; = 0 ’ 
ob, = (bd) A’, 
oc. = (2) 2, 
od, = (bd)4i. 
Daraus folgt: 
4b.d,—c,?’ =O. 

Die siimmtlichen Erzeugenden der Fliiche gehéren also einem 
Complexe zweiten Grades an. Da derselbe ein specieller ist, so folgt 
weiter: Alle Erzeugenden der Fiche sind Tangenten eines Hyperboloi- 
des. Die Erzeugenden des letzteren sind dargestellt durch durch 


024; = b; +- Ae; + d;a? . 

Man erhiilt die Gleichung derjenigen developpabeln Fliichen, welche 
zu Riickkehreurven die Haupttangentencurven der Fliiche haben, wenn 
man nach den Vorschriften des § XII. die y als rationale Functionen 
von A ausdriickt. Indessen ist es iiberfliissig, diese Rechuung selbst 
durchzufiihren. Die Theorie der abwickelbaren Flichen vierter Ord- 
nung zeigt niimlich, dass die Gleichungen 

oe a, b. C; .. oe ; 
(12) eM=—{ZtyAt FVP4AGH +H, 
in denen & einen Parameter vorstellt, welcher den Bedingungen 
(kK?) =0, (kd) =U, (ke) =0, (kb) =O, 
13) &, KE, 
_ | 3 (ka) + (bd) = 0 


zu geniigen hat, alle Haupttangentencurven der Fliche reprisentiren. 
In der That kann man leicht verificiren, dass vermége der Gleichungen 
(13) die Flache (12) abwickelbar ist und jede ihrer Erzeugenden drei 
consecutive der Cayley’schen Fliiche schneidet. Die Haupttangenten- 
curven sind also vom vierten Range, dritter Ordnung und Classe, wie 
das auch aus den allgemeinen Formeln des § XII. hervorgeht, es sind 
Raumeurven dritter Ordnung*). 

Zugeordnet sind ferner der Developpabeln (12) alle windschiefen 
Flaichen 


b.. 
= (ka; +- =) + (kb; + ¢)4 + (ke; + 3d;) 4? + (kd; + 4h) i>. 
Da fiir jede derselben (12) eine Haupttangentencurve ist, so sind 
alle Flichen z ebenfalls Cayley’sche Linienflichen dritter Ordnung. 


Thre Axen sind durch den Ausdruck 


*) Vgl. die schon citirte Arbeit von Clebsch Crelle’s Journal Bd. 67 
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es oy + hb dik? + kik! 
gegeben, welcher mit der rechten Seite der Gleichungen (12) identisch 
ist. Man hat daher den folgenden Satz: 

Die Haupttangentencurven der Cayley’schen Fliche dritter Ord- 
nung werden von den Axen zweifach unendlich vicler anderer Cayley’~ 
scher F'lichen dritter Ordnung gebildet, welche mit der gegebenen je eine 
Haupttangentencurve gemein haben. 

Andere specielle windschiefe Fliichen dritten Grades existiren nicht. 


Denn die Bedingung, dass die durch den Ausdruck 


ox; =a, + AbD, + Are; + Vd; 
dargestellte Fliiche eine Doppelgeneratrix erhalte oder abwickelbar sei, 
fiihrt auf das Verschwinden siimmtlicher Invarianten der Fundamental- 
complexe, d. h. auf Kegel oder ebene Curven. 
C. Windschiefe Flichen vierter Ordnung vom Geschlechte Null. 
Ihre Erzeugenden sind gegeben durch die Gleichungen 
o7, =a +bA4+ 64 + dd) + 64! 
unter Voraussetzung der Bedingungen: 
(a?) =0, (ba)=0, (*)=0, (de) =0, 
| 2(ac)+ (3) =—0, Bcc) +) =O, 
(ad) + (be) =0, (be) + (ed) =0, 
2 (ac) + (c?) + 2 (bd) = 0. 
Die windschiefen Flichen vierter Ordnung vom Geschlechte Null 
gehiren immer einem linearen Complexe y, an, dessen Coefficienten 
y bestimmt sind durch die Gleichungen: 


(14) 


(ya) =0, (yb) =0, (yc) =0, (vd) =0, (ve) =O. 

Sie enthalten daher im Allgemeinen eine algebraische Haupttan- 
gentencurve sechster Ordnung und Classe, zwélften Ranges mit zwdlf 
stationiiren Tangenten vom Geschiechte Eins. Von den stationiiren 
Tangenten gehéren vier den Cuspidalpunkten der Fliiche an, wihrend 
die anderen acht durch die Punkte der Fliche hindurchgehen, in denen 
ihre Erzeugenden von der Curve vierpunktiger Beriihrung beriihrt werden. 
Diese letztere ist vom achten Grade, vierundzwanzigsten Ranges vom 
Geschlechte Drei u. s. w.; sie kann zugleich angesehen werden als die 
vierfach zu ziihlende Beriihrungscurve der Linienfliiche der vierpunkti- 
gen Tangenten, deren Grad ebenfalls acht ist. Die Doppeleurve der 
Fliche ist die Raumcurve dritter Ordnung, welche acht Erzeugende 
beriihrt. Die drei Doppelebenen der Fliiche, welche von drei willkiihr- 
lichen Punkten der Doppelcurve auslaufen, schneiden sich in demjenigen 
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Punkte der durch jene drei bestimmten Ebene, welcher das Centrum 
des in der letzteren liegenden dem Complexe y angehérenden Biischels 
ist*). Jede Erzeugende bestimmt mit den vier Cuspidalpunkten der 
Fliche vier Ebenen, deren Doppelverhiiltniss dassetbe ist, wie das der 
vier Punkte, in denen sie selbst von den parabolischen Ebenen der 
Fliche getroffen wird. 

Die Parameter 4, 4, zweier Erzeugenden 2, y, welche sich in einem 
Punkte der Doppeleurve kreuzen, sind durch die Gleichung 

Y (A, a,) = 0 
oder : 
(15) (ac) +(ad) (4, +4,)+ (ae) (a, +-4,)?+ (bd) a, ay + (be) a, Ay (A, +-ay) 
+(ce) 4,7A,?=0 

verbunden. Wir bezeichnen (15) als Gleichung der Doppeleurve. Die 
singuliren Erzeugenden sind durch die Gleichung 
(16) WAA=(ac)+2(ad)A+4(ae)A?+2(be) MB H(bd) 4 +(ce)A4=0 
gegeben, deren linke Seite zugleich das Geschlecht der Haupttangen- 
tencurve charakterisirt. Man wird im Allgemeinen annehmen kénnen, 
dass die Werthe 40, 4 =oo sich auf singuliire Erzeugende be- 
ziehen. Es treten dann zu den Gleichungen (14) noch die folgenden: 
f (ac)=0, (ce) =0, 
| (b?) =0, (d’)=—0. 


? 


(17) 


Es kénnen aber von den singuliiren Erzeugenden auch einige oder 
alle zusammenfallen. 
Die Erzeugende 4 = 0 zihlt fiir zwei singuliire, wenn 
(ad) =O, (ac) =OQU, (ce) =U, 
(b?) =(Q, (bc) =O, (d?)=0. 
Treten zu diesen Gleichungen noch die folgenden 
(be) =0, (ed) =0., 
so gilt auch 4 = oo fiir zwei singuliire Erzeugende. 
Die Erzeugende 4 =O wird dagegen dreifach zu rechnen sein, 


wenn 


(ac)=0, (bd)=0, 4(ae)+ (bd) =O, 
(b*7) =0, (bec) =0, 2 (ce?) + (bd)=0. 
Sie kann endlich vierfach zihlen, wem 
(ac) =0, (ad)=0, 4(ae)+ (bd) =0, (be) =O, 
(b*) =0, (bc) =0, 2 (2) + (bd)=—0, (cd)=—0. 


*) Es ist dies nur ein specieller Fall eines allgemeineren Theorems, welches 
fiir jede einem linearen Complexe angehérige windschiefe Fliche gilt. 
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In den letzteren Fallen ist die Haupttangentencurve immer vom 
Geschlechte Null. Der lineare Complex, welchem die Fliche angehort, 
geht in keinem derselben in einen speciellen iiber. Eigentliche wind- 
schiefe Fliichen der letzteren Art mit vier zusammenfallenden singuli- 
ren Erzeugenden, welche einem speciellen linearen Complexe angehé- 
ren, giebt es iiberhaupt nicht. Denn es wire dann der letzten Reihe 
von Gleichungen noch (ae) 0 hinzuzufiigen, womit zugleich die Flache 
in einen Kegel oder in eine ebene Curve degenerirt. Wir werden da- 
her ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit zwei discrete singulire 
Erzeugende voraussetzen diirfen, denen die Parameter 4 = 0, 4 = 0 
entsprechen. 

An den Umstand, dass die Fliche immer einem linearen Complex 
angehoért, kann man nun eine Classification derselben ankniipfen, welche, 
wie wir jetzt zeigen wollen, zu den nimlichen Resultaten fiihrt, wie 
die Untersuchung, welche Herr Cremona iiber die verschiedenen Ar- 
ten der windschiefen Fliichen vierter Ordnung angestellt hat*). 

In der That gehiren alle F lichen vierter Ordnung p=0, fiir welche 
der lineare Complex ein allgemeiner ist, zur ersten Classe von Cremona. 
Die Fliche wird dagegen einem speciellen linearen Complex angehé- 
ren, wenn die Determinante 

(a*) (ab) (ac) (ad) (ae) 

(ab) (b*) (be) (bd) (be) 

(ac) (eb) (ce) (ed) (ee) 

(ad) (db) (de) (d*) (de) 

| (ae) (be) (ec) (ed) (e?) 
verschwindet. Unter Beriicksichtigung von (14) und (17) geht die- 
selbe iiber in: 
(18) (bd) ((ad) (be) — (ae) (bd)| [2 (ad) (be) + (ce?) (ae)] . 

Die Gleichung der Doppeleurve enthilt die Groéssen 4, 4, nur in 
den Verbindungen 4, + 4,, 4,4,. Sie wird daher in zwei lineare Fac- 
toren zerfallen, wenn ihre Determinante 

2(ac) (ad) (bd) 
(ad) 2(ae) (be) =O, 
(bd) (be) 2 (ec) | 
oder 
(19) (bd) |(ad) (be) — (ae) (bd)| =O 


ist. 


*) Cremona, Sulle superficie gobbe di quarto ordine A. dell’ accademia di 
Bologna t, VIII. 
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Unter Voraussetzung von (19) zerfallt offenbar die Doppelcurve 
in zwei Gebilde niederer Ordnung. Die Gleichung (18) zeigt, dass die 
Fliiche in diesem Falle immer eine Leitlinie, die Axe des Complexes y, 
besitzt. Die Doppeleurve zerfiillt daher in die Doppelgerade » und 
einen Doppelkegelschnitt. Es mag die Bemerkung hinzugefiigt wer- 
den, dass die Doppeleurve sich auch in niedere Gebilde auflésen kann, 
ohne dass die Gleichung (15) sich in lineare Factoren spaltet. Ihre 
Theile bestehen dann aber immer aus algebraisch gleichwerthigen Ge- 
bilden, d. h. aus einzelnen Doppelgeraden. 

Wir betrachten zuniichst den Fall (bd) 0. Die Gleichung der 
Doppelecurve ist dann 


(A, + A,) [(ad) + (ae) (A, + A.) + be (a,4,)| =O. 


Die Parameter einer Erzeugenden, die sich in einem Punkte der 
Doppeleurve kreuzen, sind daher bestimmt durch die Gleichungen: 


4A, +4, =0, 
(ad) + (ae) (A, + A.) + (be) 4,4, = 0. 


Von denselben bezieht sich die erstere auf die Doppelgerade der 
Fliche. Denn zwei Erzeugende x’ x” mit den Parametern 4 und —A: 


0,2; =a, + 4b; + Ae; + Ad; + Ae, 
0,4; = a; — Ab; + AP; — ded; + Me; 
geben 
(20) 0, x; 0,4; = 24 (b; + Ad) b: + ud;. 


Die Fliche selbst ist auf vier gerade Linien a b e d bezogen, von 
denen ab, bd, de sich in den Punkten O, O”, O' schneiden. Die Glei- 
chung (20) zeigt, dass in jeder Doppelebene, welche zur Doppeleurve 
A, + 4, = 0 gehort, ein Strahl liegt, welcher dem Strahlbiischel bd 
angehért, also durch den festen Punkt O” geht. Diese Doppelebenen 
hiillen also einen Kegel zweiten Grades mit der Spitze O” ein, eine 
Eigenschaft , welche die Doppelgerade charakterisirt. Die Gerade O 0’ 
ist ferner die Axe des speciellen Complexes, dem die Iliiche angehdrt, 
stellt also die Doppelgerade selbst dar. Sie ist zugleich die Axe der 
Doppelebenen, welche von den Punkten des Doppelkegelschnittes aus- 
laufen. Die Punkte O, O’ sind zwei Cuspidalpankte der Fliche. 

Die Ebene des Doppelkegelschnittes ist bestimmt durch die beiden 
anderen Cuspidalpunkte, welche aus der Gleichung 

(ad) + 2 (ae) 4 + (be) 22? =0 
gefunden werden, und den Punkt, in welchem derselbe die Doppel- 


gerade O O’ schneidet. Der letztere ist dadurch charakterisirt, dass 
von ihm zwei Erzeugende auslaufen, deren Ebene durch die Doppel- 
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gerade selbst geht. Man bestimmt die Parameter dieser beiden Er- 
zeugenden, indem man in der Gleichung ; 

(ad) + (ae) (A, + 4,) + (be) 4,4, = 0 
4, + 4, = 0 setat, und erhilt 


m (ad) 
A ia (be) ? 
also 
(ad) 
A — * ] (be) i 


Im zweiten Falle 


(ad) (be) — (ae) (bd) = 0 
lost sich die Gleichung der Doppeleurve in die beiden Factoren 
| (ab) (Ay + ds) + (be) yay =O, 
(bd) + (be) (A, + 4,) = 9 
auf. Der zweite Factor stellt wiederum die Doppelgerade vor. Bildet 
man niimlich den Ausdruck 
QO %i — Q2%i = D+ 6; (A, +4.) + di ((a, +42)? — 3a, a.) 

+ ¢ (4; +42) ((a, + ,)? —24, 4), 
so ergiebt sich sofort, dass rechterhand nur eine lineare Function von 
4, 4, vorhanden ist, da 4, + 4, durch eine Constante ersetzt werden ~ 
kann (21). Man kann daher schreiben: 


(21) 


0, Ui — Q.% = a; + BAA, . 
Der Durchschnittspunkt der beiden Geraden «, 6 ist daher wieder 
die Spitze eines Kegels, der von den Doppelebenen gebildet wird, die 
von der Doppelgeraden: 


(bd) + (be) (ay + ay) = 0 
auslaufen. Doppelgerade und Doppelkegelschnitt haben auch hier einen 
Punkt gemein, dessen Erzeugende durch das System von Werthen 4, A, 
dargestellt sind, welches die beiden Gleichungen (21) befriedigt. 

Die Gleichung (19) charakterisirt daher die Fléchen der zweiten 
Classe von Cremona. 

Wenn endlich in (18) 

2 (ad) (be) + (e) (ae) =0, 
so gehért die Fliche einem speciellen linearen Complexe an, wiihrend 
die Doppelcurve nicht in ungleichartige Gebilde zerfillt. Es ist dann 
entweder eine einfache Leitlinie y vorhanden, und die Doppelcurve 
eine Raumeurve dritten Grades, wiihrend die Doppelebenen ein drei- 


faches Ebenenbiischel mit der Axe y bilden — Cremona. VII — 
oder die Leitlinie ist dreifach und die Doppeideveloppable eine Fliche 
dritter Classe — Cremona VIII —. Beide Fille stehen sich dua- 


listisch in der folgenden Weise gegeniiber. Im ersten liegen immer 
Mathematische Annalen, VIII. . 9 
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je drei Erzeugende in einer durch die Leitlinie gehenden Ebene, im 
zweiten gehen sie durch einen gemeinschaftlichen, auf jener Leitlinie 
liegenden Punkt. 

Die Axe des speciellen Complexes kann endlich eine Erzeugende 
der Fliiche sein. Unter der Voraussetzung 
stelle, hat man dann die Bedingungen: 


, dass 4 =O dieselbe dar- 

(a?) =0, (ab)=0, (ac)=0, (ad)=0, (ae) =0 

(e?) =0, (de) =0, (07) =0, (bc) =0, 

2 (bd) + (e)=0, (dd) =0, (ce) =0. 
Die Gleichung der Doppelcurve ist dann 
(bd) + (be) (4, + 4,) =0, 

wihrend zwei der singuliiren Erzeugenden mit der Erzeugenden a co- 
incidiren. 


? 


Je zwei Erzeugende, die sich in einem Punkte der Doppelcurve 
schneiden, liegen dann entweder mit a in einer Ebene, die Doppel- 
developpable besteht aus dem dreifachen Ebenenbiischel a, oder je 
zwei Erzeugende dieser Art gehen durch einen Punkt von a, die 
Doppelcurve besteht dann aus der dreifach ziihlenden Geraden a, wiih- 
rend die Doppeldeveloppable ein Kegel zweiten Grades ist, zu welchem 
ein Ebenenbiischel durch a hinzu zu rechnen ist. Es sind dies die 
Fille, welche bei Cremona durch III und IV bezeichnet sind. Die 
windschiefen Flichen vierter Ordnung p = 0 kénnen auch unendlich 
vielen linearen Complexen angehéren. Dazu ist erforderlich, dass einer 
der Coefficienten der Gleichung (14) eine lineare Combination der an- 
deren vier ist. In allen diesen Fiillen hat die Fliiche zwei Leitgerade, 
alle Haupttangentencurven sind algebraische Curven, deren Tangenten 
sich im Allgemeinen rational durch elliptische Functionen ausdriicken 
lassen. Es ergeben sich nun die folgenden Fille: 

1) Die Fliche hat eine Doppel- oder Riickkehrgeneratrix. Um die 
Doppelgeneratrix in Evidenz treten zu lassen, nehmen wir an, dass 
die Parameter 40, 4 oo sich auf dieselbe beziehen. Die Glei- 
chung der Fliche ist dann: 


on; =a +bA+ Ga + dA + aja’, 


wiihrend: 
(a?) = ?, (ab) = 0, (ed) = () : (ad) == (), (be) =O, 
(b?) + 2 (ac) =0, 
(2) +20d =0, 
(d*) + 2 (ac) =0. 
Die beiden Leitlinien y’ y”, welche die Doppelcurve vertreten, 
sind bestimmt durch 
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(22) (?)=0, (ya)=0, (yb) =0, (ye) =0, (pd) =0. 
Beide sind discrete Doppellinien der Fliiche, so lange die Deter- 
minante von (22) nicht verschwindet. Die Fliiche hat vier Cuspidal- 
punkte, bestimmt durch die Gleichung: 
Wad = ac(1+ at) + (bd 2 =0. 


Den Rang der Haupttangentencurven bestimmt man durch die 
Zahl. ihrer Tangenten, welche eine willhiihrliche Gerade z schneiden, 
d. h. indem man das Eliminationsresultat der Gleichungen 


(v2) —0, YSe)=0, W%2)=0, 


(yz) = 0, yr’ +e(yr") =), 
(y*?) =0 


bildet. Man erhiilt damit eine Controle fiir die Formeln des § XII, 
welche ebenfalls den Rang bestimmen. Es ergiebt sich so: 

Die Haupttangentencurven auf den windschiefen lichen p = 0 
mit Doppelgeneratrix sind vom Geschlechte Eins, sechster Ordnung und 
Classe, zwilften Ranges, mit zwolf stationiren Tangenten, von denen 
vier in die Cuspidalpunkte der Fliche fallen. Die Fliche hat daher 
vier hyperbolische Erzeugende. 

Die Parameter der letzteren bestimmt man auf folgende Weise. 
P Damit die Gleichungen: 

3a 3 a3 3 
(y “*)=0, (y ate =0, (y Zar oi —=0, (y oa); (y2) =0, 
oder 


(23) 4a,+4b,=0, 3b,+2¢,A=0, 2¢,4+3Ad,=—0, d,+4a,A4=—0 


unendlich viele Werthe von y zulassen, miissen die sechs Gleichungen: 


wu, (4a;+ 0:4) + w, (8b; +264) + w,(264+34d) + uw, (d+ 44;4)=0 

bestehen kénnen. Dies fiihrt auf das Verschwinden einer Determinante 
von vier homogenen Gleichungen fiir die Coefficienten w, welche man 
erhilt, wenn man die letzteren Gleichungen mit a; b; ¢; d; multiplicirt 
und nach ¢ summirt, d. h. auf die Bedingung: 
0 A 1 0 
(b2)A 3(b*) B(bd)A (bad) 
, 4(ac) 2(2)4 2(2) 4(ac)a | ~’ 
(bd)d& 3(bd) 3B(d*)A — (d?)’ 


welche reducirt die Gleichung 


A‘ == | 


liefert. Ks ist iibrigens von vornherein evident, dass die Gleichungen 


(23) fiir die Werthe 








9* 
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Aempl, dei 
nur drei von einander wesentlich verschiedene darstellen. Diese Fli- 
chen bilden die fiinfte Classe von Cremona. 


Von den Flaichen der fiinften Cremona’schen Classe sind nicht 
wesentlich diejenigen verschieden, welche eine Riickkehrgeneratrix und 
zwei discrete Leitlinien besitzen. Aber in Ausehung der Haupttan- 
gentencurven und der hyperbolischen Erzeugenden zeigen dieselben 
ganz andere Kigenschaften, wie wir jetzt nachweisen werden. 

Die Gleichung der Flichen mit Riickkehrgeneratrix @ kann in der 
Form 

ox; = a, (1+ A) + 6a? + da? + eA! 
geschrieben werden, wihrend 
(a7)=0, (e)=0, (de) =0, (ac)=0, (ad)—0, 
2 (ce) + (d*) = 0, 
2 (ae) + (c) = 0, 
(ae) + (ed) =0, 2 (ed) = — 2 (ae) = (c*). 


Man kann zu diesen Bedingungen noch (d*) = 0, (ec) = 0 hinzu- 
fiigen. Die Filiiche hat zwei singuliire Erzeugende, von denen die 
eine dann dem Werthe 4 —oo entspricht. Sie ist auf die drei Gera- 
den a, d, e bezogen, d wird von a und e geschnitten. Durch den 
Cuspidalpunkt e, d geht die eine Leitlinie y’, durch den Punkt (ad) 
die andere. Zu den vierpunktigen Tangenten gehdren zuniichst die 
Linien, welche den drei Complexen 


= (0) 


a, == O d, =(Q, ty 


y ? 
gemeinschaftlich sind. Dieselben bilden aber kein Hyperboloid, son- 
dern zwei ebene Biischel, von denen das eine die Gerade ay’, das 
andere ay” enthilt. Die Riickkehrgeneratrix ist daher keine eigent- 
liche hyperbolische Erzeugende, vielmehy hat die Fiche nur die Erzeu- 
gende 2 = — 4 zur hyperbolischen. 

Zur Untersuchung des Geschlechtes der Haupttangentencurven ist 
der Ausdruck YAA zu bilden. Da derselbe den Werth 

(ed) 44° (24+ 1) 
annimmt, so sind die Haupttangentencurven rational. 

Man erhilt ferner als Rang derselben. die Zahl 8. Sie sind daher 
rationale Curven fiinfter Ordnung und Classe achten Ranges, mit vier 
stationdren Tangenten und sechs scheinbaren Doppelpunkten. 

Wir kehren jetzt wieder zu dem allgemeineren Falle einer Doppel- 
generatrix zuriick, Die beiden Doppelgeraden y’ y” werden coincidi- 
ren, wenn die Determinante 
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0 QO (ae) O 

0 (b*) O (bd) 
(ac) 0 (ce) O 

0 (bd) 0 (a) 


oder: 
be (ac)? ((b®) (a2) — (bd)?) 
verschwindet. Es sind demnach wieder zwei Faille zu unterscheiden. 

Wenn erstens 

(b*) (d#?) — (bdr = 0, 
(bd) = + (0). 

Unter VoraussetZung des positiven Zeichens ist die Gleichung der 

Doppelcurve 


so folgt 


(4,4, — 1)? =0. 


Die beiden Erzeugenden x’ x”, welche sich in einem Punkte der- 
selben kreuzen, sind daher: 


0,2 =a +b0A+¢VM4+44 + 4,4," 
0,4 =aA+bA+6¢M+dA+ a. 


Daraus ergiebt sich 


, , 


Q Xi — Q% a =b—d. 


r Die Doppelebene enthilt daher immer den festen Strahl 6 — d, 
welcher zugleich die allen linearen Complexen, denen die Fiche an- 
gehért, gemeinschaftliche Leitlinie bildet. Die F'ldche besitzt daher die 
Doppelgeneratrix a und zwei dieselbe schneidende unendlich nahe Doppel- 
geraden b — d, welche immer mit den beiden sich auf ihnen kreuzenden 
Evrzeugenden in einer Ebene liegen. Von den vier hyperbolischen Er- 
zeugenden 
A=+1, A=+i 

sind die beiden ersten zu singuliren Erzeugenden geworden. Die Haupt- 
tangentencurven sind daher rationale Curven vierter Ordnung und Classe, 
sechsten Ranges mit zwei stationiren Tangenten. 

Diese Fliichen bilden die sechste Classe bei Cremona, es sind 
dieselben, auf welche schon oben bei Betrachtung der Haupttangenten- 
curven der windschiefen Fliche dritter Ordnung aufmerksam gemacht 
wurde. 

4 Ist dagegen zweitens: 





(ac) =0, 
also 
(b?) =0, (d?) =(, 
so coincidirt die Doppelgeneratrix mit den beiden unendlich nahen 
. Leitlinien. Die Fliche hat dann vier hyperbolische Erzeugende, thre 
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Haupttangentencurven sind fiinfter Ordnung und Classe, achten Ranges 
mit vier stationdiren Tangenten (Cremona X). 

Auch die Fliche mit Riickkehbrgeneratrix kann unendlich nahe 
Leitlinien erhalten. Dabei treten zwei Fille auf, die den eben behan- 
delten analog sind. Im ersten vereinigt sich die hyperbolische Erzeu- 
gende mit der singuliren, die Haupttangentencurven sind dann Raum- 
eurven dritter Ordnung, im zweiten ist die Riickkehrgeneratrix wit 
den Leitlinien vereinigt und noch eine hyperbolische Erzeugende vor- 
handen, die Haupttangentencurven sind rationale Curven vierter Ord- 
nung und Classe, sechsten Ranges mit zwei stationiiren Tangenten. 

2) Die Fliiche enthélt keine Doppelerzeugende. Von den beiden 
Leitlinien ist dann die eine dreifach, die andere einfach (Cremona IX). 

Wir erhalten demnach die folgende Uebersicht iiber die windschie- 
fen Fliichen vierter Ordnung vom Geschlechte Null: 

A. Die Fliche gehirt einem linearen Complexe an. 
1) Der Complex ist allgemein Cremona I, 
2) der Complex ist speciell. 
a) Die Doppeleurve zerfallt in ungleichartige Gebilde, Cre- 
mona II. 
b) Die Doppelcurve zerfallt nicht oder in gleichartige Ge- 
bilde, Cremona VII, VIII. 
c) Die Axe des speciellen Complexes ist Erzeugende der 
Fliiche Cremona IIT, IV. 
B. Die Fiche gehort unendlich vielen linearen Complexen an. 
1) Das Complexbiischel hat discrete Directricen: 
a) Flichen mit Doppel- oder Riickkehrgeneratrix, Cre- 
mona V, 
b) Fiche ohne Doppelerzeugende, Cremona IV. 
2) Das Complexbiischel hat zusammenfallende Directricen. 
a) Fliche mit Doppel- oder Riickkehrerzeugenden, welche 
nicht mit den beiden unendlich nahen Leitlinien coin- 
cidirt, Cremona VI. 
b) Fldche mit Doppel- oder Riickkehrgencratrix, welche mit 
den beiden Leitlinien coincidirt, Cremona X. 
Der Vollstiindigkeit halber sei hinzugefiigt, dass die windschiefen 
Flichen vierter Ordnung vom Geschlechte Eins durch den Schnitt dreier 
Complexe erzeugt werden, von denen der erste zweiten Grades, die 
beiden anderen linear sind. Man hat daher zwei Classen dieser wind- 
schiefen Fliichen zu unterscheiden, je nachdem die Directricen der bei- 
den linearen Complexe verschieden sind oder zusammenfallen, wie dies 
auch Herr Cremona gethan hat. Die Haupttangentencurven der ersten 
Classe sind algebraische Curven vom Geschlechte Acht, achter Ordnung 
und Classe, vierundzwanzigsten Ranges, mit vierzig stationiiren Tan- 
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genten, von denen sich acht auf die singuliren, die iibrigen zweiund- 
dreissig auf die sechzehn hyperbolischen Erzeugenden der Flache be- 
ziehen. Die Haupttangentencurven der zweiten Classe sind vom Ge- 
schlechte Eins, sechster Ordnung und Classe, zwélften Ranges mit 
zwolf stationiren Tangenten, von denen die zwélf hyperbolischen Er- 
zeugenden der Fliche entsprechen. 

Die abwickelbaren Flichen vierter Ordnung (vom Geschlechte Null) 
besitzen, da sie ebenfalls einem linearen Complexe angehéren, eine in 
sich dualistische Riickkehrcurve. Die letztere kann daher nur die Raum- 
curve dritter Ordnung sein. Zugeordnet sind diesen Flichen Cay- 
ley’sche Linienfliichen dritter Ordnung, welche die Riickkehreurve zur 
Haupttangentencurve haben. Diese Beziehung ist es, vermége der man 
in den Stand gesetzt ist, den Ausdruck XIV, (12) fiir die Haupttan- 
gentencurven der Cayley’schen Fliche dritter Ordnung ohne weitere 
Rechnung hinzuschreiben. 

Ks ist ersichtlich, wie man in der bisher eingeschlagenen Richtung 
weiter gehen kann. Die windschiefen Fliichen fiinfter Ordnung p—O 
wiirden zuniichst in drei Classen zerfallen, allgemeine, die einem linea- 
ren Complexe nicht angehéren, zweitens Flichen eines linearen Com- 
plexes, endlich Flichen, die unendlich vielen Complexen angehdren. 
Man iibersieht ohne Weiteres, wie jeder dieser Fille wieder eine Reihe 
besonderer einschliesst. Endlich treten noch abwickelbare Flichen 
auf, ihre Kiickkehrcurven sind vierter Ordnung und Classe. Dieselben 
siud zugleich Haupttangentencurven der ihnen zugeordneten Flachen 
vierten Grades, gehéren aber nicht zur Classe der vorhin behandelten 
Haupttangentencurven, da die Fliche fiinfter Ordnung einem linearen 
Complexe im Allgemeinen nicht angehért. 


Gottingen, 6. Februar 1874. 








Ueber geometrische Deutung algebraischer Formen, die in der 
Theorie der Curven dritter Ordnung auftreten. 





Von S. GuNDELFINGER in Tiibingen. 


Die algebraische Theorie der terniiren cubischen Formen ist in der 
letzten Zeit durch Gordan vermége Aufstellung der 34 Grundformen 
eines vollstiindigen Systems in hohem Grade geférdert worden. Nicht 
das Gleiche lisst sich in geometrischer Hinsicht sagen, indem von die- 
sen Grundformen nur sehr wenige eine geometrische Deutung erfah- 
ren haben. 

Bei Bestrebungen nach dieser Richtung etwas weiter zu kommen, 
gelingt es zwar bald, fast fiir siimmtliche Formen entsprechende geo- 
metrische Siitze aufzufinden; jedoch haben dieselben grésstentheils we- 
gen ihrer Complicirtheit einen zweifelhaften Werth. Nur einige wenige 4 
Ergebnisse sind einer verhiltnissmiissig einfachen Fassung fihig 


g, und 
deren Mittheilung bildet den Gegenstand des Folgenden. 


. 1. 
Definitionen. 


Wir stellen in diesem Paragraphen die Definitionen der hier vor- 
kommenden Formen kurz zusammen, indem wir uns dabei vollkommen 
der von Clebsch und Gordan in Band VI. dieser Annalen §. 436 ff. 
eingefiihrten Nomenclatur anschliessen. 

Die evidente Zwischenform u,z, + u,2%, + u,x, bezeichnen wir 
wie immer mit u,. Bedeutet ferner f die terniire cubische Grundform 
der drei Verinderlichen x,2,%,, und setzt man: 

i=47, fete 6, k=1,2,3) 


> G 9 &» ? 
Ox; * OX; OX, > 


so ist die Hesse’sche Determinante 
A=62 + fis fools: . 


Nennt man F;, den Coefficienten von f;, in der Determinante 
= + fi; foo fg, 80 ist die einfachste Zwischenform 
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ot 2 ae Pa? 
0 = 2 (Fu? +2 Fu +--+ Fy,u,*) 
» 2 _- 2 
= 6,2? + 20,,2,4, +--+ 95,2,’, 
aus der die beiden andern H und K vermittelst der Gleichung 
os 2? ¢ 2 
O,-4ag = O42 x4H+ aK 
abgeleitet werden. 
Die zur Berechnung der Contravarianten = und T, sowie der In- 
varianten S und 7 geeignetsten Definitionen sind: 
§ Lite = Oy; (foo Mg” + fg3 tte” — 2 [05 Ue Us) 
€ J e 
+ 2 Oy, (fis Motls + fog Hy Ug — fog Uy Mp — fyotts?) +++ -, 


widens On Fae +2 On saga t + ss 
Su,’ = 12 (9;, Fi +2 - pes Fo + A + O53 Fy3) ? 
_ a2 2A iA 
9 Pe 0 co” : 
12 Puts Cu? cx +2 OU, OU, 02,02, | 


era 
c= 0x; 0x, 
x= + A,,d,,4,,, so kann man als fundamentale Covariante sechsten 
Grades 


ezeichnet sodann V;; den icienten von in 
B hnet sodann V;, d Coefficiente A 


4 = (Pr V3 + 253 Von — 2 Pgs Vos) &,? ++, 
oder besser die Brioschi’sche Combinante einfiihren: 
; Tf 
y — 3 } oa 12 > 
welche die Gleichung erfiillt: 


Uappaa =v (xt — Std? — 4 Tra? — 5 ar? = yG@2(xd). 


Von Zwischenformen, die im Folgenden pene werden, erwih- 
nen wir noch: 


NT —— of CM x. 
N $2 55, om, 32 
Ce ON 


3 9 


N=4$2+ 


- OU, OU> 

» 00 0% 

A=—125 +4 Tu, = Aya, + Ayr, + Aga; , 
; Om, OU; moe 

AS) oT 


0x; OU; 


a S a . 
M=—}2 Gy Ee = M2, + My 2%, + Mg 2s , 
t 


, 090 dA 
L=12 ta ta ay Sfutz , 


M= —4125ER + + (2 Tf+ Sd). 
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§ 2. 


Ueber die Combinante y. 
Fiir die kanonische Form von /: 
f=a(+y+ 2)+ 6 bays 
ist w von der Gestalt: 
2 = (a! + 8 ab)? {(23 + y® + 2°)? — 12 (ay? + a 28 + y>z)} 
= (a'+ 8 ab’)? : y® +25 — 10y>23 + 2 (a3 — 10y> — 102°)! . 
Hieraus folgt, dass die sechs Geraden 
y® + s® — 10 yz = () 
die Curve # = 0 in deren Schnittpunkten mit «= 0 dreipunktig be- 
riihren, d. h.: 
Die 72 Wendepunkte der Brioschi’schen Curve » =0 sind 
deren Schnittpunkte mit den 12 syzygetischen Geraden des Biischels 


xf+AaAQ=0. Sechs Wendetangenten, deren Beriihrungspunkte auf 


einer Seite eines syzygetischen Dreiseits liegen, schneiden sich in der 
gegeniiberliegenden Ecke des letzteren und bilden zwei Tripel, deren 
jedes mit den beiden iibrigen Seiten des Wendepunktsdreiecks ein cyklisch 
projectivisches System bildet*), 

Eine weitere Beziehung der Brioschi’schen Curve zu den syzy- 
getischen Geraden liegt in dem Satze: 

Durch jeden Wendepunkt der Grundcurve (f =) gehen 4 syzy- 
getische Gerade, welche auf drei verschiedene Arten in Gruppen von 
zwet Strahlenpaaren zerlegt, drei quadratische Involutionen erzeugen. 
Die Doppelstrahlen dieser Involutionen beriihren ~ =O und die sechs 
harmonischen Curven des Biischels xf + A4& = 0 in denselben, auf der 
sugehirigen harmonischen Polare gelegenen Punkten. 

Der Beweis dieses Theorems, soweit es sich auf y= 0 bezieht, 
ist,eine unmittelbare Folge der Formel: 


16 y= (a'+8ab*)? {82°~— 2023 (y+z)* —(y+ 2) 

+3(y—z)? 3y'+3 24+ 8y3 2+ 82y>+ 18 y?2? 2023 y—202%2)} , 
indéem y—2z=—O0 die zum Wendepunkte (x =—0, x+y+2=0) 
gehorige harmonische Polare, und 8 2° — 20 2° (y+-2)® — (y+2)®=0 
die drei betreffenden Doppelstrahlenpaare darstellt. Der tibrige Theil 
des Satzes ergiebt sich entweder aus dem Ausdrucke Bioschi’s fiir 


das Quadrat von 2 +- of OA cy *) 


x , oder aus dem bekannten Zu- 
O02, 0%, O25 


*) Die Wendepunkte sind also algebraisch bestimmbar. 
**) Vgl. Clebsch und Gordan in Bd. I. dieser Annalen §. 72. 
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sammenhange zweier Curven eines harmonischen Curvenpaares, wo- 
nach die eine die Hessiane der andern ist, und wonach also jede 
Wendetangente der einen Curve stets die andere noch in einem auf 
der zugehérigen harmonischen Polare gelegenen Punkte einfach be- 
riihrt*). 

Ohne Zuhiilfeuahme der kanonischen Form kénnte das _ letzte 
Theorem auch auf folgendem, iiberdies zu einem neuen Ergebnisse 
fiihrenden Wege bewiesen werden. 

Nach der oben gegebenen Definition der Covariante z gelten iiber 
dieselbe die Siitze**): 

Die Wendetangenten von f= 0 beriihren die Curven y= 0 und 
A =) in denselben neun, auf den harmonischen Polaren gelegenen 
Punkten. Von jedem Punkte der Curve y= 0 lassen sich an dessen 
conische Polaren in Bezug auf f= und A=O harmonische Tan- 
gentenpaare legen. 

Erwiigt man nun, dass fiir irgend eine Wurzel 


T (xa) =0: 


“x . 
, der Gleichung 


wy G (x A) == 3 Nef+idy 


dass also fiir jede der sechs harmonischen Curven die Covariante 4 mit 
der Brioschi’schen Combinante ~ zusammenfillt, so steht diese letz- 
tere zu den sechs harmonischen Curven nicht blos in der schon oben 
dargelegten Bezichung, sondern auch noch in der weiteren: 

Von jedem Punkte der Curve » =0 lassen sich an dessen conische 
Polaren in Bezug auf zwei zusammengehirige harmonische Curven des 
Biischels xf + ~A& =O harmonische Tangentenpaare legen, und um- 
gekehrt. 

Der Combinante ~ steht reciprok gegeniiber die Contravariante 


RY ws 


o——2F+7P— Ss1+ Fm, 


welche fiir die kanonische Form von f die Gestalt hat: 


 =6 (at + 8ab3)! {2(U,3 + U,' + U;')? 
— 24(U;3 U,' + U,*U,3-+ U,3 U,°)} ; 
Indem man auf dieselbe das gleiche Raisonnement wie auf w an- 
wendet, ergeben sich die Siitze : 
Die 72 Riickkehrtangenten der Curve ® = 0 gehen durch die zwolf 
Eicken der syzygetischen Dreiseite. 
Sechs [iickkehrpunkte, deren Tangenten sich in einem Scheitel eines 


*) Clebsch in Bd. 57 des Borchardt’schen Journals 8. 239. 
**) Vgl. Salmon, Héhere ebene Curven, bearbeitet von Fiedler, S. 248 
— 249. 
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syzygetischen Dreiecks schneiden, liegen auf der gegeniiberliegenden Seite 
des letateren und bilden zwei Tripel, deren jedes mit den beiden iibrigen 
Scheiteln ein cyklisch projectivisches System bildet. 

Auf jeder harmonischen Polare liegen vier Scheitel der syzygeti- 
schen Dreiecke, welche auf drei verschiedene Arten in Gruppen von 
zwei Punktepaaren zertheilt, drei Involutionen erzeugen. In den Dop- 
pelpunktepaaren dieser Involutionen werden ® =O und die harmoni- 
schen Curven der Schaar xX + 2T =O von denselben durch den zuge- 
hdrigen Wendepunkt gehenden Geraden beriihrt*) ete. ete. 


Ueber die Formen T und ST — 7°. 


Vermége der im ersten Paragraphen gegebenen Definition fiir T 
hat man sofort das Theorem: 
Jede Gerade, deren Polarkegelschnitt in Bezug auf = und deren 
Poloconik (9 = 0) conjugirt**) liegen, beriihrt T = 0, und umgekehrt. 
Aus der Gleichung 
ef FS = $82 


OX; OX, CU; OU, 


und aus dem bekannten Satze iiber die Poloconik einer Tangente 
von ~***) lisst sich ferner ohne Miihe der Satz ableiten: 

Die Tangenten der Hessiane A=O0 in zwei conjugirten Polen x 
und & sind harmonische Polaren des Polarkegelschnitts der Geraden xé 
in Bezug auf T = 0. 

Nennt man sodann @;; den Coefficienten von 0;, in 2 +-0,,9,, 0,5 
und setzt 

H = Hy? + 2 Hypo %_ + + + + Hy3¢5", 
so ist bis auf einen Zahlenfactor der Ausdruck 
B, Hi), + 2 F1.H,. s: 955 Hs; 
identisch mit XT, was den Satz liefert: 

Die Curve T = 0 wird eingehiillt von allen Geraden, deren nicht- 
zerfallende Poloconiken Systeme harmonischer Polaren ihrer H-Curven +) 
beriihren. 


*) Diese 54 Geraden sind offenbar mit den bei der Curve w auftretenden 
identisch. 
**) Ich adoptire hier die Bezeichnung von Rosanes in Bd. VI. dieser An- 
nalen 8. 265, 
***) Vgl. Durége, Curven dritter Ordnung, Art. 526—528, 
+) H=0 ist offenbar der Ort aller Punkte, deren conische Polaren in Bezug 
auf f und A die Gerade uw, = 0 harmonisch schneiden. 
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Kine wichtigere Rolle als die Form T spielt bekanntlich die Aron- 
hold’sche Conjugirte T= 7£— ST. Die fundamentale Gleichung 


I R? : , ‘ : 
A™ = =< zeigt, dass TT und = in derselben Beziehung zu einander 


stehen wie die Grundeurve f und deren Hessiane A, und dass man 
also siimmtliche Kigenschaften iiber das gegenseitige Verhalten der 
letzteren in solehe der ersteren (TT und £) umsetzen darf. So hat man 
beispielsweise : 

Der Beriihrungspunkt einer Tangente der Cayley’schen Curve ©=0 
ist gleichzeitig der Pol ihrer conjugirten Tangente in Bezug auf die Aron- 
hold’sche Curve TT = 0. 

Die Spitzen der Aronhold’schen Curve Ti = 0 sind die 9 Punkte, 
in welchen die Hessiane A =0 und die Cayley’sche Curve X =O sich 
beriihren. 

Da ein Paar conjugirter Pole auf der Hessiane zu dem Kegel- 
schnittgewebe a an - 

1 dus a +% + % ou; caaled 
gehért, so besteht: 

Die acht Seiten zweier vollstindiger Vierseite, deren Paare von 
Gegenecken conjugirte Pole der Hessiane A =O sind, beriihren einen 
bestimmten Polarkegelschnitt der Contravariante TT. 

Alle diese durch Uebertragung gewonnenen Sitze, deren Zahl 
noch beliebig vermehrt werden kénnte*), definiren jedoch TIO nicht 
als Einhiillende einer verinderlichen Geraden. 

Ih dieser Hinsicht gilt das charakteristische, allerdings complicirte 
und nur in Ermangelung eines besseren hier mitgetheilte Theorem: 

Es giebt drei Curven des syzygetischen Biischels xf + 4A =0, fiir 
welche irgend eine Tangente der Curve TI = 0 den Theil einer conischen 
Polare bildet. Das Tripel Tangenten dieser Curven in irgend einem 
Wendepunkte (w) und das Tripel der von w an f =0 gezogenen Tan- 
genten bestimmen eine cubische Involution, deren vier Doppelstrahlen 
diquianharmonisch sind. 

Der Beweis ergiebt sich sofort aus der Bemerkung, dass die ein- 
fachste simultane Invariante**) der beiden in x und A biniren ecubi- 
schen Formen 


Arm Ax + y fea t+(Tf— Pat + (Bl 54), 


Q 9 2 Ss 9 2 .] S 
Lea Ee + BTA + SEea? + (STE — ST)a 





*) Vgl. meine Arbeit in Band IV. dieser Annalen 8. 144. 
**) Vgl. meine Note iiber zwei simultane biniire cubische Formen in Band VII. 
dieser Annalen. 
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identisch mit der Combinante 
A (TZ —S8T)+/(7T—= 5), 
also fiir f= 0 identisch mit ATI ist. 


§ 4. 
Ueber die Zwischenform N. 

Die geraden Polaren irgend eines Punktes # in Bezug auf das 
Biischel xf + 44 = 0 schneiden sich in einem und demselben Punkte, 
dessen Gleichung in veriinderlichen Liniencoordinaten 1; 

r . Of oh 
N=424+2 “4, =0 


Oa, Oa, 3 ’ 

und welchen man den zu x conjugirten Pol des Biischels nennen kann. 
Betrachtet man umgekehrt in N =O die wu; als gegeben und die 2; 
als veriinderlich, so stellt diese Gleichung eine Curve vierter Ordnung 
dar, welche Eigenschaften besitzt, vollkommen analog denen des Polar- 
kegelschnitts einer gegebenen Geraden in Bezug auf ein Kegelschnitt- 
biischel*). 

Die Curve N = 0 ist der geometrische Ort aller Punkte, deren 
conjugirte Pole (in Bezug auf das Biischel xf + A4& = 0) auf der Ge- 
raden u, =O liegen. Insbesondere geht dieselbe durch die zwilf Schei- 
tel der syzygetischen Dreiecke, durch die vier Punkte, in welchen die 
Gerade u, von Curven des Biischels xf + 44 = 0 beriihrt wird**) 
und durch die vier Pole dieser Geraden in Bezug auf die syzygetischen 
Dreiecke. Jede Seite (s) eines solchen wird von N =O ausser in dem 
Scheitelpaar noch in zwei zu diesen harmonischen Punkten geschnitten, 


niimlich in den harmonischen Mitteln zweiten Grades fiir die drei auf 


s gelegenen Wendepunkte in Bezug auf den Schnittpunkt von s und uz 
als Pol. 

Endlich trifft N = 0 jede Curve xf+A44Q=0 im den Berih- 
rungspunkten der Tangenten, welche sich an die letztere von deren 
Schnittpunkten mit der Geraden uz, = 0 legen lassen. 

Die Beweise dieser Siitze sind iiberaus naheliegend und kénnen 
daher iibergangen werden, ebenso wie die reciproken HKigenschaften 
der Curve N = 0. 


Ueber die Zwischenformen A, M, Z und ™. 


Betrachtet man in A die u; als die Coordinaten einer gegebenen 
Geraden und die 2; als veriinderliche Punktcoordinaten, so stellt A=0 


*) Vgl. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte 1873, 8. 495; Steiner-Schréter, 
Kegelschnitte, § 46. 
**) Diese vier Beriihrungspunkte liegen stets iiquianharmonisch, 
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eine Gerade dar, deren geometrische Bedeutung durch den Satz ange- 
geben wird: 

Die Gerade u, = 0 trifft f=0 in drei Punkten, deren Tangen- 
tialpunkte auf der Geraden A = 0 legen. 

A =O ist also die ,Begleiterin* der Geraden u, =—0*). Elimi- 
nirt man niimlich aus 

FY Y2Ys) = 9, ty=9, LY) +L 2) % +F Ys) % =O 
die y;, so erhilt man das Product der. drei Tangenten an die Grund- 
curve f in deren Schnittpunkten mit «, — 0 nach einer kleinen Rech- 
nung**) in der Gestalt: 
fF — Au,* =9; 

hieraus folgt, dass die Schnittpunkte dieser drei Tangenten mit f= 0 
auf A =O liegen. 

Aus der Identitit 


A = G(x) (nA + 2M) 


xf+id 
folgen die beiden Theoreme: 

Die Gerade u, = 0 trifft die Hessiane & =0 in drei Punkten, 
deren Tangentialpunkte auf der Geraden M = 0 liegen. 

Die Begleiterinnen der Geraden uz, = 0 in Bezug auf das Curven- 
biischel xf + AA =O bilden einen zu diesem projectivischen Strahlen- 
biischel. 

Betrachtet man ferner in der Gleichung fF’ — Au,? =O die 2; 
als corfistant und die «; als verinderlich, so stellt dieselbe das Pro- 
duct der sechs Beriihrungspunkte der vom Punkte # an f gezogenen 
Tangenten dar. Man hat also: 

Von jedem Punkte x der Ebene gehen sechs Tangenten an f= 0. 
Die 24 Tangenten, welche von den Beriihrungspunkten noch weiter an 
f = 0 gezogen werden kinnen, beriihren die Curve vierter Classe A= 0. 

Die reciproken Theoreme iiber L und M ergeben sich unmittelbar 
aus der Formel 


*) Vgl. Cremona, Ebene Curven, tibers. von Curtze, 8. 57; Durége, 
Curven dritter Ordnung, Art. 230, 

**) Setzt man symbolisch 

f= a,3 = b,3 =—*e 

so ist nach Clebsch, Biniire Formen §. 88, Formel (25), die Resultante der obi- 
gen Gleichungen: 

2 (abu)? a,b, - (edu)? (ceu) (dew)e, — (acu) (beu) (adu) (beu)* Cc, d,, C. 

=20-{ =u, —(#O2u,4+3/F— 3 Au,”) 

=—14(fF— Au,?). 
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AtT+AP _ _ 2 R38(wA) (nL +AM)*). 
Von den aus derselben ableitbaren Folgerungen fiihren wir nur 
noch an: 
Zieht man von einem beliebigen Punkte « der Ebene an die Curve 
TT = 0 (resp. & = 0) drei Tangenten, so lassen sich von deren Beriih- 
rungspunkten an TI=0O (resp. £ =O) noch drei weitere Tangenten 
ziehen, die sich in dem Punkte L =0 (resp. TL —SM=O) schneiden. 


Tibingen, Pfingsten 1874. 


*) Vgl. Band VI. dieser Annalen S. 106. 





























Das Imaginire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen. 


Darstellung und Erweiterung der v. Staudt’schen Theorie. 


Von J. Liirorn in Carlsruhe. 


.Indem die Mathematik dahin strebt, Ausnahmen zu _ beseitigen 
und verschiedene Siitze unter einem Gesichtspunkte aufzufassen, wird 
sie hiiufig gendthigt, Begriffe zu erweitern oder neue Begriffe einzu- 
fiihren“*), Dieser Grund veranlasste vor langer Zeit schon die Ein- 
fiihrung der gebrochenen Zahlen in die Analysis, spiter die Aufnahme 
der negativen und irrationalen; er liegt der Recipirung der complexen 
Zahlen in gleicher Weise zu Grunde. Stets aber lag das Bediirfniss 
vor, Ausnahmen fortzuschaffen (der Mangel eines solchen verzégert, 
wie es scheint, die Einfiihrung der Quaternionen). Dieses Bediirfniss 
aber wurde in neuerer Zeit auch in der Geometrie rege, besonders seit 
durch die sog. neuere Geometrie weitere Gesichtspunkte gewonnen 
waren und die Behandlung der héheren Curven neue Classen von Auf- 
gaben geschaffen hatte. Die analytische Geometrie schwang sich zuerst 
zu dieser Allgemeinheit empor und zwar einfach dadurch, dass sie bei 
den vorkommenden Functionen nicht nur reelle Werthe, sondern auch 
complexe zuliess und dabei die alten Bezeichnungen unveriindert bei- 
behielt. Man nannte also z. B. eine Gruppe von drei complexen Zah- 
len einen Punkt im Raume; man sagte, ein Punkt liege auf einer 
Ebene, wenn drei complexe Zahlen einer Gleichung ersten Grades ge- 
niigten u. s. w. Freilich hérte damit eigentlich die Geometrie auf, 
insofern es an reellen Gebilden fehlte, die sich durch jene Systeme 
von complexen Zahlen, mit welchen man eigentlich operirte, darstellen 
liessen. Es ist nicht nothig, an diesem Orte dem gegeniiber den Nutzen 
hervorzuheben, welchen diese kurze Bezeichnung fiir die Darstellung 
hat; die Theorie der Abel’schen Functionen bietet dafiir ein instructi- 
ves Beispiel. 


*) Aus der Vorrede zum ersten Hefte von v. Staudt’s Beitrigen zur Geo- 
metrie der Lage. Niirnberg 1856—60. Dies Werk wird kiinftig einfach durch 
St. B. citirt werden. 


Mathematische Annalen. VIII, 10 





) 











146 J. Liinorn, 


Ein principieller Fortschritt in dieser Beziehung war nur mdglich, 
wenn es gelang, riiumliche Gebilde nachzuweisen, die als reelle Sub- 


strate fiir die imaginiiren Punkte u. s. w. dienen konnten. 

Genau dieselbe Forderung musste die reine Geometrie stellen, als es 
sich darum handelte, auch von ihrer Seite diejenige Allgemeinheit zu 
erreichen, welche die analytische Geometrie erreicht hatte. 

Dabei war die Geometrie im Vortheil. Denn da die analytische 
Geometrie als einen imaginiiren Punkt z. B. eine Gruppe von drei com- 
plexen Zahlen, also eigentlich von sechs reellen Zahlen bezeichnet, so 
konnte nur ein solches Gebilde zur Darstellung eines Punktes gewiihii 
werden, welches eine Bestimmung durch sechs reelle Zahlen zuliess. 
Die reine Geometrie kennt, an sich genommen, diese Beschriinkung 
nicht und es kénute daher scheinen, dass man jedes beliebige Gebilde 
mit dem Namen imaginirer Punkt u. s. w. bezeichnen kénnte. Dies 
ist nicht der Fall. Denn um die Gleichférmigkeit mit den reellen 
Punkten, Ebenen und Geraden aufrecht zu erhalten und nicht neue 
Ausnahmen einzufiihren, wird man verlangen miissen, dass fiir die Com- 
binationen der imaginiren Elemente unter sich und mit den reellen 
dieselben Gesetze gelten, wie bei den reellen, dass z. B. drei Ebenen 
einen Punkt bestimmen, drei Punkte eine Ebene und derel. Selbst 
wenn aber dies erreicht ist, ist es fraglich, ob bei den weiteren Theo- 
rieen, der Lehre von der projectivischen Beziehung, der Theorie der 
Kegelschnitte, oder der héheren Curven nun auch wirklich die Aus- 
nahmen beseitigt und die Uebereinstimmung mit den analytischen Re- 
sultaten erreicht ist. Die KEntscheidung hieriiber kann selbst wieder 
auf analytischem oder rein geometrischem Wege gesucht und nur fiir 
jedes System zur Interpretation des Imaginiiren einzeln, wenn iiber- 
haupt mehrere mdglich sind, getroffen werden. 


Bis jetzt ist meines Wissens nur eine Interpretation des Imaginii- 
ren in der Geometrie wirklich durchgefiihrt: diejenige, welche v. Staudt 
in seinen Beitriigen zur Geometrie der Lage auseinandergesetzt hat. 
v. Staudt benutzt dabei Involutionen ohne Ordnungselemente, die er 
mit einem Sinne begabt und die er mit den Namen imaginiirer Punkt, 
Ebene oder Linie belegt, je nachdem sie Involutionen einer Punktreihe 
oder in einem Ebenenbiischel oder Strahlenbiischel sind. Seine Theorie 
ist also eigentlich eine Theorie von Involutionen im Raume und jeder 
Satz, der in ihr auftritt, kann sofort so ausgesprochen werden, dass 
nur von reellen Punkten, Ebenen oder Geraden die Rede ist. v. Staudt 
selbst hat in seinem classischen Werke auch die projectivische Beziehng 
von zwei Gebilden und die Theorie der Kegelschnitte mit Rticksicht 
auf das Imaginire durchgefiihrt und gezcigt, dass nicht nur die Aus- 


nahmen beseitigt werden, die die ausschliessliche Beniitzung des Reel- 
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len tibrig liisst, sondern auch Uebereinstimmung mit den Resultaten 
der analytischen Geometrie stattfindet. 

Leider hat diese scharfsinnige Untersuchung nicht diejenige Ver- 
breitung gefunaen, die sie verdient, woran dieselben Griinde in er- 


héhtem Maasse schuld sind, welchen Herr Reye in der Vorrede seiner 
Geometrie der Lage es zuschreibt, dass auch das v. Staudt’sche Haupt- 
werk wenig bekannt geworden ist. Seit v. Staudt’s Publicationen 
ist erst einmal die Theorie wieder auseinandergesetzt worden und zwar 
von Herrn August in seinen ,Untersuchungen iiber das Imaginiire 
in der Geometrie“ (Programm der Friedrichsrealschule zu Berlin, 1872). 
Er beschriinkt sich indessen in dieser Publication auf die Betrachtung 
der Elemente und ihrer Combinationen, ohne auf die Lehre der Pro- 
jectivitiit einzugehen. Da nun der IJ. Theil der vorliegenden Arbeit 
zu seinem Verstiindniss diese Theorie fordert, so erlaube ich mir als 
ersten Theil eine Darstellung der v. Staudt’schen Theorie voranzu- 
schicken, mit einigen Abweichungen von dessen Werke, die im Fol- 
geuden angegeben werden sollen. 

Die §§ 1—3. geben nach v. Staudt die Definitionen der Elemente 
erster Art und die gegenseitigen Beziehungen zwischen den Elementen. 
In § 4. wird dann ein Hiilfssatz bewiesen, der in § 5. bei der Betrach- 
tung der Geraden zweiter Art gebraucht wird. Ich habe dieses Gebilde 
abweichend von v. Staudt mit Anschluss an Herrn Au gust definirt 
als Schnitt von zwei Ebenen, die keinen reellen Punkt gemein haben, 
weil mir dadurch die Nothwendigkeit der Einfiihrung klarer hervorzu- ° 
treten schien und man nicht néthig hat, vorher die Theorie der Invo- 
lutionssysteme im Raume zu betrachten. Der § 6. enthalt dann die 
Theorie des Sinnes der Wiirfe bei Elementen einer Geraden zweiter Art. 
Abweichend von v. Staudt habe ich hier auch die neutralen Wiirfe 
in drei Classen eingetheilt. Der Grund dazu liegt in Resultaten neuerer 
Untersuchungen*), die gelebrt haben, dass die Definition der Projecti- 
vitiit reeller Gebilde, die v. Staudt in § 9. seiner Geometrie der Lage 
giebt, nicht ganz zureichend ist und durch eine Forderung erginzt 
werden muss, die man so fassen kann: es soll jeder Folge von vier 
Elementen wieder eine Folge entsprechen. Durch die Kintheilung der 
neutralen Wiirfe in drei Classen kann ich die Definition der projecti- 
vischen Beziehung bei beliebigen Gebilden mit v. Staudt’s Worten 
beibehalten. Die in dem § 6. aufgestellten Definitionen werden in den 
$§ 7. und 8. iibertragen auf Wiirfe aus beliebigen Klementen § 9. han- 
delt von den harmonischen Wiirfen und in § 10. wird dann die pro- 
jectivische Beziehung untersucht und nachgewiesen, dass die wichtig- 
sten, bei reellen Gebilden vorhandenen Kigenschaften erhalten bleiben. 


*) Klein, diese Annalen Bd, VIT, Seite 531. 
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Bei der Betrachtung der imaginiiren Elemente eines reellen Kegel- 
schnittes, der der § 11. gewidmet ist, zog ich es vor, mich an die 
gewohnliche Erzeugung eines Kegelschnittes zu halten. Einige Beweise 
sind hierbei aus dem Buche des Herrn Reye iibertragen. § 12. ent- 
halt die Theorie der Involution. 

Zur leichteren Uebersicht habe ich mit grossen griechischen Buch- 
staben immer imaginiire Punkte oder Ebenen bezeichnet; mit grossen 
lateinischen Anfangs reelle Punkte oder Ebenen, spiiter Punkte oder 
Ebenen, die reell oder imaginiir sein kénnen. Kleine lateinische Buch- 
staben bezeichnen reelle, kleine griechische imaginiire Gerade. Die 
beigefiigten Figuren sind zum Theil schematische, die nur dazu dienen 
sollen, den Zusammenhang der eingefiihrten Bezeichnungen vor Augen 
zu stellen; es sind dabei alle Elemente reell angenommen, auch wenn 
im Texte imaginiire gemeint sind. Der Bequemlichkeit wegen habe 
ich statt eines beliebigen Kegelschnittes stets einen Kreis gezeichnet. 

Ks entsteht nun die Frage, ob auch in der Theorie der héheren 
algebraischen Curven die angefiihrte v. Staudt’sche Theorie zu den- 
selben Resultaten fiihrt, wie die Analysis. Auf analytischem Wege 
wurde diese Frage untersucht von Herrn Stolz, der in seiner Arbeit 
(diese Annalen Bd. IV., Seite 416) beweist, dass man die von v. Staudt 
eingefiihrten imaginiiren Elemente durch Systeme von complexen Zah- 
len darstellen kann und dass Eigenschaften wie die: ein Punkt liegt 
auf einer Ebene, durch die bekannten Beziehungen zwischen den com- 
plexen Zahlen sich ausdriicken. Dies zeigt aber, dass die obige Frage 
zu bejahen ist. 

Um auf rein geometrischem Wege die Frage zu beantworten, kann 
man ausgehen von der von Herrn Grassmann®*) gegebenen Definition 
einer algebraischen Curve. Ich fiihre dann in dem II. Theile der fol- 
genden Arbeit aus, dass man das von v. Staudt erfundene Rechnen 
mit Wiirfen so erweitern und ausbilden kann (§§ 14. ff.), dass sich ein 
Beweis fiir die Existenz der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
iibertragen liisst auf eine Gleichung, die einen unbekannten Wurf be- 
stimmt. Es werden dann (§ 18.) Coordinaten eingefiihrt fiir Punkte 
und Gerade einer Ebene und gezeigt, dass zwischen diesen eine lineare 
Gleichung besteht, wenn der Punkt auf der Linie liegt. Daraus ist 
der Satz iiber den Schnitt einer Geraden mit einer Curve eine formale 
Folge. 

Der Beweis ist gefiihrt, ohne dass von Maassverhiltnissen Gebrauch 
gemacht wurde; auch von Zahlen sind nur die, nirgend zu vermeiden- 
den, positiven ganzen Zahlen gebraucht als Coefficienten und Exponen- 
ten, und der Bruch 4 als blosses Zeichen bei Auflésung einer Gleichung. 


*) Ausdehnungslehre (1862) Seite 189 ff. Crelle’s Journal Bdd. 31, 36, 42, 44, 49. 
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Irrationale und complexe Zahlen kommen ebenso wenig zur Auwendung 
als von einer Zuordnung der Punkte einer Geraden und der Zahlen die 
Rede ist. 

Man wird vielleicht mit Vorliegendem die Sache noch nicht fiir 
erledigt halten und einen noch mehr geometrischen, anschaulicheren 
Beweis jenes Satzes verlangen. Der Umstand, dass der gegebene Be- 
weis Maass und Zahl nicht voraussetzt, zeigt wenigstens, dass Jemand, 
der einen andern zu suchen unternimmt, sich nicht eine von vornherein 
unmdgliche Aufgabe stellt. 


5. 
Das Imaginiire in der Geometrie. 


“oo 


Der Sinn eines Gebildes. Involution. 


1. Die in der Geometrie der Lage betrachteten einformigen Grund- 
gebilde (das gerade Gebilde, der Strahlbiischel, der Ebenenbiischel), 
ebenso wie die aus ihnen hervorgehenden (Curve II. Ordn., Strahl- 
und Ebenenbiischel II. Ordn., Regelschaar), sind in sich geschlossene 
Gebilde, die durch Bewegung eines Elementes erzeugt werden kénnen. 
Dies ist auf zwei Arten méglich. Drei gegebene Elemente ABC kén- 
nen nimlich von dem beweglichen entweder in dieser Reihenfolge oder 
in der umgekehrten CLA getroffen werden; man kann also zwei Sinne 
der Bewegung, den ABC und den CBA unterscheiden. Weil jene 
Gebilde geschlossen sind, ist der erste auch mit BCA oder CAB, 
der zweite mit BAC, ACB identisch. Wenn nun von einem Gebilde 
gesagt ist, es habe den Sinn ABC, so soll damit bezeichnet sein, dass 
man es in dem Sinne ABC beschrieben denkt. 

2. Sind zwei einférmige Gebilde projectivisch auf einander bezo- 
gen und denkt man sich jedes von einem beweglichen Elemente durch- 
laufen, so wird ein gegebener Bewegungssinn beim ersten Gebilde einen 
bestimmten Sinn des zweiten nach sich ziehen, wenn die beiden be- 
weglichen Elemente sich stets entsprechen sollen. Wenn die beiden 
Gebilde ineinander liegen und den Elementen ALC des einen, ‘die 
A,B,C, des zweiten entsprechen, so wird auch dem Sinne ALC im 
ersten der Sinn A,B,C, des zweiten entsprechen, der entweder mit 
ersterem iibereinstimmt oder nicht*). 

3. Liegen die Gebilde ineinander und ist die projectivische Be- 
ziehung derart, dass je zwei entsprechende Elemente sich abwechselnd 
entsprechen, so sagt man, die Elemente des Gebildes seien involutorisch 


*) St. B. Nr. 47. 
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gepaart*), indem man je zwei sich abwechselnd entsprechende zu einem 
Paar rechnet. Sind also 4A,, BB,, CC, --- solche Paare einer Invo- 


lution, so ist 
AA, BB,CC,---A\ A, AB, BO,C:--. 


Wenn nun der Sinn ABA, dem A,B, A entgegengesetzt ist, so 
sind die Elemente AA, durch die BB, nicht getrenut und das Gleiche 
gilt von je zwei andern Paaren. Dann gicbt es also zwei sich selbst 
zugeordnete sog. Ordnungselemente, welche durch jedes andere Paar 
der Involution harmonisch getrennt sind. 

Stimmt dagegen der Sinn APA, mit dem A,B, A iiberein, so 
sind die beiden Elemente AA, durch die BB, getrennt und ebenso 
sind die Elemente jedes Paares durch die jedes anderen getrennt, so 
dass die Involution keine Ordnungselemente besitzen kann. 

4. Wenn die Punkte einer Curve IJ. Ordn. involutorisch gepaart 
sind, so giebt es einen Punkt, der mit den Punkten eines jeden Paares 

1 auf einer Geraden liegt**), Seien AA, 
g. ty egies lag ; : 
zB BB, CC, drei Paare, dann ist, weil 
CO, A,BAC,CAB, A CC, BA 
A der Biischel 
A (CC, A,B) \ B(CC, B, A) 


Ak und ausserdem zu ihm perspectivisch 


Any 


gelegen, so dass sich die entspre- 
chenden Strahlen in Punkten der Ge- 
raden CC, schneiden. Es geht folg- 
lich CC, durch den Schnittpunkt der 
hie) eee Linien AA, und BL,; da CC, ein 
— beliebiges Paar war, so ist der Satz 
bewiesen. Der hier auftretende Punkt 
heisst das Centrum der Involution. Liegt er im Innern des Kegel- 
schnitts, so hat die Involution keine Ordnungselemente, wihrend sie 
zwei hat, wenn der Mittelpunkt ausserhalb gelegen ist. 








Die imaginaren Elemente erster Art ***). 

5. In einem einformigen Elementargebilde (gerades Gebilde, ebener 
Strahlbiischel, Ebenenbiischel) sei eine Involution gegeben, die keine 
Ordnungselemente besitzt. Wenn man sich dieselbe durch zwei beweg- 


*) St. G. Nr. 213; B. Nr. 70; Reye I, S. 115. 
**) St. B. Nr. 74; Reye I, 8S, 117. 
oor) &. B. § 7. 
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liche Elemente erzeugt denkt, die stets eimander zugeordnet bleiben, 
so miissen diese sich in demselben Sinne bewegen, so dass man also 
in diesem Falle von dem Sinne sprechen kann, in dem die Involution 
beschricben ist oder kurz von dem Sinne der Involution selbst. 

Eine Involution ohne Ordnungselemente, der man cinen bestimmten 
Sinn beilegt oder die man in einem bestimmten Sinne beschrieben denkt, 
soll ein imaginires Element erster Art heissen*) und zwar imagindrer 
Punkt, wenn das einformige Gebilde ein gerades Gebilde war, imagi- 
niire Ebene, weiin es ein Ebenenbiischel, und imagindre Gerade erster 
Art (zam Unterschied von einer noch zu definirenden zweiter Art), 
wenn das Gebilde ein ebener Strahlbiischel war. Den Sinn kann man 
bei wirklicher Zeichnung durch einen Pfeil oder durch die Anordnung 
der Bezeichnung andeuten. 

Der Involution, von der AA,, BB, zwei Paare sind, kann man 
entweder den Sinn APA, oder den A, BA beilegen, und man erhilt 
so zwei Gebilde, die als verschieden betrachtet und als emander con- 





jungirt bezeichnet werden sollen. 

6. Da die Involution durch zwei Elementenpaare bestimmt ist, 
so ist eines der oben definirten imaginiiren Elemente gegeben, wenn 
zwei Paare von Elementen gegeben sind (wobei natiirlich die des einen 
Paares durch die des andern getrennt sein miissen) und zugleich der 
Sinn bestimmt ist. Sind die beiden Paare AA,, BB, gegeben, so soll 
° dasjenige imagindre Element, welches durch den Sinn ABA, gegeben 
ist, durch AB A,B, und das conjungirte, dem Sinne A,B A entspre- 
chende, durch A,B AB, dargestellt werden. 

Soll LI’ £, F, dasselbe imaginiire Element darstellen wie AB A, B,, 
so miissen J L,, °F, Paare der Involution sein, der A.A,, DB, angeho- 
‘ ren, und der Sinn HF'L, muss mit dem ABA, iibereinstimmen. 

7. Wir definiren nun**): 

Kin imagindres Element AB A,B, Ein imaginires Element AB A,B, 
geht durch ein reelles Element s, wenn | liegt in einem reecllen Elemente u, wenn 
alle Elemente .A A, BB,--- des Grund- | alle Elemente AA, BB,--- des Grund- 
gebildes durch s gehen. gebildes in w liegen. 

Diese Definition auf specielle Fille angewandt liefert: 

Kin imaginiirer Punkt liegt in einer Eine imaginiire Ebene geht durch 
reellen Geraden, wenn die den Punkt | eine reelle Gerade, wenn die die Ebene 
darstellende Involution auf der Geraden | darstellende Involution jene Gerade zur 
liegt. Axe hat. 
ry Hieraus folet, dass: 
ein imagindrer Punkt stets auf einer | cine imaginire Ebene stets durch eine 
reellen Geraden liegt, die der reelle Trdé- __reelle Gerade geht, welche die reelle Axe 
ger des Punktes heisst. der Ebene heisst. 


*) St. B. Nr. 116. 
**) St. B. Nr. 119. 
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Eine imagindre Gerade erster Art geht stets durch einen reellen 
Punkt, das Centrum des involutorischen Strahlbiischels, und liegt in 
einer reellen Ebene, nimlich der Ebene dieses Biischels. 


2 
ov. 


Sn 


Combination der imaginairen Elemente. 


8. Zwei involutorische Gebilde, z. B. ein Ebenenbiischel und eine 
Punktreihe, die beide einen bestimmten Sinn besitzen, sollen zu einan- 
der perspectivisch heissen*), wenn je zwei Ebenen, die im Ebenen- 
biischel gepaart sind, die Gerade in zwei Punkten treffen, die in der 
Punktinvolution einander zugeordnet sind, und wenn gleichzeitig eine 
Ebene, welche den Biischel in dem gegebenen Sinne durechliuft, auch 
die Punktreihe in dem richtigen Sinne beschreibt. 

9. Hiermit definiren wir nun**): 

Ein imagindrer Punkt liegt in einer imagindren Ebene, wenn ent- 
weder die reelle Axe der Ebene nit dem reellen Tréger des Punkles zu- 
sammenfallt oder die Involution, welche den Punkt darstellt, perspecti- 
visch ist zu der, welche die Ebene darstellt. 


Ein imagindrer Punkt liegt in einer Eine Gerade erster Art liegt in einer 
Geraden erster Art, wenn die Involutio- imagindren Ebene, wenn die Involutio- 
nen, die beide Gebilde darstellen, per- | nen, die beide Gebilde darstellen, per- 


spectivisch sind. Dann liegt der reelle | spectivisch sind. Der reelle Punkt der 
Trager des Punktes in der reellen Ebene Geraden liegt dann in der reellen Axe 
der Geraden. der Ebene. 

Sind zwei Involutionen perspectivisch bei einem gewissen Sinne 
beider, so bleiben sie es auch, wenn man in beiden den Sinn umkehrt. 
Daraus folgt, weil der Sinn die conjungirten Klemente unterscheidet, 
dass, wenn zwei imaginire Elemente in einander liegen, auch ihre con- 
jungirten in einander liegen. 

10. Es sollen jetzt zwei Punkte betrachtet werden. Ist einer von 
beiden reell und der andere imaginir, so giebt es immer eine Gerade, 
die durch beide geht. Wenn diese Gerade reell sein soll, so kann sie 
nach der Definition in Nr. 7. nur der reelle Traiger des imaginiiren 
Punktes sein, auf dem dann auch der reelle Punkt liegen muss. Wenn 
dies nicht der Fall ist, kann die Gerade nur imaginir sein. Nach 
Nr. 7. muss ihr reeller Punkt der gegebene sein und ihre reelle Ebene 
diejenige, welche den reellen Punkt mit dem Triiger des imaginiiren 
verbindet. Die Gerade erster Art wird also durch den involutorischen 
Strahlbiischel dargestellt, dessen Mittelpunkt der reelle Punkt ist und 
der perspectivisch liegt zu der Involution, die den imaginiren Punkt 
darstellt. 


*) St. B. Nr. 72. 
**) St. B. Nr. 120. 
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Wenn aber zwei imaginiire Punkte AA’ in derseliben Geraden erster 
Art liegen sollen, so muss nach dem Friiheren die reelle Ebene dieser 
Geraden die beiden reellen Triiger der Punkte enthalten, d. h. diese 
miissen sich schneiden. Es kommt dann darauf an, in der Ebene der 
beiden Traiger einen involutorischen Strahlbiischel zu finden, der zu 
den beiden gegebenen Punkt- wie ; 
involutionen nach Lage und yt 
Sinn perspectivisch ist*). Es ~- -3 
sei nun G der Schnittpunkt 
der beiden Traiger. In der 


einen Involution sei ihm G,, iN 
in der zweiten G, zugeordnet. 4 iy se & 
Die nach G und G, gehenden a ye 
‘ ; ee HT | H 2 
Strahlen des zu suchenden Bii- aS ae 
- . 7 x 
schels mégen g und g, sein. vA G , a 
Dann muss g, auch durch G,’ / \ Gr 


gehen. Sind H und H, zwei 

Punkte eines anderen Paares der ersten Involution nnd ist GHG, J7, 
eine Darstellung von A, so ist ghg,h, eine Darstellung der Geraden, 
welche dureh A geht, wenn h und h, die nach H und H, gehenden 
Strahlen des Biischels sind. Weil aber diese Gerade auch durch A’ 
gehen soll, miissen die Punkte H’ und H,’, in welchen h und h, die 
zweite Involution schneideu, in dieser gepaart sein, ferner muss der 
Sinn ghg, oder der GH’G, mit dem Sinne der zweiten Involution 
iibereinstimmen und endlich GHG,H, /\ GHG,’ H,’ sein, weil beide 
perspectivisch sind. Kann man umgekehrt ein Punktepaar H’ H,’ der 
zweiten Involution finden, welches den obigen Bedingungen geniigt, so 
schneiden sich, weil GHG,H, wd GH’'G,' H,’ projectivisch sind und, 
da sie G entsprechend gemein haben, perspectivisch liegen, die Strah- 
len HH’, G,G,’, H, H, in einem Punkte und die Involution gg, -hh, --- 
ist perspectivisch zu den beiden gegebenen Punktinvolutionen, weil die 
beiden Strahlenpaare gg,, hh, durch zwei Punktepaare einer jeden In- 
volution gehen. Auch ist dann der Sinn ghg, eine Projection der Sinne 
GHG, und GH’'G,’ und somit geht die imaginiire Gerade ghg,h, durch 
A und A’. 

11. Es ist noch der Beweis der obigen Behauptung zu liefern, 
dass man zu einem Paare AA, einer Involution ohne Ordnungselemente 
stets ein anderes BB, so finden kann, dass AB A,B, \ GHG, H, (wobei 
natiirlich, weil AA, durch BB, getrennt sind, auch GG, durch HH, 
getrennt sein miissen) und der Sinn ABA, ein gegebener ist **). 


*) St. B. Nr. 126. 
**) St. B. Nr. 83. 
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Man kann sich auf den Fall beschriinken, dass die livolution eine 
Punktinvolation auf einem reellen Kegelschnitte ist; denn auf diesen 


eg lassen sich alle durch Projection 
rig. 


Ss zuriickfiihren. Es sei JZ das Cen- 

2B g trum dieser Involution. Man suche 

auf der Geraden A JZ A, einen Punkt 

A i A, -w N, so dass AMA,N A GHG,H, 


ist. Weil die Involution keine Ord- 

nuneselemente haben soll, ist 

ein’ Punkt im Innern des Kegel- 

Ad Xp schnitts und weil je GG, durch H Hi, 

: nd folglich auch 4A, durch WN 

vetrennt sein soll, N ein fiusserer 

Punkt, daher lassen sich vou N aus zwei Tangenten an den Kegel- 

schnitt legen, die in den Punkten C, und D, beriihren mégen. C und 

D seien die C, rnd D, zugeordneten Punkte. Dann ist, wenn man 
von C, oder D, projicirt, 


AMA,N (\ ACA,C, \ ADA,D, \ GHG,H,, 


da C, und D, durch AA, getrennt sind und ebenso CC, und DD,, 
so sind auch CD durch AA, getrennt; daher der Sinn ACA, dem 
ADA, entgegengesetzt ist. Somit muss einer dieser beiden Sinne der 
vegebene sein und es ist also entweder CC, oder DD, das gesuchte 
Punktepaar. 

Am einfachsten ist die Construction, wenn GG, durch HH, har- 
monisch getrennt sind, dann ist N von M durch AA, harmonisch 
getrennt und die Linie C,D, geht durch M7; daher C mit D, und D 
mit C, tibereinstimmt, Dann hat also entweder AC, A, D, oder AD,A,C;, 
den gewiinschten Sinn. 


12. Der eben bewiesene Satz zeigt, dass man in einer Involution 
ohne Ordnungselemente stets zu einem Elementenpaar AA, ein zweites 
BB, finden kann, so dass AA, durch BL, harmonisch getrennt sind. 
Dann stellen ABA,B, und AB, A,B die beiden conjugirten imagi- 
niiren Elemente dar. Eine solche Darstelluug soll eine harmonische 
heissen. Da das vierte Element durch die drei iibrigen bestimmt ist, 
so reicht es hin, drei, z. B. AA, und B resp. B,, zu geben, womit 
zugleich auch der Sinn dargestellt ist. Bei einem imaginiiren Punkt 
reicht man mit zweien aus, wenn man A z. B. in den einzigen aus- 
gezeichneten Punkt des Triigers, den unendlich fernen fallen lisst. 
Doch fehlt hier die Analogie im Ebenen- und Strahlenbiischel. 


13. Wenn zwei imaginiire Punkte in derselben reellen Geraden 
liegen sollen, miissen ihre Triiger zusammenfallen mit dieser Geraden. 
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lassen wir das Vorstehende zusammen, so erhalten wir den Satz, 
dem sofort sein dualistisch entsprechender an die Seite gestellt ist. 


Zwei Punkte, die in einer reellen Zwei Ebenen, die durch denselben 
Ebene liegen, liegen stets auf einer reel- | reellen Punkt gehen, schneiden sich in 


len Geraden oder imagindren Geraden — einer reellen Geraden oder einer imagi- 
erster Art. niren Geraden erster Art. 

Ferner ergeben sich auf iihnliche Weise die Siitze: 

Zwei Gerade, die in derselben reel- Zwei Gerade, die einen reellen Punkt 
len Ebene liegen, schneiden sich in einem  gemein haben, liegen in einer reellen oder 
reellen oder imagindren Punkte. imagindren Ebene. 

l4. Es seien gegeben ein Punkt und eine Gerade, Jedenfalls be- 
sitzt die Gerade mindestens einen reellen Punkt. Man lege durch ihn 
und den gegebenen Punkt eine Gerade. Dann hat man zwei Gerade, 
die durch denselben reellen Punkt gehen und folglich in einer Ebene 
liegen, die den gegebenen Punkt und die gegebene Gerade enthiilt. 
Jene beiden Geraden sind nicht verschieden, wenn der gegebene Punkt 
in die gegebene Gerade fiillt. In diesem Falle geht jede Ebene durch 
letztere auch durch den ersteren. Daher: 

Kin Punkt und eine Gerade liegen Eine Ebene und eine Gerade liegen 
entweder ineinander oder sie bestimmen entweder ineinander oder sie bestimmen 
eine Ebene. einen Punkt. 

Zwei Gerade erster Art haben im Allgemeinen weder einen Punkt 
gemein, noch liegen sie in derselben Ebene, aber: 

Zwei Gerade, die einen imaginidren Zwei Gerade, die in derselben ima- 
Punkt gemein haben, liegen in derselben | gindren Ebene liegen, haben einen Punkt 
bene. gemein. 

Ist hiimlich die reelle Ebene der beiden Geraden die niimliche, so 
ist dies die im Satze gemeinte. Sind aber diese beiden Ebenen ver- 
schieden, so projicire man von der Verbindungslinie der reellen Punkte 
beider Geraden aus den imaginiiren Punkt, den sie gemein haben, 
durch eine imaginiire Ebene, welches dann die im Satze erwiihnte ist, 
weil sie zu beiden Strahlbiischeln nach Lage uud Sinn perspectivisch ist. 


§ 4. 
Hiilfssatz. 


15. Im vorigen § hat sich ergeben, dass zwei Ebenen nur dann 
eine Gerade erster Art bestimmen, wenn ihre reellen Axen sich schnei- 
den. Es ist aber wiinschenswerth, ganz allgemein sagen zu kénnen, 
zwei Ebenen schneiden sich in einer Geraden, resp. zwei Punkte be- 
stimmen eine Gerade. Um dies zu erreichen, wird man das Punkt- 
gebilde, welches zwei Ebenen gemein haben, auch dann als Gerade 
bezeichnen, wenn jene Ebenen nicht die eben erwihnte specielle Lage 
besitzen. Und iihnlich wird man bei zwei Punkten verfahren. Diese 
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so erhaltenen Gebilde sind aber identisch. Dem Beweise dafiir sei das 


Folgende*) vorausgeschickt: 


In einer Ebene sei der Kegelschnitt k gegeben. Zwei Punkte 
heissen dann conjugirt in Bezug auf k, wenn jeder in der Polare des 


andern gelegen ist. Seien AA, 
zwei conjugirte Punkte. Von 
einem Punkte MW des Kegel- 
schnitts & werden diese durch 
zwei Linien projicirt, die / in 
A’ A,’ wieder treffen. Die Po- 
lare von A, die durch A, geht, 
moge A’ A,’ in P und MA in 
@ treffen. Ferner sei R der 
Schnittpunkt von A’A,’ mit 
AA,. Wenn man dann MQA’ A 
von A, aus auf A’A,’ projicirt, 
so findet sich, dass A’ A,’ durch 
P und R& harmonisch getrennt 
sind, Weil somit P ein Punkt 


der Polare von R wid auch der Polare von A ist, ist er der Pol von 


Ist umgekehrt P gegeben und man projicirt die beiden Punkte 
A’ und A,’, die mit P in einer Geraden liegen, auf die Polare p von 
P nach A und A,, so sind, wenn R dieselbe Bedeutung hat wie vor- 
her, &P harmonisch getrennt durch A’ 4,’.. Durch Projection von A, 
auf AM folgt hieraus, dass MA’ harmonisch getrennt sind durch 
Nun ist Q ein Punkt der Polare von A, die durch P gehen 
muss, und A, P@ liegen auf einer Geraden, also geht die Polare von 


A,, d. h. diese beiden Punkte sind conjugirt. 


Wenn man nun auf einer Geraden p je zwei Punkte sich zuord- 


net, die conjugirt sind, so sind dieselben bekanntlich involutorisch ge- 
Projicirt man vom Punkte M von & aus diese Involution auf 
k, so entsteht dort eine Involution, deren Centrum nach dem oben 


bewiesenen der Pol P von p ist. 


Dieses Centrum, und folglich auch 
die Involution auf dem Kegelschnitte, ist daher von der Lage von M 
Ist andererseits auf dem Kegelschnitte eine Involution 
mit dem Centrum P gegeben und wird sie von einem Punkte MW der 
Curve aus auf die Polare p projicirt, so erhiilt man dort eine Invo- 


lution, in welcher 


1ach dem Obigen die Punkte eines Paares conju- 
girt sind, so dass auch diese Involution vom Projectionscentrum M un- 


Legt man der Involution auf dem Kegelschnitt einen 
bestimmten Sinn bei, so wird er durch die Projection auch auf p 


*) St. B. Nr. 75. 
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tibertragen. Wenn die Gerade p den Kegelschnitt nicht schneidet, so 
ist auch der Sinn der Involution auf p vom Projectionscentrum unab- 
héingig. Projicirt man niimlich eine auf k gelegene Punktreihe, die 
in einem bestimmten Sinne durchlaufen wird von zwei Centren M und 
N, die Punkte von & sind, auf eine Gerade p, so entstehen dort zwei 
projectivische Punktreihen. Wiirden beide in entgegengesetztem Sinne 
durchlaufen, so miissten zweimal zwei entsprechende Punkte zusammen- 
fallen, die dann die Schnittpunkte von p und k wiiren. Wenn also p 
die Curve & nicht schneidet, so kénnen die beiden Reihen nur in glei- 
chem Sinne durchlaufen sein. 

Es mége auf dem Kegelschnitt / eine Involution vorhanden sein, 
die einen bestimmten Sinn besitzt, und deren Centrum P im Innern 
von k liege. Man projicire sie von zwei Punkten M und N der Curve 
auf eime Gerade p und erhalte dort dieselbe Involution mit demselben 
Sinne. Dann muss p die Polare von P sein. Denn die beiden pro- 


jicirenden Strahlbiischel stellen zwei imaginiire Gerade dar, die sich 


nur in einem Punkte schneiden. Daher giebt es nur eine Involution, 
welche zu beiden Biischeln nach Lage und Sinn perspectivisch ist. 
Nun ist aber nach dem Vorigen eine gewisse Involution auf der Pe- 
lare von P zu den beiden Biischeln perspectivisch; folglich muss p 
diese Polare sein. Man kann also sagen: 

Wenn man aus einer Involution ohne Ordnungselemente mit einem 
bestimmten Sinne, die auf einem Kegelschnitt k gelegen ist, durch Pro- 


jection von zwei Punkten M und N des Kegelschnitts aus auf emer 


Geraden p dieselbe Involution nach Lage und Sinn erhiilt, so ist p die 
Polare des Involutionscentrums, und durch Projection von jedem andern 
Punkte des Kegelschnittes aus entsteht auf p wieder dieselbe Involution, 
in welcher je zwei gepaarte Punkte conjugirt sind in Bezug auf den 
Kegelschnitt. 


S 3. 
Die Gerade zweiter Art. 


16. Seien nun zwei imaginire Ebenen A und B gegeben, deren 
reelle Axen sich nicht schneiden; es soll das System der Punkte unter- 
sucht werden, welche beiden Ebenen angehiren. In jeder reellen Ebene 
liegt ein und nur ein solcher Punkt. Denn die beiden imaginiren 
Ebenen schneiden (nach Nr. 12.) die reelle Ebene in je einer Geraden 
erster Art. Die beiden reellen Punkte derselben kénnen aber nicht 
zusammenfallen, weil, gegen die Voraussetzung, die reellen Axen p 
und q von A und B sich sonst schneiden wiirden. Daher miissen sich 
die beiden Geraden erster Art in einem Punkte schneiden. Folglich 
liegt in jeder reellen Ebene, und geht durch jeden reellen Punkt nur 
ein Trdger eines imaginiren Punktes, der auf A und B zugleich liegt, 
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so dass diese Triiger ein Strahlensystem erster Ordnung und Classe 
bilden. Jeder Strahl dieses Systems triigt eine Involution, die nach 
Lage und Sinn zu den beiden Ebeneninvolutionen perspectivisch ist, 
die A und B darstellen. Zu dem System gehéren auch die beiden 
Axen p und g, welche die reellen Triger der Punkte A’ und B’ sind, 
in welchen sie von resp. B und A geschnitten werden. 

Sei nun r ein Strahl dieses Strahlensystems, also der reelle Triiger 
eines Punktes [’, der gleichzeitig A und B angehért. Legt man dann 
durch irgend einen Punkt 7 von r und die beiden Linien p und q die 
Ebenen der Biischel A und B, so miissen die ihnen in diesen Invo- 
lutionen zugeordneten + wieder in demselben Punkte 7', treffen, so 
dass 7'7 ein Paar der Involution ist, welche [’ darstellt. Die beiden 
ersteren Ebenen schneiden sich in dem durch 7’ gehenden, die beiden 
letzteren in dem durch 7 


T, gehenden Leitstrahl der Regelschaar pq7*). 
Man kann auf diese Weise jedem dieser Leitstrahlen einen zweiten zu- 
ordnen, so dass je zwei solche in den Ebenen eines Paares der invo- 
lutorischen Biischel A und B liegen, oner mit andern Worten, man 
kann die Leitstrahlen der Regelschaar pqr so invelutorisch paaren, 
dass die beiden Involutionen A und B zu dieser Involution perspecti- 
visch sind nach Lage und Sinn. Dabei wird man sich die Regelschaar 
von einem Leitstrahl in einem bestimmten Sinne durchlaufen vorzu- 
stellen haben, der sich aus den Sinnen ergiebt, in welchen die Ebenen- 
biischel A und B durchlaufen werden, oder, was. damit identisch ist, 
aus den Sinnen, die den Involutionen A’B’T’ beizulegen sind. 

Durch diese und die dualistisch entsprechende betrachtung hat sich 


also. ergeben : 


Die Tréger der imagindren Punkte, Die reellen Axen der imagindren 
welche gleichzeitig auf zwei imagindren Ebenen, welche gleichzeitig durch zwei 
Ebenen A und B liegen, bilden ein Strah imagindre Punkte A, B gehen, bilden 
lensystem erster Ordnungund Classe. Ein | ein Strahlensystem erster Ordnung und 
Strahl x gehért diesem Strahlensysteme Classe Kin Strahl x gehért diesem Sy- 
an, wenn man dic Geraden der Regel steme an, wenn man die Geraden der Re- 
schaar, von der r und die reellen Axen gelschaar, von der r und die reellen Tré- 
von A und B Leitstrahlen sind, so in- | ger von A und B Leitstrahlen sind, in- 
volutorisch paare Mv kann, dass diese In- volutorisc h SO paaren kann, dass diese 
volution zu den A und B nach Lage und | Involution zu den A, B nach Lage und 
Sinn perspectivisch ist, Sinn perspectivisch ist, 


17. Indem wir an den Satz links ankniipfen, bezeichnen wir, wie 
oben schon, mit A’ und B’ die beiden Punkte, in welchen die reellen 


*) Drei Gerade pqr, die sich nicht schneiden, bestimmen ein einfaches Hy- 
perboloid. Alle Geraden auf demselben, die jene drei pgr nicht schneiden, sollen 
als die Geraden der Regelschaar pqr bezeichnet werden; alle Geraden abe da- 
gegen, die pqr schneiden, sollen die Leitstrahlen der Regelschaar pqr heissen; 


sie bilden entsprechend die Regelschaar atc, zu der pqr Leitstrahlen sind, 
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Geraden pq von den imaginiiren Ebenen B und A geschnitten werden. 
Man lege nun durch diese beiden Punkte nach dem Satze rechts eine 
imaginiire Ebene. Jeder Strahl des im Satze links auftretenden Strah- 
lensystems ist dann reelle Axe einer solchen Ebene. Denn wenn eine 
involutorische Regelschaar nach Lage und Sinn perspectivisch ist zu 
den Involutionen, welche A’ und B’ darstellen, ist sie es auch zu 
den involutorischen Ebenenbiischeln, welche A’ und B’ aus den Axen 
q und p projiciren, d. h. zu den Ebenen A und B. Daher haben die 
obigen dualistischen Siitze die Fortsetzung: 

Die Strahlen dieses Strahlensystems Die Strahlen dieses Strahlensystems 
sind die Axen der imagindren Ebenen, | sind die Trager der imaginéren Punkte. 
welche durch die beiden Punkte A’ B' | welche auf den Ebenen B’ und A’ lie- 
gehen, in welchen p und q von vesp. B | gen, die A mit q und B mit p verbin- 
und A geschnitten werden den. 

18. Seien nun a» und s zwei Strahlen des im Satze linker Hand 
auftretenden Strahlensystems. Dann sind zwei Fiilie méglich; ent- 
weder gehért s der lKiegelschaar pqr an, oder es liat mit dieser Regel- 
schaar gar keinen Punkt gemein. Denn sonst wiirden zwei Strahlen 
des Strahlensystems sich schneiden. Im ersten Falle wird s von den 
involutorisch gepaarten Leitstrahlen der Regelschaar pqr in einer in- 
volutorischen Punktreihe geschnitten, die nach Lage und Sinn per- 
spectivisch ist zu dem involutorischen Kbenenbiischel oder der imagi- 
niiren Ebene F, welcher von + aus die Punkte A’ und B’ projicirt, 
d. h. die Ebene F geht dann auch durch den auf s liegenden Punkt 
A’, der beiden Ebenen A und B angehdért. Wenn aber s mit jener 
Regelschaar keinen Punkt gemein hat, so lege man durch s eine reelle 
Ebene, welche die involutorische Regelschaar in einem Kegelschnitte 
k: schneidet, dessen Punkte gepaart sind und auf dem die Schnittpunkte 
PQR mit den Linien pqr liegen. Die beiden Ebenen A und B werden 
dagegen in involutorischen Strahlbiischeln geschnitten, deren Centren 
P und Q sind und die zu der Involution auf dem Kegelschnitt / per- 
spectivisch sind. Weil aber s der Triiger des Punktes A’ ist, der bei- 
den Ebenen A und B angehdrt, sind jene Strahlbiischel zu einer und 
derselben Involution auf s perspectivisch. Daher ist nach Nr. 15. das 
Centrum der Involution auf / der Pol von s in Bezug auf hk, und ein 
Strahlbiischel, dessen Centrum F ist und der die Involution auf k pro- 
jicirt, ist zu der Involution A’ ebenfalls perspectivisch nach Lage und 
Sinn. Dieser letzte Strahlbiischel ist aber der Schnitt jener reellen 
Ebene mit der oben [ genannten Ebene, so dass [ durch A’ geht. So- 
mit an die letzten Parallelsiitze anschliessend: 
geht jede Ebene durch die beiden Punkte , liegt jeder Punkt, welcher den beiden 
A’ und B’ durch alle tibrigen Punkte,  Ebenen A’ und B’ angehdrt, in allen 
welche A und B gemein sind, librigen Ebenen, die durch A wid B 


gehen, 
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Wendet man den Satz links auf die Punkte B’ und [’ an und 
) auf die Ebenen B und [, von welchen nach dem Vorigen B von der 
Axe q den Punkt A’ oder den [’ und [ von der Axe 7 aus A’ oder 
B’ projicirt, so folgt: jede Ebene durch B’ und F’ geht auch durch 


alle iibrigen B und [ gemeinsamen Punkte oder auch durch alle A und 
B gemeinsamen Punkte; denn weil [ durch A’ und B’ geht, liegen 
alle die genannten Punkte nach dem letzten Satze auf ihr. 

Sowie man hier den Punkt A’ durch den Punkt [’ ersetzt hat, 
kann man auch B’ durch einen Punkt A’ ersetzen und gelangt so zu 
den Siitzen: 

Jede Ebene durch zwei Punkte des Jeder Punkt, der auf zwei Ebenen 

Systems geht durch alle iibrigen. gelegen ist, liegt auf allen dibrigen. 
Fasst man nun alles Gefundene zusammen, so ergiebt sich: 
Zwei Punkte und zwei durch beide gehende Ebenen bestimmen ein 
Strahlensystem erster Ordnung und Classe. Jeder Strahl des Systems 
ist Trager einer Involution mit einem gewissen Sinne und Axe eines 
involutorischen Ebenenbiischels mit einem bestimmten Sinne. Alle invo- 
lutorischen Punktreithen sind zu allen Ebenenbiischeln nach Lage und 
Sinn perspectivisch, oder jeder Strahl des Systems ist Trdger eines ima- 
gindren Punktes und Axe einer imaginiren Ebene. Jeder der Punkte 
liegt in jeder der Ebenen. 

Dieses ganze Gebilde heisst Gerade zweiter Art. 


19. Nach dem Obigen ist eine Gerade zweiter Art bestimmt durch 

zwei imaginiire Punkte oder durch zwei imaginiire Ebenen oder auch 

durch eine Regelschaar, deren Geraden so involutorisch gepaart sind, 

dass keine Orduungselemente existiren und der man einen bestimmten 

Sinn beigelegt hat. Seien aa,, bb, -- zwei Paare von Geraden dieser 

Involution und die Bezeichnung so gewiihlt, dass aba, der Sinn ist, 

so kann man die Gerade durch aba,b, darstellen. Alle Leitstrahlen 

pq-- der Regelschaar wiirden dann Triiger von Involutionen und Axen 

von Kbenenbiischeln, die nach Lage und Sinn zu der Involution per- 
spectivisch sind. 

Ist f eine beliebige reelle Gerade, die nicht dem erwiihnten Strah- 
lensysteme angehért, dann geht durch jeden ihrer Punkte ein Strahl 
dieses Systems. Seien pqr drei solcher. Diese bestimmen eine Re- 
gelschaar, deren Geraden dem Strahlensysteme angehéren und zu deren 
Leitstrahlen f gehért. Da aber durch jeden Punkt von f nur eine Ge- 
rade dieses Systems gehen kann, so folgt, dass alle Strahlen, welche 
eme Gerade schneiden, die nicht zum System gehirt, eine Regelschaar 
bilden. Die Leitstrahlen derselben, von welchen / einer ist, sind dann 
involutorisch gepaart. Diese Involution oder zwei Linienpaare der- 
selben kénnen zur Darstellung der Geraden zweiter Art dienen. 
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20. Ersetzt man in den beiden ersten Bestimmungsarten die Ele- 
mente durch ihre conjugirten und dreht bei den letzten den Sinn um, 
so bleiben alle Involutionen dieselben, aber die Sinne kehren sich um: 
das ganze Gebilde ist wieder eine Gerade zweiter Art, welche zur friihe- 
ren conjungirt heissen soll. Ist p ein Strahl des Strahlensystems der 
ersten Geraden, so gehért er auch dem der conjungirten Geraden an, 
trigt aber in beiden Fiillen dieselbe Involution mit entgegengesetztem 
Sinne. Daher: 

Schneidet eine reelle Gerade eine imaginire zweiter Art, so schneidet 
sie auch die conjungirte und zwar sind die gemeinsamen Punkte und 
Ebenen conjungirt. 

Seien vier reelle Gerade gegeben pqrs, die von keiner reellen Ge- 
raden geschnitten werden, dann werden sie auch von keiner Geraden 
erster Art getroffen, aber es giebt stets zwei conjungirte Gerade zweiter 
Art, die jede der gegebenen schneiden. 

Da auf pqr je ein Punkt einer solechen Geraden liegen muss, wird 
sie durch eine Involution der Leitstrahlen der Regelschaar pqr darge- 
stellt werden. Diese Involution muss aber so beschaffen sein, dass auf 
s ein Punkt der Geraden liegt. Nach dem Vorigen findet dies statt, 
wenn eine durch s gelegte reelle Ebene jene Regelschaar in einem 
Kegelschnitte schneidet, dessen Punkte involutorisch so gepaart sind, 
dass das Involutionscentrum der Pol von s ist. 

Da die Involutionen der Lage nach, aber nicht dem Sinne nach 
bestimmt sind, kann jeder der beiden méglichen Sinne angewendet 
werden. Folglich giebt es zwei conjungirte Gerade zweiter Art, welche 
vier reelle treffen, wenn diese von keiner reellen Geraden getroffen werden. 

21. Aus dem Vorigen folgt, dass eine Gerade zweiter Art 
mit jeder reellen Ebene einen und nur | mit jedem reellen Punkte eine und nur 
einen Punkt gemein hat. eine Ebene bestimmt. 

Combiniren wir jetzt eine Gerade zweiter Art und eine imaginire 
Ebene [. Beide kénnen nur einen Punkt gemein haben, weil sonst 
(Nr. 18.) die Ebene die Gerade ganz enthielte. Um zu beweisen, dass 
sie aber stets einen Punkt gemein haben, lege man durch die Gerade 
zwei Ebenen A und B, und zwar so, dass ihre reellen Axen pq die 
reelle Axe r der gegebenen Ebene schneiden, was, wenn 7 nicht selbst 
diesem Systeme angehért, stets méglich ist, weil ja durch jeden Punkt 
ein Strahl des Strahlensystems geht. Dann schneiden sich A und [, 
sowie B und [ in Geraden erster Art, weil sie einen reellen Punkt 
gemein haben. Weil diese Geraden erster Art aber in derselben Ebene 
[ liegen, schneiden sie sich in einem Punkte (Nr. 14.). Gehort aber 
y dem Strahlensysteme an, so ist er Traiger eimes Punktes, der der 
Geraden zweiter Art angehért und in [ gelegen ist, weil er in der 
reellen Axe dieser Ebene liegt. Daher die Sitze: 

Mathematische Annalen. VIII. 11 
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Drei Ebenen gehen durch dieselbe | Drei Punkte liegen in einer Gera- 
Gerade oder schneiden sich in einem | den oder in einer Ebene*), 
Punkte, 
die wir allgemein aussprechen kénnen, weil alle méglichen Fille jetzt 
erértert sind (Nr. 14.). 

Mit diesen Siitzen identisch sind die folgenden: 

Durch einen Punkt, der nicht auf | Eine Ebene, die nicht durch eine 
einer Geraden gelegen ist, wnd diese Ge- | Gerade geht, schneidet diese nur in 
rade lidsst sich eine und nur eine Ebene einem Punkte. 


legen. | 

Wenn zwei Gerade zweiter Art einen Wenn zwei Gerade zweiter Art in 
Punkt gemein haben, liegen sie in einer | derselben Ebene liegen, haben sie einen 
Ebene. Punkt gemein. 


Um den Satz links zu beweisen, legen wir durch irgend einen 
Punkt der einen Geraden und die zweite eine Ebene. Diese muss dann 
auch die erste Gerade ganz enthalten, weil sie zwei Punkte von ihr 
enthiilt. 

Hiermit sind jetzt fiir die imaginiren Elemente unter sich und in 
ihrer Verbidung mit den reellen ganz dieselben Gesetze nachgewiesen, 
-die fiir die letzteren gelten. 


§ 6. 
Vom Sinne bei Elementen einer Geraden zweiter Art. 


22. Vier (reelle oder imaginire) Elemente eines Elementargebil- 
des zusammen genommen sollen ein Wurf heissen**). Dabei ist jedoch 
Riicksicht zu nehmen anf die Ordnung, in welcher die Elemente ge- 
nommen werden, so dass z. B. die beiden Wiirfe ABCD und ABDC 
als verschieden betrachtet werden. Aus der Betrachtung der Geraden 
zweiter Art ergiebt sich nun eine Unterscheidung der Wiirfe in Arten, 
die sich auch auf andere Gebilde iibertragen lisst und fiir die Theorie 
der Projectivitét imaginiirer Gebilde von Wichtigkeit ist. 

Es seien ABI A vier (natiirlich imaginire) Elemente einer Gera- 
den zweiter Art, also vier Punkte oder vier Ebenen. pgqrs seien im 
ersten Falle ihre reellen Trager, im zweiten ihre reellen Axen. Wenn 
nun die vier Geraden pqrs einer und derselben Regelschaar angehiren, 
so sagt man, der Wurf ABTA sei neutral oder die vier Elemente ge- 
hirten einer Kette an***). Da eine Regelschaar durch drei Gerade be- 
stimmt ist, so wird eine Kette durch drei Elemente einer Geraden 
zweiter Art bestimmt sein. 


*) St. B. Nr. 189, 
**) St. B. Nr. 24. 
***) St. B. Nr. 196. 
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Man nennt nun einen Wurf ABCD von vier reellen Elementen 
eines Gebildes einen ordentlichen Wurf*), wenn das erste und dritte 
durch das zweite und vierte getrennt sind, wenn also AC durch BD 
getrennt sind, oder wenn die Elemente ABCD in dieser Ordnung auf 
einander folgen, was wir dadurch ausdriicken wollen, dass wir sagen, 
die vier Elemente ABCD bilden eine Folge. Wendet man diesen 
Begriff auf den Wurf pqrs an, so sind drei Fille méglich. 

Nimlich entweder sind pr getrennt durch gs oder ps durch gr 
oder pq durch rs, d. h. entweder ist pqrs oder pqsr oder psqr ein 
ordentlicher Wurf. Je nachdem der erste, zweite oder dritte Fall 
stattfindet, soll ABTA ein neutraler Wurf von der ersten, zweiten oder 
dritten Art genannt werden. 

23. Es mégen nun die vier Linien pgrs nicht derselben Regel- 
schaar angehéren. Daun kann man wenigstens eine Regelschaar be- 
stimmen, zu deren Geraden pgr gehéren. Weil s diese Regelschaar 
nicht schneidet (§ 5.), muss es ganz auf einer und derselben Seite der 
Fliiche liegen und es liegt nun nahe, den Wurf ABTA zu classificiren 
nach der Seite, auf welcher s liegt. Dies soll im Folgenden geschehen 
unter der Voraussetzung, ABTA seien vier Punkte der Geraden. 

Es seien aa,bb, vier Leitstrahlen der Regelschaar pgr. Die Leit- 
strahlen sind in der Geraden zweiter Art involutorisch gepaart und ihre 
Schaar wird mit einem gewissen Sinne behaftet angenommen; die Be- 
zeichnungen seien so gewihlt, dass aa,bb, Gerade zweier Paare sind 
und aba, den Sinn angiebt, also aba,b, eine Darstellung der Geraden 
zweiter Art ist. Da A in der imaginaren Ebene p(aba,b,) liegt, 
welche je alle Punkte der Geraden enthilt, so wird s von dem Schnitt- 
punkte mit den Ebenen des Biischels p(aba,b,) in demselben Sinne 
durchlaufen, welchen die auf s liegende Punktinvolution A hat. Schnei- 
den wir aber s mit dem Biischel a(pqr), den wir uns im Sinne 
a(pqr) durchlaufen denken, so wird sich dieser Schnittpunkt entweder 
in gleichem oder in entgegengesetztem Sinne bewegen wie der vorige. 
Auf diesen Unterschied ist die Eintheilung gegriindet. Sie ist aber 
scheinbar abhingig von dem Leitstrahle a, der hierbei benutzt wurde. 
Es soll in den nichsten Nummern gezeigt werden, dass dies nur schein- 
bar ist und dass zwei Gerade auf verschiedenen Seiten der Regelschaar 
pqr liegen, wenn die eine in gleichem, die andere in entgegengesetz- 
tem Sinne von beiden Ebenenbiischeln durchlaufen wird. 

24. Sei ¢ irgend ein anderer Leitstrahl. Wiirde nun der Schnitt- 
punkt von s mit einer um ¢ im Sinne ¢(pqr) sich drehenden Ebene 
in entgegengesetztem Sinne sich bewegen, wie der Schnittpunkt mit 
a(pqr), so miissten die beiden so auf s erzeugten, zu der Regelschaar 


*) St. B. Nr. 83. 
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perspéctivischen und daher unter sich projectivischen Punktreihen zwei 
Punkte entsprechend gemein haben. Durch diese miissten dann gleich- 
zeitig gehen eine Ebene durch a und eine durch ¢ und folglich eine 
Gerade der Regelschaar pqr, d. h. s miisste diese Fliiche schneiden, 
was im vorliegenden Falle ausgeschlossen ist. Folglich ist die Ein- 
theilung der vorigen Nummer von der Wahl des Leitstrahles unab- 
hingig*). 

Wenn s die Fliche schneidet, so lisst dies noch nicht schliessen, 
dass die beiden Biischel diese Linie in Punktreihen entgegengesetzten 
Sinnes schneiden. Dazu ist noch néthig, dass die den beiden Punkt- 
reihen gemeinsamen Elemente durch je zwei entsprechende getrennt 
sind. Seien A und B die gemeinsamen Punkte auf s und a’b’ die 
durch sie gehenden Leitstrahlen der Regelschaar pqr; ¢ sei eine be- 
liebige Gerade dieser Regelschaar. Dann schneiden die beiden Ebenen 
at,ct s in zwei entsprechenden Punkten, die durch A und JB getrennt 
sind, daher auch die Ebenen at, ct durch die Elemente a’t, b’t ge- 
trennt sind, welche man durch ¢ und 4, B legen kann. Hieraus folgt 
aber, da dies fiir eine beliebige Gerade ¢ der Regelschaar pqr gilt, 
dass die beiden Leitstrahlen ac durch die a‘ b’ getrennt sein miissen. 

25. Es soll jetzt gezeigt werden, dass zwei Strahlen s und ¢, die 
die Fliche nicht schneiden und von welchen die eine s von den bei- 
den Biischeln a(pqr) und p(aba,) in gleichem Sinne, die andere ¢ in 
entgegengesetztem Sinne beschrieben wird, auf verschiedenen Seiten 
von pqr liegen. 

Um zwei Linien a und p, die sich schneiden, drehen sich zwei 
Ebenen, jede in einem bestimmten Sinne. Wenn beide eine Gerade 
s schneiden, so kénnen sich die beiden Schnittpunkte in gleicher oder 
in entgegengesetzter Richtung bewegen. Was eintritt, wird davon ab- 
hiingen, in welchem von den beiden Scheitelriiumen, in die die Ebene 
ap durch a und p getheilt wird, jene Gerade s diese Ebene trifft. 
Denn in einem dieser Riiume bewegen sich beide Ebenen in gleicher 
Richtung, im andern in entgegengesetzter. Sind zwei Linien nun vor- 
handen, so werden die Schnittpunkte jener beiden Ebenen auf einer 
in gleichem Sinne, auf der andern in entgegengesetztem Sinne sich 
bewegen, wenn beide die Ebene ap in verschiedenen Scheitelriumen 
treffen. 

Da dies der Annahme nach fiir s und ¢ zutrifft, werden ihre 
Schnittpunkte mit der Ebene ap in verschiedene Scheitelriiume fallen 
oder durch die Linien ap getrennt sein, daher auf verschiedenen Sei- 
ten der Fliiche liegen. Dies gilt demnach auch von den Linien s, ¢ 
selbst, weil sie die Fliche nicht schneiden. 


*) St. B. Nr. 55. 
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26. Wir haben also jetzt die Berechtigung zu definiren*): 

Sind ABTA vier Punkte einer Ge- Sind ABTA vier Ebenen einer Ge- 
raden zweiter Art, pqrs thre reellen Trd- | raden zweiter Art, pars thre reellen 
ger, so soll vom Punkte A gesagt werden, | Awen, so soll von der Ebene A gesagt 
er liege im Sinne ABI oder im entgegen- | werden, sie liege im Sinne ABI oder 
gesetzten,j@nachdem die beiden Ebenen- | im entgegengesetzten, je nachdem die 
biischel a(pqr) und p(aba,) in gleichem | beiden Punktrethen a(pqr) und p(aba,) 
oder entgegengesetztem Sinne s beschrei- | den Ebenenbiischel s in gleichem oder 
ben oder je nachdem s vom Ebenenbiischel | entgegengesetztem Sinne beschreiben, oder 
a(pqr) in einem Sinne beschrieben wird, | je nachdem s von der Punktreihe a(pqr) 
der dem gleich oder entgegengesetzt ist, | in gleichem oder entgegengesetztem Sinne 
in welchem s beschrieben werden muss, | beschrieben wird, mit dem, in welchem 
um A darzustellen. s beschrieben werden muss, um A dar- 

zustellen. 

Auf der rechten Seite ist dabei unter der Punktreihe a(pqr) die 
verstanden, in welcher die Linie a von den Linien pqr getroffen wird, 
und analog ist es bei der p(aba,). Die beiden Punktreihen a(pqr) 
und p(aba,) beschreiben das Ebenenbiischel s in gleichem (entgegen- 
gesetztem) Sinne, wenn zwei Ebenen sich in gleichem (entgegengesetz- 
tem) Sinne drehen, welche s mit zwei Punkten verbinden, von welchen 
einer auf a im Sinne a(pqr), der andere auf p im Sinne p(aba,) 
sich bewegt. 

Da die Definition auf dem Bewegungssinne a(pq*) beruht, der 
mit a(qrp) und a(rpq) identisch ist, so ist es einerlei zu sagen, A liege 
im Sinne ABT oder BFA oder TAB. Wenn A nicht im Sinne ABI 
liegt, so muss es im Sinne [BA liegen, der mit BAT, ATB iden- 
tisch ist. 

27. Bei den Definitionen der vorigen Nummer kommt es einer- 
seits darauf an, ob die Punktreihe s von den beiden Biischeln in glei- 
chem oder entgegengesetztem Sinne beschrieben wird, andererseits wie 
der Ebenenbiischel s von zwei Punktreihen beschrieben wird. Diese 
beiden Arten stehen in Beziehung; es gilt niimlich der Satz**); 

Wird die Punktreihe s von den beiden Biischeln a(pqr) und 
p(aba,) in gleichem Sinne beschrieben, so wird der Ebenenbiischel s 
von den Punktreihen a(pqr) und p(aba,) in entgegengesetztem Sinne 
beschrieben und umgekehrt. Ob s von jenen beiden Biischeln in glei- 
chem oder entgegengesetztem Sinne beschrieben wird, hiingt davon ab, 
in welchem der beiden Scheitelriume es die Ebene ap trifft. Davon 
hiingt aber auch, wie man sofort sieht, ab, ob der Ebenenbiischel s 
von den beiden Punktreihen auf a und p in gleichem oder entgegen- 
gesetztem Sinne beschrieben wird. Betrachten wir nun die Gerade ¢, 
welche die Punkte bg und a,r verbindet, oder in der sich die Ebenen 


*) St. B. Nr. 196. 
**) St. B. Nr. 64. 
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br und a,q schneiden und welche nicht durch den Punkt ap geht. 
Die Ebenen a(pqr) schneiden dann ¢ in denselben Punkten der Reihe 
nach wie die p(aba,), daher wird ¢ von den beiden Biischeln in glei- 
chem Sinne beschrieben. Dagegen geht eine Ebene durch ¢ und den 
Punkt pb auch durch den Punkt a,r und die Ebene durch ¢ und den 
Punkt pa, durch den Punkt aq. Folglich, wenn sich eine Ebene so 
um ¢ dreht, dass sie die Punktreihe p(aba,) in diesem Sinne durch- 
liuft, bewegt sich ihr Schnittpunkt mit a im Sinne a(prq), der dem 
a(pqr) entgegengesetzt ist. Fiir die Gerade ¢ ist also der Satz be- 
wiesen. ‘Trifft s nun die Ebene ap in demselben Scheitelraume, so 
findet dasselbe statt wie bei ¢; treffen beide aber die Ebene in ver- 
schiedenen Scheitelriumen, so wird die Punktreihe s von den beiden 
Biischeln in eutgegengesetztem Sinne beschrieben, wihrend die beiden 
Punktreihen den Biischel s im gleichen Sinne beschreiben, so dass der 
Satz fiir jede Linie s gilt. 

28. Seien nun wieder ABTA vier Ebenen einer Geraden zweiter 
Art @ und pqrs ihre reellen Axen. Wir schneiden die conjungirte 
Gerade «’ durch jede dieser vier Ebenen. Da jede nur einen Punkt 
mit ihr gemein haben kann, muss der Schnittpunkt der conjungirten 
Geraden mit A den reellen Traiger p haben, denn er liegt dann in A. 
Ebenso haben die Schnittpunkte der Ebenen Bf A mit a’ die reellen 
Trager qrs. Seien nun aa, bb, Leitstrahlen der Regelschaar pgr und 
aba,b, eine Darstellung von a, so ist a,bab, eine Darstellung von a’. 
Daher sind die drei Punktinvolutionen p(a,bab,), q(a,bab,), r(a,bab,) 
Darstellungen der Schnittpunkte A’B’T’ der Ebenen ABI und a@’, und 
das Ebenenbiischel p(a,ba@b,) schneidet s in einer Darstellung des 
Punktes A’, der auf a’ und A gelegen ist. 

Ist nun s eine Gerade der Regelschaar pgr, so ist der Wurf 
ABTA und der A’B’T’A’ neutral und beide Wiirfe gehéren auch zu 
derselben Art der neutralen Wiirfe, weil diese nur von der Anordnung 
der Geraden pqrs auf der Regelschaar abhingt. 

Gehort aber s nicht der Regelschaar an und ist A im Sinne ABI 
gelegen, so wird der Biischel s von den beiden Punktreihen p(aba,) 
und a(pqr) in demselben Sinne beschrieben; daher nach der vorigen 
Nummer die Punktreihe s von den beiden Biischeln a(pqr) und p(aba,) 
in entgegengesetztem Sinne beschrieben ist. Folglich wird s in glei- 
chem Sinne beschrieben von den Biischeln a(pqr) und p(a,ba). Dies 
sagt aber aus, dass auch A’ im Sinne A’B’T’ liegt. 

Man sagt, zwei Wiirfe ABTA und A’B’T’ A’ seien gleicher Art, 
wenn entweder beide neutral sind und derselben Classe von neutralen 
Wiirfen angehiren oder & im Sinne ABT und A’ im Sinne A'B'T’, 
oder & nicht im Sinne ABT und A’ nicht im Sinne A’B’T’ gele- 
gen ist. 
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Daher kann man jetzt den Satz*) aussprechen: 

Wenn vier Punkte einer Geraden zweiter Art in vier Ebenen der 
conjungirten Geraden liegen, so ist der Wurf der vier Punkte von der- 
selben Art wie der Wurf der vier Ebenen. 


§ 7. 
Fortsetzung. 


29. Wenn zwei reelle riumliche Systeme projectivisch auf einan- 
der bezogen sind**), so entspricht jedem einférmigen Gebilde in einem 
ein solches im zweiten, jeder Involution wieder eine Involution, daher 
kann man auch jedem imaginiiren Elemente in einer ein imaginires 
Element des andern zuordnen. Vier Punkten ABFA einer Geraden 
zweiter Art entsprechen also wieder vier Punkte A’B'T’A’ einer Ge- 
raden zweiter Art. 

Es moégen pqrs die reellen Trager der vier Punkte ABTA sein, 
p'q'r's’ die ihnen entsprechenden Geraden, so sind dies die Trager 
der entsprechenden Punkte A’B’T’A’. Ist ferner aba,b, eime Dar- 
stellung der einen Geraden und sind aa,,bb, Leitstrahlen von pqr, 
so ist a’b’a,'b,/ eine Darstellung der entsprechenden Geraden und 
a’b’a,'b, sind Leitstrahlen von p’q’r’. Gehért nun s der Regel- 
schaar pgr an, so gehdrt auch s’ der Regelschaar p’q’r’ an, und 
beide Wiirfe sind neutral. Welcher Classe von neutralen Wiirfen 
ABIA angehért, hingt davon ab, welcher der drei Wiirfe pqrs, 
pqsr, psqr ordentlich ist. Da nun einem ordentlichen Wurfe wieder 
ein solcher entspricht, muss der Wurf A’B’T’A’ derselben Classe der 
neutralen Wiirfe angehéren wie ABTA. Gehort aber s der Regel- 
schaar pqr nicht an und wird es von den beiden Biischeln a(pqr) 
und p(aba,) in gleichem Sinne beschrieben, so gehért auch s’ der Re- 
gelschaar p’q'r’ nicht an und wird von den Biischeln a’(p’qg’r’) und 
p’(a’b’a,’) in demselben Sinne beschrieben. Folglich: 

Wenn zwei reelle rdiumliche Systeme projectivisch auf einander be- 
zogen sind, entspricht jedem imagindren Elemente wieder eim solches 
und jedem Wurf aus vier Elementen einer Geraden zweiter Art ent- 
spricht wieder ein Wurf, der mit jenem gleicher Art ist. Man nennt 
dann die beiden Gebilde reell projectivisch***). 

30. Seien nun ABCD vier reelle oder imaginire Punkte einer 
reellen Geraden f, « und a«’ zwei Gerade zweiter Art, die f nicht 
schneiden. Durch drei reelle Punkte PQR von f lege man die drei 


*) St. B, Nr. 197. 
**) St. B. Nr. 198. 
#0) St. B. Nr. 149, 








168 


J. Liinorn. 





Strahlen des Strahlensystems von @, was stets angeht, weil f diesem 
Systeme nicht angehért. Diese bestimmen dann im Strahlensysteme 
eine Regelschaar, von der f ein Leitstrahl ist, weil er drei Punkte mit 
ihr gemein hat (Nr. 19.). Unter f,gg, drei andere Leitstrahlen ver- 
standen, sei fg/,g, eine Darstellung von a; p’q’r’ seien die Strahlen 
aus dem zu a’ gehdrigen Systeme, welche durch PQYR gehen, und 
fg'f\'g,; eime Darstellung von «’, wobei natiirlich ff, g’g,’ Leitstrah- 
len von p’q'r’ sind. Bezieht man nun zwei riiumliche Systeme so 
auf einander, dass den fiinf Punkten P, Q, pg, qg, rf entsprechen 
der Reihe nach die fiinf Punkte P, @, p’g’, g'g', r'/’, so entsprechen 
den Geraden f und g die Linien f und g’. Daher auch der Linie r 
die r’, der Punkt rf sich selbst, folglich auch jeder reelle oder ima- 
giniire Punkt der Geraden f sich selbst. Den Linien gf,g, entsprechen 
die Linien g’f,’g,/ und daher der Geraden zweiter Art « die a’. So- 
mit auch den Ebenen, welche die Punkte ABCD auf f aus «@ proji- 
ciren, die Ebenen, welche ABCD aus «’ projiciren, so dass die bei- 
den Wiirfe von vier Ebenen gleicher Art sind. Folglich*): 


Wenn man yier reelle oder imagi- 
niire Punkte ABCD einer reellen Ge- 
raden von zwei Geraden zweiter Art 
ee” aus durch je vier Ebenen projicirt, 


Wenn man vier reelle oder imagi- 
niire Ebenen ABCD einer reellen Ge- 
raden mit zwei Geraden zweiter Art 
eae’ schneidet, so sind die beiden Wiirfe 





so sind die beiden Wiirfe a( ABCD), 


«(ABCD), «'(ABCD) gleicher Art. 
«'(ABCD) gleicher Art, 


31. Der Satz soll nun auf den Fall erweitert werden, dass die 
vier Punkte A LCD nicht in einer reellen Geraden f, sondern in einer 
beliebigen Geraden § liegen, die aber weder « noch a’ schneidet**). 

Zuerst sei der Fall betrachtet, dass « und e@’ sich in einem Punkte 
A treffen, die durch A und B gelegte Ebene imaginiir ist und ihre reelle 
Axe f nicht durch A geht. Die zweimal vier Ebenen a(A BCD) und 
«’ (ABCD) schneiden dann f in den niimlichen Punkten, in welchen 
f von den vier Linien getroffen wird, die A mit ABCD verbinden, 
daher sind nach dem vorigen Satze die beiden Wiirfe «(A BCD) und 
«' (ABCD) gleicher Art, weil sie dieselben Punkte einer reellen Ge- 
raden projiciren. Seien nun « und @’ beliebig, so lege man eine Ge- 
rade zweiter Art y so, dass sie @ und @ schneidet in zwei Punkten 
A und A’, und wende dann das eben erhaltene Resultat an. Dann 
folgt, dass die beiden Wiirfe «(A BCD) und y(ABCD) gleicher Art 
sind und dass die Wiirfe y(A BCD) und «’(ABCD) gleicher Art sind, 
was zeigt, dass auch «(A BCD) und «a’(A BCD) gleicher Art sind. 

Der vorige Satz beruht aber auf den Voraussetzungen, dass die 


*) St. B. Nr, 199, 1 
**) St, B. Nr. 199, IL, UL 
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Ebenen Af und A’£ imaginiire sind, die reelle Axe der Ebene Af nicht 
durch A und die von A’f nicht durch A’ geht; ferner musste y eine 
Gerade zweiter Art sein, die reellen Traiger von A und A’ diirfen sich 
also nicht schneiden. 

Ist 6 eine Gerade erster Art, so wird die Ebene Af reell, wenn 
A in der reeilen Ebene von # gelegen ist. Ist dies nicht der Fall, so 
kann die reelle Axe von Af nur dann durch A gehen, wenn der reelle 
Triger von A den reellen Punkt von B enthilt. Es giebt aber nach 
dem Friiheren nur einen Punkt von a, dessen Triiger dieser Bedingung 
geniigt. Daher darf fiir A jeder Punkt der Geraden @ gewihlt wer- 
den, der nicht mit einem der beiden erwihnten zusammenfillt. Fiir 
A’ kann nun jeder Punkt von a’ genommen werden, mit Ausnahme 
von zweien, dessen reeller Triiger nicht den von A schneidet. Alle 
Triiger, welche den von A schneiden, bilden aber nach Nr. 19. eine 
Regelfliiche, und ausser diesen sind noch unzihlig viele vorhanden. 
Daher sind hier die Bedingungen stets erfiillbar. 

Ist aber 6 eine Gerade zweiter Art, so sind die Ebenen Af und 
A’ stets imaginir. Dagegen kann die reelle Axe von Af durch A 
gehen, wenn niimlich der reelle Triiger p von A auch die reelle Axe 
der Ebene BA ist. Dann gehdrt p gleichzeitig den Strahlensystemen 
der Geraden @ und # an. Beide Strahlensysteme kénnen aber nur die 
Geraden einer Regelschaar gemein haben, ohne zusammenzufallen oder 
conjungirt zu sein. Denn haben sie vier Strahlen gemein, die nicht 
einer und derselben Regelschaar angehéren, so miissen die Geraden 
«B conjungirt sein, und die Strahlensysteme haben alle Strahlen ge- 
mein. Es giebt unziihlig viele Punkte A von a, deren reelle Triiger 
jener Regelschaar nicht angehéren, und irgend einer von ihnen liefert 
eine Ebene Af, deren reelle Axe nicht durch A geht, wenn die Ge- 
raden « und £ nich conjungirt sind. Ist A gewihlt, so muss, wenn 
«’ und B nicht conjungirt sind, A’ auf «’ nach dem Vorigen so ge- 
wihlt werden, dass sein Triiger keiner von zwei Regelschaaren ange- 
hért. Solehe Punkte giebt es aber noch unziihlig viele. Denn durch 
jeden Punkt, der auf keiner der beiden Regelschaaren liegt, geht ein 
Triiger eines solchen Punktes. Somit gilt der gefiihrte Beweis nur, 
wenn keine der beiden Geraden ca’ zu B conjungirt ist. 

Ist nun drittens eine der beiden Geraden, z. B. « zu B conjungirt, 
so lege man eine weitere Gerade zweiter Art y so, dass sie @ in einem 
Punkte B schneidet, ohne zu @’ conjungirt zu sein. Nimmt man nun 
in der Ebene Bf eine beliebige Gerade B’ an, die weder zu @’ noch 
zu 6 conjungirt ist und nicht durch B geht, was stets méglich ist, so 
wird diese von den beiden Biischeln a(ABCD) und y(ABCD) in 
denselben vier Punkten geschnitten. Nach dem ersten Theile des vor- 
liegenden Beweises sind dann die beiden Wiirfe gleicher Art. Nach 
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dem zweiten Theile aber sind auch die beiden y(4 BCD) und a’ (ABCD) 
gleicher Art. 
Alles zusammengefasst hat man jetzt die Siitze: 


Wenn man vier Punkte einer Ge Wenn man vier Ebenen ABCD 
raden ABCD von zwei die Gerade nicht | einer Geraden durch zwei Gerade zwei- 
schneidenden Geraden zweiter Art aa’ | ter Art aa’ schneidet, so sind die bei- 
projicirt, so sind die beiden Wiirfe den Wiirfe «(ABCD) und a’ (ABCD) 
a(ABCD) wnd a’ (ABCD) gleicher | gleicher Art. 

Art. 


§ 8. 
Vom Sinne bei Elementen der iibrigen Gebilde. 


32. Sind nun ABCD vier Elemente einer reellen Geraden oder 
einer Geraden erster Art f, so soll die Art des Wurfes ABCD be- 
stimmt werden*), indem man eine Gerade zweiter Art «, die f nicht 
schneidet, mit den vier Elementen schneidet oder verbindet und die 
Art des Wurfes a(ABCD) festsetzt. Nach dem Satze der vorigen 
Nummer ist diese Art unabhiingig von der Wahl der Geraden zwei- 
ter Art. . 


Sind die vier Elemente reell, so ist der Wurf neutral. Denn die 
vier reellen Axen oder Traiger von a(ABCD) sind dann Gerade, 
welche die reelle Gerade AD schneiden und folglich einer Regelschaar 
angehéren. Da die Aufeinanderfolge der vier Elemente ABCD die- 
selbe ist wie die jener Triger, so ist die Art des neutralen Wurfes 
nach der friiheren Bestimmung (Nr. 22.) mit der identisch, die nach 
der gewohnlichen Bestimmung sich ergiebt. 

Sind aber die drei Punkte ABC reell und der vierte A imaginir 
und EF E, F, eine Darstellung, so gehen die reellen Axen pqr der 
drei Ebenen aA, aB, «C durch die drei Punkte ABC. Ist s die 
reelle Axe der vierten Ebene «A, so ist diese Ebene dargestellt durch 
die vier Ebenen s(E FE, F,). Es liegt nun A im Sinne ABC, wenn 
die Ebene «A im Sinne «(A BC) liegt, d. h. nach Nr. 26., wenn die 
Punktreihe f(pqr) den Ebenenbiischel s in demselben Sinne beschreibt, 
in welchem er beschrieben werden muss, um die Ebene «A darzustel- 
len, d. h. im Sinne EF'E,. Folglich liegt A im Sinne A BC, wenn 
der Sinn ABC mit dem EF EL, iibereinstimmt. Natiirlich gilt auch 
der dualistisch entsprechende Satz, wenn ABCA Ebenen sind, also 
kann man sagen: 

Sind die drei Elemente ABC der reellen Geraden f reell, A aber 
imaginér und EF E,F, eine Darstellung, so liegt A im Sinne ABC 





*) St. B. Nr. 200. 
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oder nicht, je nachdem der Sinn ABC mit dem EFL, iibereinstimmt 
oder nicht. 


33. Jetzt kann man den allgemeinen Satz*) aufstellen: 

Wenn vier Punkte einer Geraden in vier Ebenen einer zweiten Ge- 
raden liegen, so sind beide Wiirfe gleicher Art. 

Es sind hierbei verschiedene Fille zu unterscheiden. Sind die 
beiden Geraden conjungirt und beide zweiter Art, so ist der Satz schon 
oben (28.) bewiesen. Sind aber die beiden Linien af nicht conjungirt 
und zweiter Art, so sei «, zu «@ conjugirt. Durch a mdgen die vier 
Ebenen ABTA gehen und # in den vier Punkten A’B’T’A’, a, aber 
in den A,B,f,A, schneiden. Dann sind aber die beiden Wiirfe ABT A 
und A,B,f,A, gleicher Art nach dem ersten Falle (resp. Nr. 28.). 

Die beiden Wiirfe A,B,f,4, und A’B’T’A’ sind aber gleicher 
Art nach Nr. 31., weil sie Schnitte der Geraden zweiter Art «,B mit 
vier Ebenen einer andern Geraden sind. Folglich sind ABTA und 
A’B’T’A’ gleicher Art. 

Ist eine der beiden Geraden a, in welcher die Ebenen ABCD 
sich schneiden, reell oder erster Art und die andere « zweiter Art, so 
ist die Art des Wurfes A BCD der Definition in Nr. 32. gemiiss gleich 
der Art des Wurfes A,B,f,4,, den man erhilt, wenn man die vier 
Ebenen durch eine Gerade zweiter Art y schneidet. Der Wurf A,B,T, A, 
ist aber gleicher Art mit dem A’B’T’A’, in welchen ABCD die Ge- 
rade a schneidet, weil a und B zweiter Art sind (Nr. 31.). 

Sind dagegen ABTA vier Ebenen der Geraden a@ zweiter Art, 
welche die Gerade a (reell oder erster Art) in den vier Punkten A BCD 
schneiden, so wird die Art des Wurfes ABCD bestimmt, indem man 
von einer Geraden zweiter Art # diese vier Punkte projicirt. Der 
Wurf ABCD ist dann mit B(ABCD) gleicher Art und dieser mit 
ABTA nach Nr. 31., weil die Axen beider Biischel a, 6 Gerade zwei- 
ter Art sind. 

Also ist auch in den drei letzten Fallen die Behauptung bewiesen. 


Ist endlich jede der beiden Geraden a,b mit mindestens einem 
reellen Punkte versehen, so nehme man auf a einen imaginiren Punkt 
A so an, dass die Ebene Ab eine imaginire Ebene wird, was stets 
méglich ist. In dieser Ebene nehme man nun eine Gerade zweiter 
Art @ an, die nicht durch A geht, und also von den vier Ebenen 
ABCD, die durch a gehen, in den vier Punkten ABFA getroffen 
wird. Dann sind nach dem vorigen Falle die beiden Wiirfe ABCD 
und ABIA gleicher Art. Nun lege man ferner durch A eine beliebige 
Gerade zweiter Art 6B, die b nicht schneidet, so werden sich yon ihr 


*) St. B. Nr. 201, 
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aus die vier Punkte ABFA auf «@ projiciren nach A’B’C'D' auf b. 
Dann ist der Wurf 6(ABI A) gleicher Art mit ABTA nach den beiden 
ersten Fallen und ferner B(ABIA) gleicher Art mit A B’C’D’ nach 
dem vorigen Falle, so dass auch schliesslich a(A BCD) mit A’ B’C’ D’ 
gleicher Art ist. Womit dann der Satz vollstiindig bewiesen ist. 

34. Wenn vier Gerade erster Art a@fyd in derselben Ebene K 
liegen und durch denselben Punkt A’ gehen, so soll*) der Wurf «Bp yd 
der Art nach gleich genannt werden 


, 
> 


dem Wurfe aus den vier Ebenen A’ | dem Wurfe aus den vier Punkten A’ B 
CD, welche die vier Geraden wByd  C’D’, welche die Schnittpunkte der 
enthalten und sich in einer Geraden @ | vier Linien «fByd sind, mit einer Linie 
schneiden, die durch K geht a’, die in der Ebene XK’ gelegen ist. 
Weil die vier Punkte, die auf der rechten Seite auftreten, in den 
vier Ebenen liegen, die links vorkommen, so sind nach dem vorigen 
Satze die Wiirfe gleicher Art, also die Definitionen identisch. Um zu 
zeigen, dass die links von der Geraden a nicht abhiingt, lege mau 
durch K eine zweite Gerade b und in der Ebene K’ die Linie a’, dann 
ist a(ABCD) gleichen Sinnes mit A’L’C’ DY’ und dieses wieder mit 


a’ (ABCD), was zu beweisen war, 


35. Die vorhergehenden Definitionen und die Siitze, die sich aus 
ihnen ergeben haben, lassen sich zusammenfassen in den einen*); 
Perspectivische Wiirfe sind in Bezug auf den Sinn gleicher Art. Sind 
nun zwei Systeme reell projectivisch, d. h. die reellen Elemente, und 
in Folge dessen auch die imaginiiren (Nr. 29.), projectivisch auf einan- 
der bezogen, so entspricht jedem imaginiiren Elemente wieder ein sol- 
ches und vier Elementen eines reellen Elementargebildes wieder vier Ele- 
mente eines reellen Gebildes. Diese beiden Systeme sind nun entweder 
perspectivisch gelegen oder sie lassen sich wenigstens durch eine Reihe 
von anderen so verbinden, dass jedes zum folgenden perspectivisch ist. 
Die Wiirfe aus den beiden Gruppen von vier Elementen sind also glei- 
cher Art. Sind aber die Elemente ABTA einem nicht reellen Gebilde, 
z. B. einer Geraden zweiter Art « angehérig, so nehme man eine reelle 
Gerade p, die « nicht schneidet, dann ist der Wurf ABTA dem 
p(ABIA) der Art nach gleich. Der Geraden e@ entspricht eine Ge- 
rade zweiter Art «’, der reellen Geraden » wieder eine solche p’ und 
den vier Punkten ABTA die A’B’T’A’. Dann sind die Wiirfe p(ABT A) 
und p’(A’B’T’A’) gleicher Art der projectivischen Beziehung wegen, 
weil sie aus Elementen von zwei reellen Geraden gebildet sind, und 


p' (A‘B’T’ A’) gleicher Art mit A’B’T’A’, was beweist, dass auch die 


*) St. B. Nr. 202. 
**) St. B. Nr. 203. 
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Wiirfe ABTA und A’B’T’A’ gleicher Art sind. Auf diesen Fall kann 
mann die iibrigen durch Projection zuriickfihren. 

36. Wenn man in einem Wurfe zwei Elemente und zugleich die 
beiden andern vertauscht, so entsteht ein Wurf, der mit dem urspriing- 
lichen gleicher Art ist*). . 

Seien z. B. ABCD vier Punkte einer Geraden a. Man lege durch 
A eine zweite Gerade b und projicire von einem Punkte K aus, der 
weder auf a noch auf b, aber in der Ebene ab gelegen ist, die vier 
Punkte von a nach b in die Punkte AB’C’D’; nun projicire man 
ferner AB’C’ D’ von D aus auf KC nach CB” C’K und diese wieder 
von B’ aus zuriick auf a nach CDASB. Dann ist von den Wiirfen 
ABCD, AB'C' D’, CB’ C' K, CDAB jeder folgende eine Projection 
des vorhergehenden und folglich der letzte gleicher Art mit dem ersten. 
Auf di-selbe Weise zeigt man die Richtigkeit der tibrigen Behauptungen. 


Harmonische Elemente. 


9 


37. Es seien ABC drei Punkte einer Geraden. Man kann nun 
die Construction des vollstiindigen Vierecks anwenden, um einen vier- 
ten Punkt aus jenen dreien zu construi- 


ren. Man lege zu dem Zwecke etwa etial 
durch A (Fig. 5, die iibrigens nur sche- a 
matisch ist) die beiden Linien ab, durch : x eaget 
C die beiden cd, so dass von den Ver- 4 _. gainer” Lt x; 
bindungslinien der Schnittpunkte dieser a Mo 
Linienpaare eine KL durch B geht. Die F we, 2 
zweite MN wird dann in einem Punkte KX e\ / i 
D die Linie AC treffen. Sind die drei \ A | 
Punkte ABC und also die ganze Con- X \ | 
struction reell, so sind die beiden Punkte \\| 
Bund D auch wirklich von einander und Vv 


von AC verschieden. 

Im allgemeinen Falle, der hier be- 
trachtet wird, in welchem alle oder einige der Punkte imaginir sind, 
muss dies jedoch bewiesen werden. Dies kann so geschehen*): 

Sei zuniichst der Punkt A reell angenommen. Man lege dureh 
ihn eine reelle Ebene, die die Geraden ab nicht enthilt, nehme in ihr 
vier reelle Punkte K’L’M’N’ so an, dass die Linien K’M’ und 
L'N’ sich in A schneiden. Dann schneiden sich die Linien MM’ 


*) St. B. Nr. 205. 
**) St. B. Nr. 142. 
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und KK’, so dass das Viereck KL MN eine Projection des Vierecks 
K'LM'N ist. Weil aber auch NN’ und LL’ sich schneiden, ist 
K’ LM’ N eine Projection von K’'L’M’N’. Von diesem letzten Vier- 
eck gilt aber, weil es reell ist, der Satz, dass eine Diagonale von den 
beiden andern in verschiedenen Punkten geschnitten wird. Somit gilt 
er auch von den vorhergehenden Vierecken, weil jedes eine Projection 
des andern ist und folglich auch vom gegebenen, so dass der Satz jetzt 
bewiesen ist fiir einen reellen Punkt A. 

Ist aber A imaginir, so nehme man in einer beliebigen Ebene 
einen reellen Punkt A’ an und projicire das Viereck KL MN auf 
diese Ebene aus einem Punkte von AA’ (der natiirlich von diesen 
heiden verschieden sein muss). Von dieser Projectiven gilt der Satz, 
weil ein Eckpunkt reell ist, nach dem Vorigen; also auch von dem ur- 
spriinglichen Viereck. 

Der Punkt D ist aber derselbe, auf welche Weise er auch aus den 
drei ABC construirt werden mag. Dies wird wortlich durch dieselben 
Schliisse bewiesen, die man anwendet, um den Satz fiir reelle Punkte 
zu beweisen*). 

Vom Punkte D soll gesagt werden, dass er von B durch die beiden 
AC harmonisch getrennt ist. Dann gelten alle Sitze itiber harmonische 
Wiirfe, die fiir den Fall reeller Elemente bewiesen sind, auch fiir ima- 
giniire Elemente und werden auch auf genau dieselbe Art bewiesen. 
Der wichtigste dieser Sitze ist der, dass durch Projection eines harmo- 
nischen Wurfes wieder ein solcher entsteht. 

38. Seien AA,, BB, zwei Punktenpaare einer Involution und 

Fig. 6. AA, durch BB, har- 

monisch getrennt; dann 

\ ' ; stellt ABA,B, einen 

“4 ae imaginiren Punkt A vor. 

| | e ac Dieser ist von AA, har- 

- —_—* monisch getrennt durch 

einen Punkt A,, den wir 
Wa eee jetzt construiren wollen. 
eS / In einer AA, enthalten- 
; /* den reellen Ebene legen 
ae 4. wir durch A die reellen 
Geraden ab. Um nun 

die Construction von A, 


lar am einfachsten zu ma- 
A\y chen, legen wir durch B 
i \\ eine Gerade BM (Fig.6), 


*) St. Geometrie der Lage Nr. 93. 
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die a und b in Q und S schneide. Die Linie A,Q@ mége dann Db in 
S, und die A,S a in Q, schneiden. Dann geht Q,S, durch B, der 
Voraussetzung gemiiss, dass ABA,B, harmonisch ist. Dann ist 
M(ABA,B,) eine durch A gehende imaginiire Gerade, die a und b 
in zwei Punkten trifft, deren Darstellungen sind 4Q P,Q, und ASR,S, 
und die den Punkten K und JZ der vorigen Nummer entsprechen. 
Durch diese Punkte und A, sind dann zwei Linien zu legen, ¢ und d 
entsprechend, die durch A,(AQP,Q,) und A,(ASR,S,) dargestellt 
werden. Die erste schneidet b in dem Punkte N, dessen Darstellung 
AS, R,S ist, wiihrend der Schnitt MZ der zweiten mit a durch AQ, P,Q 
gegeben ist. Ihre Verbindungslinie ist M(AB,A,B) und schneidet 
also die Gerade AA, in dem imaginiren zu A conjungirten Punkte 
AB,A,B. Es ist also der zu A conjungirte Punkt A, durch AA, 
harmonisch getrennt von A, und da AA, ein beliebiges Paar der In- 
volution war, die A und A, zu Grunde liegt, ‘so folgt: zwei conjungirte 
imagindre Elemente werden durch jedes Paar der sie darstellenden In- 
volution harmonisch getrennt*). Der Satz ist allgemein ausgesprochen, 
denn er iibertrigt sich von Punkten einer Geraden auf die andern ima- 
giniren Elemente. 


39. Seien nun der reelle Punkt A, die beiden conjungirt imagi- 
niire AA’ gegeben und der von A durch A und A’ harmonisch ge- 
trennte gesucht. Da nur ein solcher exisirt, so muss es zu der A gepaarte 
A’ sein, der nach der vorigen Nummer die Bedingung erfiillt. Man 
kann also weiter sagen: Wenn zwei conjungirte imaginiire Punkte 
durch zwei reelle harmonisch getrennt sind, so sind diese gepaart in 
der Involution, welche die imaginiiren Punkte darstellt. Daraus folgt, 
dass nur ein Punktenpaar existirt, welches die Punkte von zwei gegebe- 
nen reellen Paaren gleichzeitig harmonisch trennt. Seien diese AA, 
und BB,. Sind AA, durch BB, nicht getrennt, so besitzt die In- 
volution AA,-BB, zwei Ordnungselemente, welche die Bedingung 
erfiillen. Wenn aber AA, durch BB, getrennt sind, so miissen die 
gesuchten Punkte imaginir sein. Angenommen, es giibe zwei imagi- 
nire Punktenpaare AA’, BB’, welche gleichzeitig durch jene getrennt 
sind. Dann miissen A und A’ sowie B und B’ conjungirt sein und 
AA, sowie BB, Paare der Involution, welche die Punkte AA’BB’ 
darstellen miisste. Eine Involution stellt aber nur zwei conjungirte 
Punkte dar, folglich kann auch nur ein Punktepaar AA’ existiren, 
dessen Punkte durch ABA, B, und A, BAB, dargestellt werden. 


40. Seien nun ABTA vier Punkte einer Geraden zweiter Art und 
AT durch BA harmonisch getrennt. Die vier reellen Trager seien 


*) St. B. Nr. 145. 
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pars und a ein Leitstrahl der Regelschaar pqr. Nach der letzten 
Bemerkung Nr. 37. muss der Wurf a(ABI A), weil er einen harmo- 
nischen Wurf projicirt, selbst harmonisch sein. Jie Ebenen durch 
a und ABT gehen auch durch die drei Geraden pgr, so dass a(pqrd) 
ein harmonischer Wurf sein muss. Die vierte harmonische zu drei 
reellen Ebenen ist aber reell. Folglich muss die Ebene aA reell sein, 
kann also nur die as sein. Daher gehéren pqrs derselben Regel- 
schaar an und auf ihr sind pr durch qs harmonisch getrennt. 

Somit*) bilden vier Punkte einer Geraden zweiter Art einen har- 
monischen Wurf, wenn ihre reellen Triiger harmonisch liegen, und ein 
harmonischer Wurf aus vier Elementen einer Geraden zweiter Art ist 
neutral. 

Der Satz iibertriigt sich nach den Definitionen und Siitzen der 
beiden vorhergehenden Paragraphen auf harmonische Wiirfe aus ande- 
ren Elementen, so dass man sagen kann: 

Ein harmonischer Wurf ist stets neutral oder vier harmonische Ele- 
mente bilden eine Kette. 

41. Wir betrachten zwei reelle Regelschaaren mnaa,, mnbb,, 
die zwei Gerade mn gemein haben; diese mégen durch aa, und durch 
bb, harmonisch getrennt 
Fig. 7. a . ms 

sein. Durch m legen wit 

\ -— eine Ebene, welche die 
Strahlen naa,bb, in den 
' Punkten NAA, BB, (Fig. 
7) schneiden mégen. Diese 

Ebene enthilt je einen 

iP Leitstrahl beider Regel- 
. schaaren, daher liegen 
/A, die Punkte ANA, und 
\ / BN B, in zwei Geraden, 

Vw s - welche m in den Punkten 

P und resp. schneiden. 

Weil nun mn durch aa, und bb, harmonisch getrennt sind, sind die 
Punkte PN durch AA, und YN durch BL, harmonisch getrennt, 
folglich ist PAN A, \ QBNB, A QB,NB; und weil diese Punkt- 
reihen den Punkt N entsprechend gemein haben, liegen sie perspecti- 
visch, woraus folgt, dass die Linien AB und A, L, sowohl, als auch 
die AB, und A,B sich in Punkten von m schneiden. Dies beweist, 
dass die Schniticurve der beiden Regelschaaren mab und ma,b, nur 
aus m und Leitstrahlen bestehen kann. Denn wiire ausserdem noch 
ein gemeinsamer Punkt R vorhanden, so wiirde eine durch ihn und m 


*) St. B. Nr. 143. 
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gelegte Ebene, welche die Strahlen aa,bb, in den Punkten AA, BB, 
trife, mab in dem Leitstrahl AB und ma,b, im Leitstrahl A, B, 
schneiden, und der Schnittpunkt von AB und A,B, wiire dann R. 
Nach dem eben Bewiesenen liegt aber R auf m. Daher kann kein 
solcher Punkt existiren. Nur wenn fiir eine bestimmte Lage der 
Schnittebene die vier Punkte AA,BB, in eine Gerade fallen und R 
auf dieser Geraden liegt, hért jener Widerspruch auf, so dass die bei- 
den Regelschaaren Leitstrahlen (natiirlich héchstens zwei) gemein haben 
kénnen. Gleiches gilt von mab, und ma, b. 

Umgekehrt sei bekannt, dass die Schnittcurve der beiden Regel- 
schaaren mab und ma,b, nur aus m und Leitstrahlen bestehe und das 
Niimliche gelte fiir die Regelschaaren mab,, ma,b. Legen wir dann 
durch m eine Ebene, die keinen gemeinsamen Leitstrahl enthilt und 
die Strahlen aa,bb, in den Punkten AA, BB, schneidet, so sind ABD 
und A,B, Leitstrahlen der ersten beiden Regelschaaren, ihr Schnitt- 
punkt gehdrt beiden an und muss folglich nach der Annahme auf m 
liegen. Ebenso der Schnittpunkt von AD, und A, B. 

Man hat also in der Ebene ein vollstiindiges Viereck, in welehem 
der Schnittpunkt N von AA, mit BB, harmonisch getrennt ist von 
P durch AA, und von Q.durch LL,. Sei nun die Gerade m von n 
harmonisch getrennt durch die beiden aa,, so ist N der Schnittpunkt 
von » mit jener Ebene, und das erhaltene Resultat lehrt dann, dass 
m von » auch durch bb, harmonisch getrennt ist. 


42. Seien jetzt MANA,, MBNB, zwei harmonische Wiirfe von 
Punkten oder Ebenen einer Geraden zweiter Art und MN getrennt 
durch AA, und BB,, so sind auch nach Nr. 40, unter mnaa,bb, die 
entsprechenden reellen Triiger verstanden, die Geraden mn in der Re- 
gelschaar mnaa, durch aa, und in der Regelschaar mnbb, durch bb, 
harmonisch getrennt. Das Vorige zeigt dann, dass die beiden Regel- 
schaaren mab und ma,b, keine weitere Gerade gemein haben. Die 
Geraden mab und ma,b, bestimmen aber zwei Ketten von Elementen, 
deren Triiger niimlich den beiden Regelschaaren angehéren. Folglich 
haben die Ketten MAB und MA,B, kein von M verschiedenes Element 
gemein und das Gleiche gilt von den Ketten MAB, und MA,B. 

Umgekehrt: haben weder die Ketten MAB und MA,B,, noch die 
MAB, und MA,B ein Element ausser M gemein, so haben weder die 
Regelschaaren mab und ma,b, noch die mab, und ma,b ausser m eine 
Gerade gemein. Die beiden Regelschaarefi mab und ma,b, kénnen aber 
keinen Punkt gemein haben, der nicht auf m gelegen ist. Denn durch 
einen solchen Punkt miisste von jeder Schaar eine Gerade gehen, was 
unmdglich ist, weil alle Geraden dem Strahlensystem einer imaginiiren 
Geraden zweiter Art angehéren und folglich durch jeden Punkt nur 

Mathematische Annalen, VIII, 12 
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ein Strahl geht. Nach dem Vorigen ist also eine Gerade n, welche 
von m durch aa, harmonisch getrennt ist, auch durch bb, von m har- 
monisch getrennt. Weil sie der Regelschaar maa, angehdrt, ist sie 
Triger eines Punktes oder Axe einer Ebene N der Geraden zweiter 
Art und die beiden Wiirfe MANA, und MBNB, sind dann harmonisch. 

Durch Projection iibertriigt sich dieser Satz auf Wiirfe und Ketten 
in anderen Gebilden als Gieraden zweiter Art, so dass er allgemein 
lautet: 

Haben weder die Ketten MAB und MA, B, noch die MA,B und 
MAB, ausser M ein viertes Element gemein, so giebt es stets noch ein 
Element N, welches von M durch AA, und BB, harmonisch ge- 
trennt ist*); und umgekehrt. 


§ 10. 
Projectivische Beziehung. 


43. Zwei einfirmige reelle oder imagindre Gebilde (Gerade, Punkt- 
reithe, Ebenenbiischel, Strahlbiischel in der Ebene) sollen nun zu einander 
projectivisch genannt werden**), wenn jedem Elemente des einen, reellen 
sowohl als imaginiiren, ein Element des andern entspricht und dabei 
je zwei entsprechende Wiirfe dem Sinne nach derselben Art sind. Es 
entsprechen dann vier Elementen, die eine Kette bilden, wieder vier 
Elemente einer Kette. 

Diese Bedingungen sind nach Nr. 35. erfiillt fiir zwei Gebilde, 
welche perspectivisch liegen, wenn je zwei ineinanderliegende Elemente 
sich entsprechen. Folglich sind sie auch projectivisch. 

Da in Nr. 36. durch zweimalige Projection aus einem Wurfe ein 
anderer hergeleitet wurde, in welchem zwei Elemente unter sich und 
die beiden andern unter sich vertauscht sind, so folgt, dass zwei solche 
Wiirfe projectivisch sind. 

Da wir ferner oben gesehen haben, dass bei zwei reellen Gebilden, 
die reell projectivisch zu einander sind, jedem imaginiiren Elemente 
wieder ein solches entspricht und dass je zwei entsprechende Wiirfe 
gleicher Art sind, so folgt: zwei reelle reellprojectivische Gebilde sind 
auch mit Riicksicht auf die imaginiren Elemente projectivisch. 


44. Es mégen zwei einformige Gebilde projectivisch auf einander 
bezogen und MN zwei Elemente des einen Gebildes sein, die durch 
die beiden AC harmonisch getrennt sind. BD seien zwei andere 
Elemente, die MN ebenfalls harmonisch trennen, aber nicht der Kette 
MANC angehéren. Dann haben nach Nr. 42. die Ketten MAB, 


*) St. B. Nr. 211, 
**) St. B. Nr. 215. 
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MCD wid die MAD, MBC ausser M kein weiteres Element gemein. 
Seien nun die MABCD entsprechenden Elemente des zweiten Ge- 
bildes mit M’ A’ B’C’ D’ bezeichnet, so entsprechen den Ketten 
MAB, MCD, MAD, MBC wieder die Ketten M’ A’ B’, M’C'D’, 
M’ A’ D', M' BC’, die ausser M’ kein Element gemeii haben kén- 
nen, weil sonst die Ketten des ersten Gebildes noch ein Element ge- 
mein haben miissten. Entspricht dem Elemente N im zweiten Ge- 
bilde das Element N’, so ist dies den beiden Ketten M’A’C’ und 
M’' B'D' gemeinsam und muss folglich nach dem Satze der Nr. 42. 
von M’ durch A’C’ und B’D’ harmonisch getrennt sein. Ls ent- 
spricht also jedem harmonischen Wurfe wieder ein harmonischer Wurf*). 

45. Zwei reelle Gerade seien projectivisch und zwar so auf einander 
bezogen, dass drei reellen Punkten ABC der einen drei reelle Punkte 
A’ B'C’ der zweiten entsprechen. Ist dann D ein reeller Punkt der 
ersten Geraden, D’ sein entsprechender, so ist ABCD ein neutraler 
Wurf, folglich muss, weil entsprechende Wiirfe gleicher Art sein miis- 
sen, auch A’ B’C’ D’ ein neutraler Wurf, also D’ ein reeller Punkt 
sein. Beide Wiirfe miissen auch derselben Art der neutralen Wiirfe 
angehéren. Nach der vorigen Nummer entspricht einem harmonischen 
Wurfe aus vier reellen Punkten wieder ein harmonischer Wurf. Da- 
her sind also die reellen Punkte der beiden Geraden so bezogen, dass 
jedem Punkt ein anderer entspricht, jedem harmonischen Wurfe wieder 
ein solcher, und dass zwei entsprechende Wiirfe gleicher Art sind. 
Folglich sind die reellen Punkte beider Geraden projectivisch auf eman- 
der bezogen. 

In der gegebenen projectivischen Beziehung ist nun jedem ima- 
giniren Punkte A ein Punkt A’ der zweiten Geraden zugeordnet. 

Sei ABCD eine Darstellung von A und B zu A conjungirt, Da 
A und B durch AC und BD harmonisch getrennt sind (Nr. 38.) 
und jedem harmonischen Wurfe wieder ein solcher entsprechen soll, 
miissen die A und B entsprechenden Punkte A’ und B’ harmonisch 
getrennt sein durch A’C’ und B’D’. Folglich kénnen sie nur die 
beiden sein, die durch A’B’C’D’ und C’ B’ A’ D’ dargestellt werden, 
weil nach Nr. 39. nur ein solches Paar existirt. Nun miissen aber 
entsprechende Wiirfe gleicher Art sein und A liegt im Sine ABC, 
daher muss A’ im Sinne A’ B’C"’ liegen und also durch A’ B’C’ D’ 
dargestellt werden. 

Die beiden Geraden sind folglich nach dem oben (Nr. 29.) aufge- 
stellten Begriffe reell projectivisch**). 


*) St. B. Nr. 214. 
*t) St. B. Nr. 216. 
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Liegen sie also ineinander und haben die drei reellen Punkte 
ABC entsprechend gemein, so haben sie alle reellen und imaginiiren 
Punkte entsprechend gemein. 

46. Nun mégen zwei Ebenenbiischel, welche dieselbe Gerade 
zweiter Art zur Axe haben, projectivisch so auf einander besogen sein, 
dass die drei imaginiiren Ebenen ABI sich selbst entsprechen. Ks 
seien pqr die drei reellen Axen dieser Ebenen. Man schneide einen 
Leitstrahl der Regelschaar pqr durch beide Biischel, so erhilt mnn auf 
ihm (nach Nr. 43.) zwei projectivische Punktreihen, welche die drei 
Schnittpunkte mit pqr und folglich nach der vorigen Nummer alle 
reellen und imaginiiren Elemente entsprechend gemein haben. Daher 
haben auch jene Biischel alle Klemente entsprechend gemein, Jeder 
andere Fall ist durch Projection auf diesen zuriickzufiihren; daher kann 
man den Hauptsatz der Lehre von der Projectivitiit allgemein aus- 
sprechen : 

Wenn zwei zu einander projectivische einfirmige Gebilde, welche 
ineinander liegen, drei Elemente entsprechend gemein haben, so haben 
sie alle Elemente entsprechend gemein*). 

Hieraus ergeben sich dann die anderen Siitze der Theorie genau 
auf demselben Wege wie bei ausschliesslicher Betrachtung reeller Ele- 
mente, insbesondere gelten die Siitze: 

Die projectivische Beziehung ist bestimmt, wenn zu drei EKlemen- 
gegeben sind. 


ten die entsprechenden geg 

Zwei projectivische Punktreihen liegen perspectivisch, wenn sie 
ihren Schnittpunkt entsprechend gemein haben. 

Wenn ABCD (A ADCB, so sind AC durch BD harmonisch ge- 
trennt. Zwei projectivische Gebilde liegen entweder perspectivisch oder 
sie kénnen doch als erstes und letztes einer Reihe von Gebilden be- 
trachtet werden, von welchen jedes zum folgenden perspectivisch ist. 

47. Dass man bei der Theorie der Projectivitiit den Sinn eines 
Wurfes nicht entbehren kann, wenn die letzterwiihnte Kigenschaft 
festgehalten werden soll, zeigt das folgende lehrreiche Beispiel **). 
Man beziehe eine reelle Gerade so auf sich selbst, dass jeder reeiie 
Punkt sich selbst, jeder imaginiire aber seinem conjungirten zugeordnet 
wird. Dann entspricht jeder Kette wieder eine Kette, jedem harmo- 
nischen Wurfe wieder ein solcher, aber die Beziehung ist nicht pro- 
jectivisch, man kann beide nicht durch eine Reihe unter sich perspec- 
tivischer Gebilde verbinden. Denn bei solcher Beziehung bleibt der 
Sinn eines Wurfes unveriindert, wiihrend bei der oben vorausgesetzten, 


*) St. B. Nr. 21 
**) St. B. Nr, 22 
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wenn A im Sinne ABC liegt, der conjungirte A’ im Sinne CBA liegt 
und folglich die Wiirfe A BCA und ABCA’ nicht gleicher Art sind. 


§ 11. 
Imaginire Elemente eines reellen Kegelschnitts, 


48. Zwei reelle projectivische Strahlbiischel, die in derselben 
Ebene liegen, erzeugen durch den Schnitt entsprechender Strahlen einen 
Kegelschnitt, der die Centren A, B der beiden Biischel enthilt. Da 
die beiden Biischel reell projectivisch sind, so entspricht auch jedem 
imaginiiren Strahle des einen ein imaginiirer des zweiten; beide schnei- 
den sich in einem Punkte A, von dem gesagt werden soll, er gehdre 
dem Kegelschnitte an. ; 

Der eine der beiden Strahlen ist gegeben durch eine Involution 
des Biischels A, der andere durch die entsprechende Involution von B. 
Weil nun ein Strahl aus A den entsprechenden von B in einem Punkte 
des Kegelschnittes trifft, so sind beide Involutionen perspectivisch zu 
derselben Involution auf dem Kegelschnitte und folglich ist nach 
Nr. 15. der Triiger p des imaginiren Punktes A die Polare des Invo- 
lutionscentrums P. Dieses Centrum stellt daher den imaginiiren Punkt 
volistiindig dar, wenn man noch den Sinn zufiigt, in welchem die 
durch das Centrum bestimmte Involution beschrieben werden muss. 

Ist eine reelle Gerade gegeben, die den Kegelschnitt nicht schnei- 
det, aber in seiner Ebene liegt, so kann man auf ihr zwei imaginiire 
Punkte angeben, die gleichzeitig auf dem Kegelschnitte liegen. Denn 
ihr Pol muss das Centrum fiir die Involution sein, welche beide dar- 
stellt, wihrend der Sinn noch unbestimmt ist. 

Jede reelle Gerade, die keinen reellen Punki mit einem Kegelschnitte 
gemein hat, in dessen Ebene sie liegt, schneidet thn in zwei conjungirt 
imaginiren Punkten. 

Nimmt man auf dem Kegelschnitte einen dritten, Punkt C an und 
projicirt die Involution, welche A darstellt, von ihm aus auf den Ke- 
gelschnitt, so entsteht dort dieselbe Involution, welche die Biischel 
AA und BA erzeugten. Daher entspricht in den beiden Biischeln 
A, C, die durch die reellen Punkte des Kegelschnittes reell projecti- 
visch sind, dem imaginiiren Strahle AA ein Strahl CA, der auch durch 
denselben Punkt A geht. 

49, Hs soll nun der Schnitt einer imaginiiren Geraden mit dem 
Kegelschnitte bestimmt werden. Hierzu sind zwei Hiilfssitze néthig. 

In der Ebene des Kegelschnittes seien zwei reelle Gerade ab ge- 
geben. Dann ist jedem Punkte P von a ein Punkt Q von b conju- 
girt, in welchem niimlich b von der Polare des Punktes A geschnitten 
wird. Diese Polaren bilden einen Strahlbiischel, der zu der Punktreihe 
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auf @ projectivisch und zu der auf b perspectivisch ist, wodurch also 
diese beiden Punktreihen projectivisch sind. Die Verbindungslinien 
PQ wohiillen folglich als Tangenten einen Kegelschnitt, der auch die 
beiden Geraden a, b beriihrt, und zwar in den Punkten, in welchen 
sie von der Polare des Schnittpunktes ab getroffen werden. 

Dies gilt aber nur, wenn nicht der Pol A von a auf b und folg- 
lich umgekehrt der Pol B von b auf a gelegen ist. In diesem Falle 
ist A zu jedem Punkte von a und B zu jedem Punkte von b conju- 
girt. Soll also eine Gerade die beiden a, b in zwei conjugirten Punk- 
ten treffen, so muss sie durch einen der Pole A, B gehen. Diese 
Punkte AB sind die Schnittpunkte von b, a mit der Polare des Schnitt- 
punktes ab. 

Ferner ist néthig der Satz: Wenn die Strahlen eines Biischels auf 
zwei Arten involutorisch gepaart sind und mindestens in einer der 
beiden Involutionen keine Ordnungselemente vorhanden sind, so kann 
man immer zwei Strahlen finden, die in beiden Involutionen gepaart 
sind. Man lege einen beliebigen Kegelschnitt durch das Centrum des 
Biischels, so wird er in zwei Involutionen geschnitten, von welchen 
mindestens eine ihr Centrum im Innern des Kegelschnittes hat. Legt 
man durch beide Centren eine Gerade, so schneidet sie sicher den Ke- 
gelschnitt in zwei Punkten, die in beiden Involutionen ein Paar bilden 
und zwei Strahlen mit der gleichen Eigenschaft liefern. 

50. Es sei nun gegeben ein reeller Kegelschnitt und eine imagi- 
niire Gerade a, deren reeller Punkt M sei. Ist M auf dem Kegel- 
schnitte gelegen, so trifft die Involution, welche « darstellt, den Kegel- 
schnitt in einer Involution, deren Centrum zur Darstellung des imagi- 
niren Punktes dienen kann, in welchem « den Kegelschnitt ausser M 
noch schneidet. 

Liegt aber M7 nicht auf dem Kegelschnitte, so kommt es darauf 
an, eine Gerade p zu finden, welche von e@ in einer Involution ge- 
schnitten wird, in der die Punkte eines jeden Paares zugleich conju- 
girte Punkte sind. Ist aba,b, eine Darstellung von «, so miissen dem- 
nach die Schnittpunkte von p mit aa, und bb, conjugirte Punkte sein; 
dann findet dies bei jedem andern Strahlenpaare statt, weil zwei Paare 
die ganze Involution bestimmen. Man kann nun nach dem zweiten 
Hiilfssatz stets annehmen, dass a und a, conjugirt sind, d. h. a, den 
Pol von a enthilt. Die Polare m von M schneide nun aa, in zwei 
Punkten LA,; dann muss nach dem ersten Satze p durch einen der 
beiden Punkte gehen, weil sie die beiden Linien aa, in conjugirten 
Punkten schneiden soll. 

Wenn nun die beiden Strahlen bb, nicht auch conjugirt sind, so 
muss p gleichzeitig nach der vorigen Nummer Tangente eines Kegel- 
schnitts sein, der b und b, in den Punkten S und §, beriihrt, in wel- 
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chen sie von m getroffen ‘werden. Weil die Punkte RR, durch SS, 
getrennt sind, kann man von einem der beiden Punkte RR, sicher, 
aber auch nur von einem zwei Tangenten an den Kegelschnitt legen, 
welches die gesuchten Linien sind. Dann schneidet also die Gerade 
den Kegelschnitt in zwei imaginiren Punkten. Wenn endlich die Ge- 
raden b und b, ebenfalls conjugirt sind, so sind alle Paare der @ dar- 
stellenden Involution aus conjugirten Geraden gebildet; die Linie p 
muss dann durch einen der Punkte RA, und einen der SS, gehen, 
also mit m zusammenfallen, so dass in diesem Falle nar ein Schnitt- 
punkt existirt. Die Gerade heisst dann Tangente der Curve und der 
einzige Schnittpunkt ihr Beriihrungspunkt. 

Im Ganzen folgt also: eine imaginire Gerade schneidet einen reellen 
Kegelschnitt, in dessen Ebene sie liegt, in einem oder zwei Punkten. 

Die vorhergehende Untersuchung zeigt, dass durch jeden imagi- 
niiren Punkt der Curve, wie durch jeden reellen, nur eine Tangente 
geht, deren reeller Punkt der Pol des Trigers des gegebenen Punk- 
tes ist. 

51. Auf dem Kegelschnitte seien A und E zwei reelle Punkte, 


BCD F reelle oder imaginiire Punkte. Dann sind die beiden Biischel 
A(BCDF) wid E(BCDE) pro- 


jectivisch und schneiden daher be- _ aie 
ziiglich die Geraden DC und CB > a | 
in zwei projectivischen Punktreihen, _  } ‘wo \ 
welche den Punkt C entsprechend ) 4-7 
gemein haben und folglich perspec- | ISSN Z 
tivisch liegen. ir 7 ~ 

Das Projectionscentrum ist der | - 7 \\\| 
Schnitt G von AB mit LD und | | / \\I a 
durch ihn muss also die Gerade \ | . x 
gehen, die den Schnittpunkt von \ \ /\ 
AF wnd DC verbindet mit dem \y Px 
ope ae “agin J 
Schnittpunkte von LE’ mit CL, so A ae. 


dass also die drei Schnittpunkte von 
AB mit DE, BC mit EI’, CD wit A in einer Geraden liegen. 
Man lasse nun den Punkt C sich iindern, indem die iibrigen Punkte 
festbleiben. Dann ist der Schnittpunkt G von AL mit DE fest, der 
Schnittpunkt von BC mit EF beschreibt EF und der von CD mit 
I’ A diese letztere Gerade und weil die Verbindungslinie der drei 
Punkte immer durch den ersten geht, sind die beiden Punktreihen auf 
AF und EF perspectivisch, folglich die beiden Biischel, deren Centren 
B und D sind, projectivisch, wenn Strahlen entsprechend genannt 
werden, die sich in einem Punkte des Kegelschnitts treffen. 
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Ein Strahl des Biischels D ist die Tangente des Kegelschnitts 
in D. 

Da diese nur den Punkt D mit der Curve gemein hat, so muss 
der entsprechende Strahl aus B sie in D schneiden, denn sonst wiir- 
den wir auf der Tangente noch einen andern Schnittpunkt erhalten. 

Da B und D ganz beliebige Punkte des Kegelschnittes waren, so 
kénnen wir sagen: 

Zwei Biischel von Geraden, welche von zwei (reellen oder imagi- 
niiren) Punkten eines reellen Kegelschnittes aus diese Curve projiciren, 
sind projectivisch. Der Verbindungslinie der Centren entsprechen dabei 
die Tangenten in diesen Punkten. . 

Nun kann man genau wie oben, indem man auch die Punkte AF 
beliebig lisst, ganz allgemein den Pascal’schen Satz beweisen iiber 
ein Sechseck, dessen Ecken Punkte eines Kegelschnittes sind. 

52. Es seien ABCD (Fig. 9) vier (reelle oder imaginiire) Punkte 
des Kegelschnittes N der Schnittpunkt von AB und CD, M der von 

Fig. 9. 


aN Tie. Ae 


a ae 
\ i. A Ps \ pe i Pal 4 





ae ae WP 
AD und BC, und endlich P der von AC und BD. Dann schneidet 
die Linie NP die Seiten AD und BC in zwei Punkten YR, welche 
nach den Eigenschaften des vollstiindigen Vierecks von M harmonisch 
getrennt sind durch resp. AD und BC. Legen wir in B und C die 
Tangenten und ist FE ihr Schnittpunkt, so ist nach der vorigen Num- 
mer B(ECDA) \ C(BEDA) \ C(EBAD). Der erste und letzte 
dieser Biischel sind aber perspectivisch gelegen, weil sie einen Strahl 
BC entsprechend gemein haben, daher schneiden sich die andern in 
Punkten einer Geraden, so dass die Punkte LE, P, N in einer Geraden 
liegen. Schneiden sich die Tangenten in A und D in einem Punkte 
F, so muss ebenso F mit P und N in einer Geraden liegen. In 
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gleicher Weise liegen der Schnittpunkt H der Tangenten in A und B 
und der Schnittpunkt K der Tangenten in C und D in derselben Ge- 
raden mit dem Punkte P. Man iindere den Punkt A, indem man die 
andern Punkte BCD unverizdert lisst. Dann bleibt die Linie BD 
unverindert und auf ihr bewegt sicu der Punkt P, dieser wird aber 
von K und £, die gleichfalis fest bleiben, nach A und F' projicirt, so 
dass diese beiden Punkte projectivische Punktreihen beschreiben, d. h. 
aber: 

Zwei Tangenten des Kegelschnitts werden von allen tibrigen in zwei 
projectivischen Punktreihen geschnitten. 

Wenn man nun Betrachtungen anstellt, die denen in Nr. 50. dua- 
listisch entsprechen, so ergiebt sich jetat: 

Durch jeden reellen oder imaginiren Punkt gehen zwei Tangenten des 
Kegelschnitts oder nur eine Tangente. Im letzten Falle gehirt der Punkt 
der Curve an. 

Denn wenn wir das in Nr. 50. erhaltene Resultat dualistisch iiber- 
tragen, folgt, dass durch einen Punkt nur eine Tangente geht, wenn 
die den Punkt darstellende Involution aus Paaren von conjugirten 
Punkten besteht. Dann liegt aber der betreffende Punkt auf dem Ke- 
gelschnitt. 


§ 12. 
Involution. 


53. Wenn zwei Gebilde, die ineinander liegen, projectivisch so 
aufeinander bezogen sind, dass je zwei entsprechende Elemente sich 
abwechselnd entsprechen, so sagt man, die Elemente seien involuto- 
risch gepaart. Da diese Definition wortlich mit der iibereinstimmt, die 
bei alleiniger Beniitzung reeller Elemente gegeben wird, so kann man, 
genau wie in diesem Falle, beweisen, dass zwei ineinander liegende 
projectivische Gebilde schon dann in Involution sind, wenn irgend 
zwei Elemente sich abwechselnd entsprechen. 

Projicirt man eine Jnvolution durch ein anderes Gebilde, so sind 
auch dessen Elemente involutorisch gepaart. 

Schneidet man einen reellen Kegelschnitt durch die Strahlen 
eines involutorischen Strahlbiischels, dessen reelles oder imaginires 
Centrum ein Punkt des Kegelschnittes ist, so werden die Punkte 
der Curve gepaart, wenn man je zwei zuordnet, die in gepaarten 
Strahlen des Biischels liegen. Projicirt man die Punktreihe auf dem 
Kegelschnitt von einem andern Punkte des Kegelschnittes aus, so ent- 
steht wieder ein Strahlbiischel, dessen Strahlen involutorisch gepaart 
sind. Man sagt daher auch, die Punkte des Kegelschnittes seien invo- 
lutorisch gepaart und beweist dann, ebenso, wie bei reellen Punkten in 
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Nr. 4. geschah, dass die beiden Punkte eines jeden Paares mit dem- 
selben festen Punkte, dem Centrum der Involution, in gerader Linie 
liegen. Weil dieser Punkt nicht auf dem Kegelschnitte gelegen sein 
kann, gehen durch ihn zwei Tangenten, die die Curve in je einem 
Punkte treffen. Es giebt also in der Involution zwei sich selbst zuge- 


ordnete sog. Ordnungselemente*). Dies Resultat iibertriigt sich auf 


eine beliebige Involution, weil man von ihr durch Projection stets zu 
einer Involution der Punkte eines reellen Kegelschnittes tibergehen kann. 

Sind M, N die beiden Ordnungselemente und AA, die Elemente 
eines Paares einer Involution, so ist I/ NAA, A MNA,A, daher sind 
die Ordnungselemente durch die Elemente eines jeden Paares harmo- 
nisch getrennt. 


54. Auf derselben Geraden mégen zwei Punktreihen liegen, die 
projectivisch so aufeinander bezogen sind, dass sie nur einen Punkt 
C entsprechend gemein haben, wihrend den Punkten AB, der einen 
die BA, der zweiten zugeordnet sind. Dann ist CC-AA,-BB, cine 
Involution**), in der C ein Ordnungselement ist. Wire C nicht ein 
Ordnungselement, so miisste es mit einem andern J gepaart sein, so 
dass CD-AA,-BB, eine Involution, also CD AB, \ DCA, BA CDBA, 
wire. Dann wiirde aber in den beiden gegebenen projectivischen Punkt- 
reihen auch D sich selbst entsprechen gegen die Voraussetzung. 

Ist umgekehrt CC - AA, - BB, eine Involution, so haben die bei- 
den projectivischen Punktreihen CAB, --- und CBA, --- das Element 
C und nur dieses gemein. Denn hiitten sie noch ein zweites D gemein, 
so wire CDAB, \ CDBA, \ DCA,B, a. h. CD-AA,- BB, eine 
Involution und C gegen die Annahme kein Ordnungselement. 

Die beiden projectivischen Punktreihen CAB --- und CA, B, +++ mé- 
gen nur das Element C entsprechend gemein haben; ebenso die projecti- 
vischen Reihen CAB-~-- und CA,B,---. Dann haben die Reihen 
CA,B,--- und CA,B, +--+ auch nur C entsprechend gemein, oder sie 
sind identisch und haben alle Elemente entsprechend gemein***). 

Angenommen, sie hiitten ausser C noch das Element D entsprechend 
gemein, so dass CA, B, D \ CA, B,D wire. Man suche nun den Punkt 
E, so dass CABE ( CA, B,D (A CA,B,D wnd bestimme D, und D, 
aus den Bedingungen CABD (A CA, B,D, \ CA,B,D,. Weil nun 
CABED (\CAB,DD, wid der Annahme nach beide Punktreihen 
nur C entsprechend gemein haben, so ist CC-EHD,- DD eine Invo- 
lution, also CE DD, ein harmonischer Wurf. Ebenso zeigt sich, dass 

*) St. B. Nr. 220. 
**) St. B. Nr. 221. 
***) St. B, Nr. 223. 
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CEDD, ein harmonischer Wurf ist. Daher sind die beiden Punkte 
D, und D, identisch. 

Weil aber CA, B,D, A CA, B,D, war, haben die beiden projec- 
tivischen Punktreihen C.4,B,--- und CA,Bb,--- ausser C und D 
auch noch D, = D, gemein. Sie miissen also alle Punkte entspre- 
chend gemein haben. Ist dies nicht der Fall, so kénnen sie demnach 
nur C gemein haben. Dann ist wieder CC- A, B,-B,A, eine Invo- 
lution. 

55. Zwei projectivische Punktreihen, die ineinander liegen, kén- 
nen nicht mehr als zwei Elemente entsprechend gemein haben, wenn 
sie nicht ganz identisch sein sollen; dass sie aber immer ein oder zwei 
Punkte entsprechend gemein haben miissen, soll jetzt bewiesen werden. 

Es mége dem Punkte A der einen Reihe der A, der zweiten ent- 
sprechen. Wenn nun dem 4,, als der ersten Reihe angehérig, wieder 
A entspricht, so liegen die Reihen involutorisch, und es ist oben ge- 
zeigt, dass sie dann zwei Punkte entsprechend gemein haben. Wir 
kénnen also aunehmen, dass dem 4, ein von A verschiedener Punkt 
A, entspricht. Wenn nun die beiden Reihen nur ein Klement C ent- 
sprechend gemein haben, so entsprechen den Punkten CAA, der 
ersten die CA, A, der zweiten, und nach der vorigen Nummer ist also 
CC.AA,-A,A, eine Involution oder CAA,A, ein harmonischer 
Wurf. Umgekehrt ist C so bestimmt und entspricht es in beiden 
Reihen sich selbst, so haben sie nur C entsprechend gemein. Ent- 
spricht aber dem Punkte C der ersten Reihe der Punkt D der zwei- 
ten, so miissen die bheiden Punktreihen zwei Elemente M/, N entspre- 
chend gemein haben. Soll dies der Fall sein, so muss MNAA, 
\\ MNA,A,/\ NMA,A, sein. Folglich ist MN-.AA,-A,A, eime 
Involution, von der A, ein Ordnungselement ist. Das andere ist von 
A, durch AA, harmonisch getrennt und somit C; daher ist auch der 
Wurf 12A, NC ein harmonischer, und weil MA, NC A MA,ND, auch 
MA,ND, a. h. Mund N sind die Ordnungselemente einer Involution, 
von der 4,C und A, D zwei Paare sind. Weil aber diese Involution stets 
zwei Ordnungselemente hat, giebt es auch stets solche Punkte WV, N. 
Daher kann man sagen: zwei ineinander liegende projectivische Elemen- 
targebilde haben stets cin oder zwei Elemente entsprechend gemein*). 

Sind die beiden Gebilde reell und reell projectivisch, so kann man 
die Elemente A,, A,, C, D reell annehmen; daher hat die Involution 
A,C-A,D entweder zwei reelle oder conjungirt imaginire Ordnungs- 
elemente und folglich haben die projectivischen Gebilde entweder ein 
reelles Element, oder zwei reelle Elemente’, oder zwei conjungirt ima- 
ginire Elemente entsprechend gemein. 


*) St. B. Nr. 222, 
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Sind AA,A, drei reelle Elemente eines reellen Gebildes und be- 
zieht man dieses Gebilde so projectivisch auf sich selbst, dass den 
Elementen AA, A, resp. A,A,A entsprechen, so ist das Element D 
so zu bestimmen, dass A,A,AD/ AA,A,C, wihrend dieser letzte 
Wurf harmonisch ist. D ist also von A, getrennt durch A und JA,, 
und C von A, durch A und A,. Die Involution, von der A,C und 
A, D zwei Paare sind, hat folglich zwei conjungirte imaginire Ord- 
nungselemente, von welchen eines den Sinn AA, A,, das andere den 
entgegengesetzten Sinn A,A,/ hat. Diese beiden Elemente, die zu 
den dreien AA, A, cyclisch-projectivisch genannt werden*), lassen sich 
also durch die drei reellen AA, A, darstellen. Hierauf beruht die von 
Herrn Klein (Géttinger Nachrichten 1872 Seite 373) vorgeschlagene 
Interpretation des Imaginiren in der Geometrie. 


II. 
Das Rechnen mit Wiirfen. 
§ 13. 
Gleichheit und Addition. 


56. Im Folgenden sollen nun gewisse geometrische Operationen 
angegeben werden, die gestatten, aus mehreren Wiirfen auf gesetz- 
missige Art neue abzuleiten. Da die Gesetze dieser Operationen mit 
den fiir das Zahlenrechnen giiltigen iibereinstimmen, so werden wir 
sie mit v. Staudt als Rechnen mit Wiirfen bezeichnen. 

Hierbei sollen zwei Wiirfe als gleich gelten (bezeichnet durch =), 
wenn sie projectivisch sind, ohne Riicksicht darauf, ob sie demselben 
Gebilde angehéren oder nicht. Da nach Nr. 45. die vier Wurfe ABCD, 
BADC, CDAB, DCBA projectivisch sind, so sind sie also auch 
gleich. 

Ein Werf soll im Folgenden durch einen kleinen lateinischen oder 
griechischen Puchstzbe:: bezeichnet oder durch Nebeneinanderstellung 
jener vier Elemente in der richtigen Reihenfolge dargestellt werden. 


57. Seien nun w, und uw, zwei Wiirfe. Um sie darzustellen, nehme 
man auf einem Elementargebilde drei Elemente A, B, C willkiihrlich 
an und bestimme nun zwei andere D, und D,, so dass u, = ABCD,, 
u, = ABCD,. Dann kann man ein Element S des Gebildes so 
finden, dass CC. AS- D,D, eine Involution ist. Der Wurf ABCS 


*) Clebsch, Crelle’s Journal Bd. 68, Seite 167; Biniire Formen Nr. 132. 
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soll dann die Summe der gegebenen Wiirfe genannt und durch u, + u, 
bezeichnet werden*). 
Die Construction von S gestaltet sich am einfachsten, wenn man 


fiir ABC drei reelle Punkte eines reellen Kegelschnittes wahlt (Fig. 10). 
Weil die Punkte CC- AS. 


D, D, eine Involution bil- Fig. 10. 

den miissen, so schneiden a . ree aS. aie 
sich nach Nr. 53. die | Wi i ae 
Tangente in C, die Linien \ 7. ™ Se 

AS und D,D, in einem iy Pe 

Punkte. Der Punkt S \ a ie 
wird also construirt, wenn k ee 

man die Tangente in C ~~ _ 


durch die Linie D, D, 

schneidet und den Schnittpunkt mit A verbindet. Es ist hierbei gleich- 
giiltig, ob-die Wiirfe w, und w, neutral sind oder nicht. Wenn sie 
neutral sind, sind die Punkte D,D, reelle Punkte des Kegelschnitts 
und die Construction fiihrt dann zu einem reellen Punkte S, so dass 
also der Wurf uw, + uw, auch neutral ist. Die Summe von zwei neu- 
tralen Wiirfen ist wieder ein neutraler Wurf. 

Die eben definirte Summe von zwei Wiirfen scheint abhingig von 
dem Elementargebilde, auf welchem man die Elemente ABCD, D, 
annimmt, und von der Wahl der ABC. Dies ist jedoch nicht der 
Fall. Man nehme in einem andern oder demselben Elementargebilde 
die drei Elemente A’ B’C’ an, es sei u, = A’ B’C' D,’, u, = A’ B’C'D,, 
Dann ist ABCD, = A’B'C'D, wnd ABCD, = A’'B'C’D,. Die 
Summe A’ B’C’S’ wird nun gefunden, indem man das Element S’ 
sucht, welches C’C’ - A’S’ - D,’ D, zu einer Involution macht. Wenn 
man nun beide Gebilde projectivisch so aufeinander bezieht, dass den 
Elementen ABC des ersten die A’.6'C’ des zweiten entsprechen, so 
entsprechen D,D, die D, D, und, weil der Involution CC-AS-D,D, 
wieder eine Involution entsprechen muss, S dem S’. Dann ist aber 
ABCS = A'B'C’S’. Die Summe ist folglich durch die beiden Wiirfe 
vollstiindig bestimmt. 

Da bei der Construction von S die beiden Punkte D, und D, 
symmetrisch beniitzt werden, so ist wu, + uu, =u +, d. h. die 
Operation der Addition ist eine commutative. 

58. Bei der Construction zur Bestimmung der Summe kann es 
eintreten, dass das Klement S mit einem der Punkte ABC zusammen- 
fallt. Dann giebt es eigentlich keinen Wurf, der die Summe darstellt, 


*) St. B. Nr. 258. 
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insofern ja ein Wurf aus vier Elementen bestehen muss. Um aber 
keine Ausnahme zuzulassen, wollen wir die drei Gruppen von Elemen- 
ten ABCA, ABCB und ABCC uneigentliche Wiirfe*) nennen und 
sie mit den Zeichen 0, 1, oo bezeichnen, weil sie genau dieselben Ge- 
setze befolgen, wie die so bezeichneten Zahlen. Wenn man bei den 
uneigentlichen Wiirfen zwei Elemente und gleichzeitig die beiden an- 
dern vertauscht, so entstehen drei Wiirfe der Formen BAAC, BABC, 
CCAB, die den drei ersten gleich sein sollen. Sind A’B’C’ drei 
Elemente eines andern Elementargebildes oder drei andere Elemente 
des niimlichen, dem auch ALC angehéren, so sollen auch zwei un- 
eigentliche Wiirfe gleich heissen, wenn der eine aus ABC auf dieselbe 
Art gebildet ist, wie der andere aus A’B’C’. Hiernach und nach der 
vorigen Definition ist z. B. A’B’C’ A’ = ABCA= BAAC=CAAB. 

Die Definition der Summe zweier Wiirfe soll nun auch auf den 
Fall angewandt werden, wenn einer oder beide der zu addirenden Wiirfe 
uneigentliche sind. Dabei ist jedoch der Wurf 2%, wie im Folgenden, 
stets ausgeschlossen. Denn wiire z. B. u, = co, so wiire, um u, + wt, 
= ABCC, + ABCD, zu construiren, S so zu suchen, dass CC. AS-CD, 
eine Involution wiire, was nicht angeht. 

Wendet man die Definition auf die Summe 0 +4, = ABCA + 
ABCD, an, so ist S aus der Involution CC-AS- AD, zu bestim- 
men, aus der sich ergiebt, dass S mit D, zusammenfallen muss, Es 
ist folglich 0 + wu, = u,. 

Dass die Summe von zwei Wiirfen auch im Falle, dass einer oder 
beide uneigentliche sind, unabhiingig ist von der Construction, folgt 
mit dem obigen Begriffe der Gleichheit aus dem beziiglichen Beweise 
der Nr. 56. 

59. Es ist aber die Addition auch eine associative Operation, a. h. 
es besteht die Gleichung 

(u, + w,) + ws = (u, + u,) + uw. 
Um sie zu beweisen**), stellen wir die drei Wiirfe auf einem Elemen- 
targebilde dar durch 
u, = ABCD,, u.—ABCD,, u,=— ABCD,. 
Es habe sich dann ergeben 
u, +u,— ABCS,, u, + u, = ABCS,. 

Dann ist CC- D,D,- AS, eine Involution und nach Nr. 54. haben 
also die beiden projectivischen Reihen CAD, --- und CD,S,--- nur 
C entsprechend gemein. Ferner ist CC - AS, - D,D, eine Involution, 


*) St. B. Nr. 256. 
**) St. B. Nr. 259. 
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so dass die projectivischen Reihen CAD,--- und CD,S,--- auch 
nur C entsprechend gemein haben. Nach Nr. 54. ist also CC-D,S,-D,8, 
eine Involution. Ist in dieser dem Element A das Element S zuge- 
ordnet, so ist nach der Definition der Summe 

ABCD, + ABCS, = ABCS, 

ABCD, + ABCS, = ABCS, 


womit der Satz an der Spitze bewiesen ist. 


Der obige Beweis stiitzt sich darauf, dass die beiden Reihen 
CAD,--- wd CD,S,--- nur C entsprechend gemein haben, weil 
CC. AS,-D,D, eine Involution ist. Wenn sie mehr Elemente ge- 
mein haben sollen, so miissen sie nach Nr. 54. identisch sein, also 
speciell A mit DD, zusammenfallen. Dann ist aber einer der Wiirfe 0, 
und weil (w#, +0) + uw, = (u, + uy) = (u, + us) + 0 ist, gilt das 
Associationsgesetz auch in diesem Falle. 

60. Die Differenz u, — uw, sei definirt durch die Gleichung 

(uw, — u,) + wu, = U,. 
Stellt man «, durch den Wurf ABCD, und u, durch ABCD, dar, 
wo ABC drei reelle Punkte eines reellen Kegelschnittes, so findet man 
den Wurf w, — u, = ABCD, indem man (Fig. 10) die Tangente in C 
durch die Linie AD, schneidet und durch den Schnittpunkt und D, 
eine Linie zieht, die den Kegelschnitt wieder im Punkte D trifft. So- 
mit giebt es stets einen Wurf, der der obigen Gleichung geniigt, und 





nur einen. 

Die specielle Differenz 0 — w soll einfacher durch — w bezeichnet 
werden. Hiermit sind nun die aus der Definition der Addition und 
Subtraction abzuleitenden Priimissen bewiesen, aus welchen alle iibri- 
gen Kigenschaften dieser Operationen rein formale Folgerungen sind, 
die man herleiten kann, ohne auf die specielle Natur der Verkniipfungen 
einzugehen*). 

§ 14. 
Multiplication. 


61. Um das Product von zwei Wiirfen u, und w, zu bilden, stel- 
len wir beide dar durch je vier Elemente eines Elementargebildes in 
der Form, dass u, = ABCD, und u, = ABCD,. Dann kann man 
ein Element P so finden, dass AC- D,D,- DBP eine Involution ist. 
Der Wwf ABCP soll dann das Product der beiden gegebenen heissen 
und durch u,u. bezeichnet werden**); dass dieser Wurf unabhingig ist 


*) Siehe dariiber Hankel, Vorlesungen iiber die complexen Zahlen und ihre 
Functionen § 4 ff.; Schréder, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra Bd. I, § 79 ff. 
**) St. B. Nr. 268. 
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von der Darstellung der Wiirfe selbst, wird ebenso wie der entsprechende 
Satz der Addition bewiesen. 

Ist wu, = 1— ABCB, so muss AC- BD,- BP eine Involution 
sein, also D, mit P coincidiren. Demnach ist 


1 - U, = Uy. 


Die Construction von P gestaltet sich am einfachsten, wenn man wie- 
der fiir ABC drei Punkte des Kegelschnittes annimmt. Man hat dann 
(Fig. 11) AC durch D,D, zu schneiden und den Schnittpunkt mit B 
durch eine Linie zu verbinden, die den Kegel- 
schnitt nochmals im Punkte P trifft. Denn nach 
y a Nr. 53. ist dann AC- BP- D, D, eine Involution. 
oon Sollte das Product u,u, gleich 0 sein, so 
7 \f— —  wmiisste der Punkt P nach A fallen, also auch 
|/ \ D,D, durch A gehen, so dass einer der beiden 
+ |} Punkte D,D, mit A identisch, also einer der bei- 
\ J] den Wiirfe u,, u, der uneigentliche Wurf ABCA 
AK WA sein miisste. Ist aber u, z B. =0, so ist P 
2 —@s aus der Involution AC. A D,-BP «a _ bestim- 
men, was nicht angeht. Da aber die Construction 
am Kegelschnitt in diesem Falle fiir P den Punkt A liefert, so defi- 
niren wir: ein Product, dessen einer Factor 0 ist, soll gleich 0 sein*). 
Dann haben wir nach dem oben Bemerkten den Satz: Hin Product 
von zwei Factoren ist dann und nur dann =0, wenn einer der Fac- 
toren © ist. 


62. Da bei der Construction des Punktes P die beiden Punkte 
D, wnd D, symmetrisch benutzt werden, so ist die Multiplication eine 
commutative Operation. Um zu beweisen, dass sie auch associativ ist, 
betrachten wir zuerst das Product von zwei Wiirfen ABCE und 
ABCF. Ist es ABCG, so ist AC- BG - EF eine Involution, folg- 
lich ABCF = CG AE = AECG. Daher ist (A BCE) (AECG) = 
ABCG. 

Sind nun drei Wiirfe 

u,=ABCD,, w,=ABCD,, u,— ABCD, 
gegeben und keiner von ihnen = 0, so kann man auch 
u,= AD,CP,, «.—AP,CP 

setzen. Dann ist 


U, , = (ABCD,) (AD,CP,) = ABCP, 


und 


(u,u,)U; = (ABCP,) (AP,CP) = ABCP. 


*) St. B. Nr. 269 (Ende), 
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Dagegen ist 


Uy Us; = (AD, CP,) (AP,CP) = AD,CP 


und 
(tu U3)4, = (AD,CP)(ABCD,) = ABCP, 
folglich 
(U, Up) Uy = (UUs) U, *), 

welche Gleichung zusammen mit dem Commutationsgesetz das allgemeine 
Associationsgesetz ausspricht**). 

Dass der Satz auch dann gilt, wenn einer der drei Wiirfe Null 
ist, folgt daraus, dass das ganze Product dann 0 gleich ist. 


63. Seien wieder drei Wiirfe u,u,u, gegeben, u, = ABCD, aber 
u, = AD,CD,, u, = AD,CD, und u,+u,— AD,CS, so dass 
CC. D,D,-AS eine Involution ist. Dann ist 

U, (Uy + us) = (AD,CS)(ABCD,) = ABCS. 

Andrerseits ist u,u,—= ABCD,, u,u, = ABCD,. Um dann die 
Summe wu, u, + uu, = ABCD, + ABCD, zu finden, hat man das 
Element zu suchen, welches A zugeordnet ist, in der Involution von 
der CC und D,D, zwei Paare bilden. Dieses Element ist aber S, 
also u,U, + us = ABCS oder 


“Wy (Uy Uy) = UU, + UUs 5 
welcher Satz auch fiir u, =O richtig bleibt, weil 0—0O-+ 0, und 
auch fiir uw, -—+ uw, = 0. Denn in diesem Falle ist S mit A identisch, 
also CC. D,D,- AA eine Involution und deswegen auch wu, u,-+ uu; 
= ABCA=0. 

Das so bewiesene Distributionsgesetz in Verbindung mit dem Com- 
mutationsgesetz und dem Associationsgesetz reichen aber aus, um alle 
Siitze tiber Addition, Multiplication und Division in ihrem Zusammen- 
hange rein formal zu beweisen***), wenn noch die Existenz des Quo- 


2 


. . . » U e ye 
tienten dargethan ist. Dass aber ein Wurf —* existirt, dessen Product 
1 


mit «, gleich wu, ist, zeigt am einfachsten die Construction am Kegel- 
schnitt. Man ziehe (Fig. 11) BD, und verbinde den Schnittpunkt der 
Linie AC und BD, mit D,, so schneidet diese Linie den Kegelschnitt 


. . . . Us 7 . 
zum zweiten Mal in einem Punkte Q. Dann ist ms = ABCQ. Diese 
i 
Construction wird nicht ausfiihrbar, wenn u, = 0 ist. Folglich ist 0 
als Nenner auszuschliessen. 
64. Die Summe von » Wiirfen, von welchen jeder wu ist, soll durch 
nu bezeichnet werden. Weil w—(4A BCB)u, so ist nach dem Distri- 


*) St. B. Nr. 269. 
*t) Vel. Schréder 1. c. § 87, S. 268. 
***) Hankel, Schréder ll. ce. 
Mathematische Annalen. VIII. 13 
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butionsgesetz nu—=n(4ABCB).u. Man kann aiesen Wurf construiren, in- 
dem man sich durch wirkliche Addition den Wurf n(A BCB)=(A BCB,) 


herstellt; dann ist nu —(ABCB,)u. Soll nun umgekehrt ein Wurf 


u so gefunden werden, 


Wig, 22. dass nu gleich einem 
—_——— — gegebenen Wurfe v ist, 
\ ? : so ist dies nicht schwer 
\\p \ auszufiihren. Den Wurf 
\\" \e u, der der Gleichung 
BY } nu=v geniigt, bezeich- 
NY ~p nen wir mit : v. In 
\ (a 


Fig. 12 ist die Con- 
struction von ABCD =} (ABCE) mit Hiilfe des Wurfes 4BCB, 
wirklich durehgefiihrt. 

Mit «" soll ein Product von » Factoren bezeichnet werden, von 
welchen jeder = wu ist. Die Gesetze des Rechnens mit Potenzen 


we. yt = yt. 
(u™)” = yn 


sind rein formale Folgerungen der Definition und der Multiplications- 
gesetze. 


Vergleichung der neutralen Wiirfe. 


65. Wiahrend die Betrachtungen der beiden letzten Paragraphen 
sich auf beliebige, neutrale oder nicht neutrale Wiirfe bezogen, be- 
schriinken wir uns jetzt auf neutrale Wiirfe. 

Kin neutraler Wurf ABCD soll negativ heissen, wenn er nach 
der Eintheilung des § 6 ff. zu der ersten Art der neutralen Wiirfe 
gehort, positiv dagegen, wenn er zur zweiten oder dritten Art gehort. 

Auch diese Festsetzungen sind von der Darstellung des Wurfes 
unabhingig. Denn ist ABCD = A’B’'C’D’, so gehirt, weil die 
beiden Wiirfe projectivisch sind, A’B’C’ D’ zu derselben Art der neu- 
tralen Wiirfe wie ABCD. Sind ABC drei reelle Elemente eines 
reellen Gebildes, so ist auch D ein reelles Element (Nr. 32.). Ist nun 
der Wurf ABCD negativ, so sind AC durch BD getrennt oder D 
liegt auf dem Theile AC des Gebildes, der B nicht enthilt; dagegen 
liegt es auf dem B enthaltenden Theile ABC, wenn der Wurf posi- 
tiv ist. 

Im Folgenden setzen wir stets diese Darstellung voraus. 

66. Das Product von zwei negativen oder zwei positiven Wiirfen 
ist positiv. 
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Seien die Wiirfe wu, = ABCD, und u, = ABCD, = AD,CP. 


Sind beide positiv, so smd AC weder durch BD, noch durch D, P 
getrennt, folglich kénnen sie auch nicht durch BP getrennt sein. Die 
gleiche Folgerung ergiebt sich aber, wenn uw, und w, negativ sind. 
Dann sind AC sowohl durch PD, als durch D, P getrennt, so dass 
auch hier AC durch BP nicht getrennt sein kénnen. Weil aber 
(ABCD,) (AD, CP) = ABCP, = u,u,, so ist der Satz bewiesen. 

Ist aber einer der Wiirfe, wu, etwa, positiv und uw, negativ, so ist 
u,u, negativ. Denn dann sind AC durch BD, nicht getrennt, aber 
durch D,P getrennt, so dass sie durch BP getrennt sein miissen, 
also ABCP ein negativer Wurf ist. 

Wenn man die Construction des Productes an einem Kegelschnitt 
ausfiihrt, iiberzeugt man sich durch die Anschauung von der Richtig- 
keit der Sitze. 

67. Die Summe von zwei positiven Wiirfen ist positiv, von zwei 
negativen Wiirfen negativ. 

Sind die beiden Wiirfe u, = ABCD,, u. = ABCD, positiv, so 
sind AC weder durch BD, noch durch BD, getrennt. Gesetzt nun, 
die Summe uw, + wu. = ABCS wiire negativ, so wiire AC durch BS 
getrennt, daher wiiren sie auch durch D,S und D,S getrennt, also 
AD,CS wid AD,CS ordentliche Wiirfe. Sind w, und uw, negativ, so 
sind AC durch BD, und BD, getrennt; wenn wu, + wu, positiv wiire, 
so wire AC durch BS nicht getrennt, also durch D,S und D,S ge- 
trennt, so dass also auch jetzt die Wiirfe A.D,CS und AD,CS ordent- 
liche sein wiirden. Ks soll gezeigt werden, dass darin ein Widerspruch 
liegt. Es ist CC-D,D,-AS eine Involution, daher AD,CS A SD,CA 
A ACD,S. Wenn nun AD,CS ein ordentlicher Wurf ist, muss auch 
ACD,S einer sein, wiihrend wir oben gesehen haben, dass AD,CS 
einer ist. Diese beiden Wiirfe ACD,S und AD,CS koénnen nicht 
gleichzeitig ordentliche sein, weil nicht gleichzeitig (nach dem ersten) 
AD, durch CS getrennt und (nach dem zweiten) nicht getrennt sein 
kénnen. 

Also sind die obigen Annahmen falsch und der Satz bewiesen. 

Die Summe von zwei positiven oder zwei negativen Wiirfen kann 
auch nicht =O sein. Denn in beiden Fillen sind AC durch D, D, 
nicht getrennt. Wiire aber die Summe = 0, so wire CC-D,D,-AA 
eine Involation, also AC durch D, D, getrennt. 

68. Hin Wurf u, soll grosser heissen als ein anderer u,, in Zei- 
chen u, > U., wenn U, — Uy positiv ist. Kin positiver Wurf w ist dann 
>0. Denn w— 0 = u ist positiv. Der Wurf — wu ist dann negativ 
und <0. Denn weil «+ (—w)=—0, so kann nach der vorigen 
Nummer — w nicht positiv sein, und weil 0 —(— wv) =u, so ist 
0O>—u. 
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Sei nun #, > u, und u, = ABCD,, u. = ABCD,; u, — uy aber 
ABCT. Weil u, > u, sein soll, muss u, — u, positiv sein; daher 
sind AC durch BT nicht getrennt. 7’ ist durch die Involution CC .- 
TD, -AD, bestimmt, die ein Ordnungselement C und folglich noch 
eines besitzt. Deswegen muss der Sinn AZ'C dem D, D,C entgegen- 
gesetzt (Nr. 3.) oder dem CD,D, gleich sein. Weil aber AC durch 
BT nicht getrennt sind, ist der Sinn ABC dem ATC gleich; folg- 
lich sind die beiden Sinne ABC und D,D,C entgegengesetzt. Ist 
u, = ABCD, ein dritter Wurf und wu, < u,, so ist also auch der 
Sinn D,D,C dem ABC entgegengesetzt, stimmt demnach mit D, D,C 
iiberein: Ein Punkt, der das Gebilde im Sinne ABC von C aus durch- 
liuft, wird also der Reihe nach die Punkte CD, D,D, treffen, bevor 
er nach C zuriickkehrt. Es ist klar, dass auch das Umgekehrte rich- 
tig ist. 

Auch davon wird man sich durch Constructionen am Kegelschnitt 
leicht anschaulich iiberzeugen. 


69. Aus der Ungleichung 2 u, > 2 u, folgt u, > u,. Denn da 


2u, —2u, = 2(u, — wu) > O ist, so kann uw, u, nicht negativ 
sein. 


Ksseiu,?< u,* und u, positiv. Dann ist «,?—w,?= (uw, —u,) (w)-+ uy) <0. 
Daher muss ein Factor negativ und der andere positiv sein. Die An- 
nahme wu, — u, > 0, wu, + uw, < O ist aber unstatthaft. Denn aus der 
ersten Ungleichung folgt, dass u, — u, <0 ist und diese und die letzte 
liefern dann u, < 0 gegen die Annahme. Daher muss uw, — u, <0, 
u, + u, > O oder u, << w,, und, da man uw, + uw, auch uw, — (— u,) 
schreiben kann, u, > — ty. 

Sind die beiden Wiirfe u, und u, beide <1 aber > 0, so ist 
1—u, > 0, folglich auch wu, (1 — u,) = uw, — uu, > 0, so dass 
Uy Uy <u, <1 ist. Das Product von zwei positiven Wiirfen, die klei- 
ner als 1 sind, ist selbst <1, das Product von zwei Wiirfen > 1 
selbst grisser als 1. 

70. Es sei ein positiver Wurf «w gegeben. Setzt man $a = u,, 
so ist u, ebenfalls positiv und <u, weil ja «— u, =u, ist. Setzt 


man } 4, =u, u. s. w., so erhalt man eine Reihe von positiven Wiir- 
fen wu,u,-++, von welchen jeder folgende kleiner ist als der vorher- 
hergehende und von denen keiner = 0 ist. Es fragt sich, ob es in 


dieser Reihe einen Wurf uw, giebt, der kleiner als ein gegebener posi- 
tiver Wurf v ist, wobei natiirlich « > v vorausgesetzt ist. Ist wu, <v, 
so gilt dasselbe von t#,+41, %,42-++. Stellen wir die Wiirfe auf einer reel- 
len Geraden dar, so dass u= ABCD, u,=—ABCD,, u,=ABCD,---, 
v= ABCP ist, so bilden nach Nr. 68. die Punkte CDD,D, --- 
eine Reihe, die auf dem Stiicke ABC der Geraden in der Richtung 
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von C iiber B nach A hin verliuft. P wird ebenfalls auf dem Stiicke 
ABC liegen, und die Frage ist nun, ob es auf dem Stiicke AP von 
ABC Punkte der Reihe DD,D,--- giebt oder nicht. Ist nimlich 
D,, ein Punkt, der in A P liegt, so ist nach Nr. 68. ABCP> ABCD,,. 
Wenn nun nicht in jedem Stiicke A P solche Punkte der Reihe DD, D,--- 
liegen, so muss es doch jedenfalls einen Punkt EF geben, der denjeni- 
gen Theil von ABC, in welchem Punkte jener Reihe liegen, von dem 
trennt, in welchem keine vorhanden sind. Die Existenz dieses Punktes 
E ergiebt sich aus der Stetigkeit der Geraden*) und er ist dadurch 
charakterisirt, dass in jedem Theile AE’ von ABC, der E einschliesst, 
Punkte der Reihe liegen. 

71. Es soll nun gezeigt werden, dass EF von A nicht verschieden 


sein kann. Jeder der Wiirfe wu,u.-+- ist der Definition von FE nach 
> ABCE, dagegen wird jeder Wurf ABCF > ABCE von Wiirfen 
der Reihe wu,e. +--+ unterschritten. Man nehme nun fir J’ einen 


Punkt auf ABC so an, dass der Wurf ABCF > ABCE, dass aber 
der Wurf } (ABCF) < ABCE. Solche Punkte kann man stets an- 
geben, so lange A und F nicht zusammenfallen. Denn man suche den 
Punkt G so, dass 2(A BCE) = ABCG und nehme F zwischen L 
und @ an (Fig. 13). Dann ist ja ABCE < ABCF < ABCG, also 
auch $ (ABCF) < 4 (ABCG) = ABCE nach Nr, 69. F lisst sich 
aber von FE und G verschie- 
den wihlen, so lange FE und Fig. 13. 
G verschieden sind. Wiirden __ C 
sie zusammenfallen, so wiire \ . \ 
2(ABCE) = ABCE, also @ \ 
ABCE=0, und FE miisste \ \ 
mit A identisch sein. Nehmen a. 
wir zuerst an, dies finde nicht * 
statt, so giebt es, weil ABCI’ . at 
> ABCE, in der Reihe von A 
Wiirfen wu,u, +++ solche, die 
kleiner als ABCF sind. Sei etwa u,—; der erste derselben. Aus der 
Ungleichung ABCIT’ > uq,—1 folgt aber $(ABCF) > $ u,~1, oder 
weil } (A BCI) < ABCE ist und § u,_, der niichste Wurf wu, jener 
Reihe ist, u, << ABCE. Da dies mit der Definition von LE im Wider- 
spruche steht, muss die Annahme, dass ein solcher Punkt F' méglich 
sei, falsch sein, also mit A zusammenfallen. Somit haben wir den 
wichtigen Satz : 

Durch gehirig weit fortgesetzte Halbirung eines positiven Wurfes 
kann man jeden gegebenen positiven Wurf unterschreiten. 


*) Vgl. dariiber Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, S. 18. 
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16. 
Nichtneutrale Wife. 


72. Wenn der Wurf w nicht neutral ist und man stellt ihn dar 
durch Punkte eines reellen Kegelschnittes, von welchen drei reell sind, 
so wird der vierte nothwendig imaginiir sein miissen. Bezeichnen wir 
mit ABC die drei reellen Elemente, so kann man also u= ABCA 
setzen. Wird ein anderer Wurf uw’ dargestellt durch ABCA’ und sind 
A und A’ conjungirt, so soll der Wurf uw’ zu w conjungirt heissen. 
Der zu wu’ conjungirte ist dann wieder w. Die beiden Wiirfe w und 
wu’ kénnen nicht gleich sein, weil conjungirte Punkte verschieden sind. 

Die Verbindungslinie von A und A’ ist der reelle Triiger beider 
Punkte, die die Tangente in C in einem reellen Punkte schneidet. Da 
die fernere Construction der Summe nur reelle Punkte liefert, ist die 
Summe von zwei conjungirten Wiirfen neutral. Auch das Product ist 
neutral; denn auch AC wird von der Linie AQ’ in einem reellen 
Punkte geschnitten. Sei dieser FE (Fig. 14). 

Da die Linie AA’ den Kegelschnitt nicht schneidet, ist EL ausser- 
halb der Curve gelegen. Man kann also von ihm aus zwei reelle Tan- 
A genten legen, die in D, und D, be- 
wy. ¥4. riihren mégen, wihrend die Linie 
£ BE den Kegelschnitt noch in F 
, trefle. Dann ist AC-DBDF-AN’ 

eine Involution, folglich ABCF 

=uu'. Die Involution hat D,D, 

\ pli. Me zu Ordnungselementen und weil sie 
P 2 reell sind, miissen sie durch AC 


a 
~~ 


Bi getrennt sein, so dass jedenfalls 
einer der beiden Wiirfe ABCD,, 
: ABCD, positiv ist. Sei es der 
4S. < ABCD,. Dann ist noch (A BCD,)* 

=ABCF =uu'. Es existirt also 

stets ein neutraler positiver Wurf, 
dessen Quadrat dem Product von zwei conjungirten Wiirfen gleich ist. 
Ey soll der Modul jedes der beiden genannt werden. 

Die beiden Punkte A und A’ kénnen durch den Pol P ihres reel- 
len Triigers dargestellt werden, dann ist J auf der Polare von P oder 
P auf der von FE gelegen, die auch durch D, und D, geht. Weil E 
ein Punkt von AC, geht die Polare von FE auch durch den Pol G 
von AC. 

73. Seien nun zwei Wiirfe «w= ABCA, v= ABCB gegeben 
und die Summe zu construiren. Die Construction beginnt mit der 
Aufsuchung der Linie AB. Ist die Summe der conjungirten Wiirfe 


wa 
/ 
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u’ + v’ zu bilden, so hat man mit der Aufsuchung der Linie A’B’ 
zu beginnen, welche zu AB conjungirt ist. Mit beiden hat man die 
angente in C, also eine reelle Gerade zu schneiden und erhiilt con- 
jungirte Schnittpunkte, von da aus finden sich in jedem Stadium der 
Construction conjungirte Schnittpunkte, so dass die Resultate wu + v 
und w’ + v° auch conjungirt sein werden. Gleiches gilt von den Pro- 
ducten wv und wv’. Ist w neutral, so ist wv zu wv’ und w+ ov zu 
u-+ v’ conjungirt. Wenn man einen neutralen Wurf sich selbst con- 
jungirt nennt, so kann man diese Resultate zusammenfassen und er- 
weitern zu dem Satze: 

Wenn man mit einer Anzahl Wiirfen und ihren conjungirten die- 
selbe Folge von Additionen und Multiplicationen vornimmt, erhalt man 
conjungirte Resultate. 

74. Wie wir oben gesehen haben, ist ein nicht neutraler Wurf 
von seinem conjungirten verschieden. Ist also 7 ein solcher Wourf, 
i’ der conjungirte, so ist «— 7’ nicht —0O. Wenn w ein anderer 
nicht neutraler Wurf ist und w’ der conjungirte, so kann man stets 
den Wurf v so bestimmen, dass 

w—w =(i—i')v. 


Nach dem letzten Satze erhalten wir hieraus wieder eine richtige Glei- 


chung, wenn wir jeden Wurf durch seinen conjungirten ersetzen, so 
dass, mit v’ den zu v conjungirten bezeichnet, auch 

w’ —w==(i' —i)v’ 
ist. Beide Gleichungen zusammen liefern v’ =v, was lehrt, dass v nur 


ein neutraler Wurf sein kann. 
Auf der andern Seite hat sich in Nr. 72. ergeben, dass die Summe 
von zwei conjungirten Wiirfen auch neutral ist, so dass man 
w+w =2 4, 
setzen kann. Diese Gleichung, combinirt mit der vorigen, liefert 
w=uti(i—i)o. 
Da auch § (¢ + 72’) neutral ist, wird u, — $(¢-+7)v =u ebenfalls 
ein neutraler Wurf sein, mit dessen Beniitzung man schreiben kann 
w=u-+tiv*), 
wo w-+v neutrale Wiirfe sind. Liesse sich w noch auf eine zweite 
Art in dieser Form darstellen, so dass etwa 
W = Uy + 10, 
wiire, so miisste 0 = (uw, — uw) +i (v,—v) oder i= — eee? was 
unmoglich ist, weil ein nicht neutraler Wurf nicht einem neutralen 
gleich sein kann. 


*) St. B. Nr. 278. 
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75. In den folgenden Betrachtungen werde zur Vereinfachung 
unter i immer ein specieller nicht neutraler Wurf verstanden. Ist 
nimlich (A BCB) + ABCB’ =0, so ist CC- BB’-AA eine In- 
volution, folglich AC durch BB’ harmonisch getrennt. Daher stellt 
ABCB’ einen imaginiren Punkt dar, den wir mit A bezeichnen wol- 
len. Es werde nun i = (ABCA) gesetzt. Weil ABCB’ harmonisch, 
geht BB’ durch den Pol G von AC (Fig. 14) und der Punkt A kann 
also dargestellt werden durch den Schnittpunkt H der Linie BC und 
AC. Der reelle Traiger von A und dem ihm conjungirten A’ geht so- 
mit durch G. Daher ist i + i’ = 0. 


Dies liefert weiter 7? -+ ii’ =. ii’ ist das Quadrat des Moduls 


von i, also =1, weil der A darstellende Punkt auf der Linie GB 
gelegen ist (Nr. 72.), und folglich ist 7? = — 1. 


76. Wenn w= wu - iv ist, so ist der conjungirte Wurf w’ =u 
+ iv = u — iv, folglich das Quadrat des Moduls m gleich ww’ 
= (u+iv) (u—iv) = w+. w+w' wird =2u. Da nun 
m*? =u? + v? und vw? > 0, so ist m? > u?, folglich, weil m > 0, nach 
Nr. 69. « < m aber > — m, so dass die Ungleichung besteht 

—2m<w+w <2m. 

Seien nun m, und m, die Moduln zweier Wiirfe w, und w,. Be- 
zeichnen wir mit w,, w, die conjungirten zu w, und w,, so ist 
der Modul p des Productes w,w, gegeben durch die Gleichung 
p? = (w, w,) (w,' w,) = (w, w,’) (w,w,) = m,?m,*, aus der p = m,m, 
folgt, d. h. der Modul eines Productes ist dem Producte der Moduln 
der Factoren gleich. 

Ist s der Modul der Summe w, + w,, so ist s*==(w, -+w,) (w,’+ w,’) 
= m, + m,? + w,w, + w,w,’. 

Da der Modul der beiden conjungirten Wiirfe w,w, und w,w,’ 
gleich m,m, ist, so ist nach der Ungleichung oben w,w,' + w,w,’ 
gelegen zwischen — 2 m,m, und + 2 m,m,, so dass 

(m, — m,)* < s* < (m, + m,)*, 
also 
+ (m, — m,) << s << m, + m, 


wo links ++ zu nehmen ist, je nachdem m, > oder < m, ist. 


§ 17. 
Ganze Functionen. 


77. Nachdem die Begriffe der Addition und Multiplication der 
Wiirfe festgestellt sind, kann der Begriff einer ganzen Function eines 
Wurfes aufgestellt werden, der weiter keiner Erliiuterung bedarf. 
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Da fiir Addition und Multiplication von Wiirfen dieselben Ge- 
setze gelten wie fiir die betreffenden Zahlenoperationen, so wird man 
auch jede ganze Function des unbestimmten Wurfes « in dieselbe 
Normalform bringen kénnen wie bei den Zahlen, nimlich in die 
Wy a” + wW,a"—! + w,a"—2? + ---+ Wy, 

WO W,W,++* W, gegebene Wiirfe sind. 

Es bezeichne & den Modul von x, m, m,m, +--+ m, die Moduln 
von resp. W)W,W,-++W,. Dann ist nach Nr. 76. der Modul von 
w, a"! + wea"? + ++ + We < m,§"—! + mE? +--+ m. 


Ist m der grésste der Moduln m,m, ---+m,, so ist die rechte Seite 


8 .. § 
< ™m (&"—-1 ao En—2 + ieee 4- 1) <m ‘ : 
Nun wollen wir annehmen, es sei § > 1, dann ist die rechte Seite 
n 
jedenfalls << m i und daher nach Nr. 76. Modul WM von 
m §” m 
Wy” + w,2*—} oe ae 4 i > ms" — nt i > (m, — pe > 
vorausgesetzt, dass die rechte Seite > 0 ist. Dies tritt sicher ein, 
2m 
Mo 
sein muss; zugleich ist dann die Bedingung § > 1 erfiillt. Dann ist 
also fiir 


. m : 
wenn § so gross ist, dass = etwa <4 m, ist, wozu § >1-+ 


* 2m 
gé>1+ ™ 

Da § > 1 ist, kann man § = 1-+ y setzen; dann ist, wie man 
leicht sieht; &* > 1 + my» und 


M>tm (1+ my). 


Soll nun M> als ein gegebener positiver Wurf k werden, so 
braucht nur |} 


$m, (1+ ny) > k, 
1 (2k 
=1+y>1+-—( —1) 


Mo 


», M> tm >". 


zu sein. Man kann daher dem Modul des variabeln Wurfes einer 
ganzen Function eine Grenze setzen, nach deren Ueberschreitung der 
Modul der Function einen gegebenen Wurf iiberschreitet. 

78. Es bezeichne f(x) die ganze Function von x und es sei 
f (%)) = % und 

f(% + h) =u + uyh+ uh? +->>, 

WO Up), Uy, U. +++ Wiirfe sind, die aus x und den Coefficienten wy w, --- 
sich berechnen lassen. Setzen wir voraus, der Modul x vonh sei < 1 
und der grésste der Moduln von w,, u,--- sei p, dann zeigt man ge- 


nau wie vorher, dass der Modul von f(a +h) — f(%) < f. 
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Soll demnach der Modul von f(x, +h) — f(a) kleiner werden als 
. it le , TE 5 ee a 
ein gegebener positiver Wurf ¢, so braucht nur >—— <«, x < oe 
zu sein. Da f(x, + h) = f(%) + f(a + h) — f(a), so wird dann 
der Modul von f (x, + h) sich vom Modul von {(x,) um weniger als « 


































unterscheiden. &j 
Sind in der ganzen Function ah’ + a,h7*! -++ alle Coeffi- 
5 i 
cienten a, a,--- neutrale Wiirfe, so kann man fiir 2 immer einen 


solchen neutralen Wurf setzen, dass die Function positiv oder negativ 
ist, je nachdem der Wurf ah’ dies ist. Schreibt man die Function 


a as > Pee ° 
hr (a — - h-+ = e+... ), so kann man fiir den Modul von h eine 
tf 


soiche tren; angebe ass oy 7 ne. & 2 oes 
solche Grenze d angeben, dass der Modul von —h + —h* + 
kleinér als $a. Dann ist der Wurf selbst zwischen — 4 @ und + $a 


) 


gelegen, folglich der Coefficient von h” zwischen a+ 4a und ja; 
womit der Satz bewiesen ist. 


79. Denkt man sich nun zu allen neutralen und nicht neutralen 





Wiirfen, die iiberhaupt existiren, die zugehdrigen, durch die ganze 
Function bestimmten, Wiirfe und deren Moduin construirt und mit 
Hiilfe von drei reellen festen Punkten ABC einer reellen Geraden und 
einem beweglichen Punkte dargestellt, so erhilt man eine unzihlige 
Menge von Punkten auf dem Stiicke APC. Nothwendig muss nun 
ein Punkt D existiren, so dass zwischen A und D keiner jener Punkte 
liegt, dagegen in jeder Strecke AD’, die D enthilt, auch Punkte 
jenes Systems enthalten sind. Denn zwischen D und C miissen noth- 
wendig solche Punkte liegen, weil man nach Nr. 77. stets Wiirfe an- 
geben kann, fiir welche der Modul der Function grésser als ABCD ist. 

Es soll nun bewiesen werden, dass stets mindestens ein Wurf existirt, 
der den Modul der ganzen Function = ABCD macht, welchen Wurf 
wir die untere Grenze der Moduln nennen und mit k bezeichnen wollen. 

Wenn die Coefficienten und die Variabeln der Function Zahlen 
sind, muss ein iihnlicher Beweis gefiihrt werden. Herr Dar boux hat 
in seinem Bulletin des sciences mathématiques (1872 Seite 307) einen 


* 


solchen gegeben, den ich im Folgenden mit den néthigen Abiinderungen 
iibertrage. 

In Nr. 74. wurde bewiesen, dass jeder neutrale oder nichtneutrale 
Wurf stets in der Form u + iv dargestellt werden kénne, wo w und 
v neutrale Wiirfe und 7 ein gegebener nicht neutraler Wurf ist. In 
einer reellen Ebene werden nun zwei reelle Punkte P und @ ange- 
nommen. Durch P legen wir zwei reelle Linien a,b, durch Q ebenso 
zwei reelle Gerade a,, b,; die Verbindungslinie PQ bezeichnen wir mit 
e oder ¢,. Man kann nun einen Strahl d von P so finden, dass 
abcd =v einen d, von Q, welcher der Gleichung a,b,c,d, =v ge- 
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niigt. Der Schnittpunkt R der beiden Strahlen d und d, stellt gleich- 
zeitig die beiden Wiirfe w und v dar, kann also dazu dienen, den Wurf 
u + iv zu reprisentiren, so dass jedem Wurfe ein reeller Punkt der 
Ebene und jedem reellen Punkte ein Wurf, also auch ein Functions- 
werth und dessen Modul entspricht. 

Um uns im Folgenden kiirzer ausdriicken zu kénnen, wollen wir 
sagen, ein Punkt liege in dem Winkel pq (wo pq zwei reelle Strahlen 
durch P oder durch @ sind), wenn er von ¢ durch die beiden Schenkel 
pq getrennt ist. Ferner soll von einem Strahle + gesagt werden, er 
halbire den Winkel pq, wenn die Gleichung besteht 

2 (aber) = (abep) + (abeq), 
aus der folgt 
aber — abecp = abcq — aber = 4 (abcq — abep). 


Ist abeqg > abep, so ist demnach abecqg > abcr > abep, so dass 
nach Nr. 68. die Strahlen prq im Sinne abe aufeinander folgen. Aehn- 
liche Gleichungen sollen natiirlich gelten, wenn die Strahlen pq von 
Q ausgehen. 

In dem Satze der Nr. 77. kam ein positiver Wurf k vor; wir wollen 
jetzt annehmen, dieser sei die untere Grenze der Moduln. Dann kann 
man, wie dort gezeigt ist, einen andern positiven Wurf &, finden, so 
dass, wenn der Modul von w grdésser ist als §, der Modul von f(z) 
grisser ist als k. Man bestimme nun durch P zwei Strahlen e, f und 
durch @ zwei Strahlen e,, f, durch die Gleichungen 

abce =a,b,c,e,; = — &, abcf—a,b,ce,f, = & . 
Fiir jeden Punkt R, der nicht gleichzeitig in den Winkeln ef und 
e,f; gelegen ist und durch den die Strahlen p von P und q von @ 
gehen, ist dann mindestens eine der 4 Ungleichungen erfiillt: 
abecp < abce, abep > abef, 
a,breg < a,be,e,, aybse,g > a,byeyf,. 

Entspricht also dem Punkte R der Wurf u + iv, so dass abep = u, 
a,b,¢,¢ =v ist, so ist eine der 4 Ungleichungen 


e 


w<c—h, uo th, vc —h, o> t+ & 

erfiillt, so dass jedenfalls wu? + v? > §,?, also der Modul von w + itv 
grosser als § ist. Fiir alle solehe Punkte ist dann der Modul der 
Function > k, kann also nur fiir Punkte = i werden, welche im 
Winkel ef und gleichzeitig in dem e,/,, d. h. in dem Viereck efe, f; 
liegen. Die untere Grenze der Moduln, welche Punkten in diesem 
Viereck entsprechen, muss & sein. 

Man halbire die Winkel ef und e,f, durch je einen Strahl. Diese 
theilen zusammen das Viereck ef e,/, in vier Theile. Die untere Grenze 
































204 


J. Liirorn. 


der Moduln, die zu Punkten in oder auf der Grenze von wenigstens 
einem dieser vier Vierecke gehéren, muss gleich k sein, weil sie ja 
sonst fiir das ganze urspriingliche Viereck nicht gleich / sein kénnte. 
Die beiden von P ausgehenden Strahlen, welche zwei Seiten dieses 
neuen Vierecks bilden, seien e’f’, die beiden von Q ausgehenden e¢,’/;’; 
wobei natiirlich entweder e’ =e und f’ die Halbirungslinie des Win- 
kels ef, oder f’ =f und e diese Halbirende ist. Jedenfalls ist aber 
nach dem Obigen 

abce<abce’ < abcf' <abecf, 

abcf’ — abce’ =} (abcf —abee). 
Mit diesem Viereck e’f’e,'f;’ verfihrt man nun ebenso, erhilt wieder 
ein neues e”f” e,"f," u. s, w. und erhilt so eine Reihe von Vierecken, 
in deren jedem die untere Grenze der Moduln gleich i ist. 
Weil nun die Ungleichungen bestehen 

abce<abce’<abce".---- 
folgen sich nach Nr. 68. die Strahlen ce’e”--- des Biischels P im 
Sinne abc. Daher muss eine Grenzlage d existiren, so dass in dem 
Winkel ed alle Strahlen ¢e’e” --- liegen, ausserhalb keiner, dass aber 
in jedem Winkel, der d enthilt, solche Strahlen vorhanden sind. 

Ebenso, weil 
abcf>abcf’ >abcf” >----, 


muss fiir die Strahlen {/’f” ---, die sich im Sinne cba folgen, eine 
Grenzlage d’ existiren. 

Es kann (abed’) nicht > abed sein. Denn es wire dann 
abed’—abcd>0, aber vermiége jener Ungleichungen < abecf — abce, 
< abef’ — abce’, < abcf” — abce” ---, von welchen Wiirfen jeder 
die Hilfte des vorhergehenden ist. Nach dem in Nr. 71. bewiesenen 

Fig 


5: 


15. Satze muss es in dieser Reihe also auch 
“ Wiirfe geben, die < abcd’ — abed 

/ sind, was ein Widerspruch wiire. 
ms / Es kaun aber auch nicht abcd’ 
ve Cc <abed sein. Gesetzt nimlich, dies 
— Je wiire der Fall, so wiirde d’ in dem 
' Winkel ed liegen (Fig. 15). Man 
ce nehme nun in dem Winkel dd’ einen 
Sa : Strahl d” an. Dann enthilt der Win- 
ab “: kel fd” den Strahl] d und folglich liegen 
am) in ihm Strablen aus der Reihe ec’ vss, 

x en) ~ von welchen einer e™ sein moge. 


Weil ferner der Winkel ed” den Strahl d’ enthilt, liegen in ihm 
Strahlen der Reihe ff’/” --- und einer von diesen sei f™. Da sich 
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die Strahlen f™d”e™ in dem Sinne abe folgen, so ist abcf™ 
< abcd” < abce™. Ist die ganze Zakl 1 > m und > n, so ist nach 
den friiheren Ungleichungen abcf < abcf™ und abce > abce”, 
folglich nach der vorigen Ungleichung abc/\ < abce®, wihrend 
doch das Gegentheil der Fall ist. 

Somit ist auch jene Voraussetzung unrichtig und es bleibt nur 
noch die abcd’ = abed, welche aussagt, dass die beiden Strahlen d 
und d’ zusammenfallen. Im Biischel @ existirt natiirlich analog ein 
Strahl d,, welcher die gemeinsame Grenzlage der Strahlen e, e,’e,” - - 
und fff," --- ist. Die beiden Strahlen d und d, schneiden sich in 
einem Punkte R#, der den Wurf 2 = abed + i (a,b,¢,d,) darstellt. 
Der Modul der Function f(#), der zu x, gehért, kann nun nicht < k 
sein, weil ja & die untere Grenze ist. Dass er aber auch nicht grésser 
sein kann, soll jetzt gezeigt werden. Wire er =k + 2¢, so bestimme 
man den positiven Wurf 0 nach Nr. 78., so dass der Modul von 
f(a + h) -- f(x) kleiner als ¢ ist, wenn der Modul von h kleiner 
ist als 6. Dann unterscheidet sich der Modul von f(x, + h) vom Mo- 
dul von f(a) um weniger als ¢, ist also grésser als k+ ¢. Man 
suche nun in der Reihe der Strahlen ef, ef’, e”f” ---- ein Paar & {© 
heraus, fiir welche 


1 


(abef™ — abe)? < : 


~ 


b 


und suche ebenso zwei Strahlen e,\)/,, fiir welche 
lf (s) » p.(8))2 6° 
(a, bye Vf, — a,b, e,e,°) < >- 


Dass dies stets méglich ist, folgt aus dem Satze der Nr. 71. Ist nun 
die ganze Zahl ¢ > 7 und > s und g ein Strahl in dem Winkel e/©, 
g, emer in dem Winkel e, /,, so ist, weil auch d resp. d, in diesen 
Winkeln liegen, 
f » . ‘4)\9 J 9 o 
(abeg — abed)’ < (abef — abce®) < (abef™— abce) < GZ, 
a j2 
(a,b, e.g, — abe)? < F° 
Setzt man also x + h = abcg + i(a,b,¢,9,), so ist 
h = abeg — abcd + i (a,b, 6,9, — a,b, e,d,) 
und das Quadrat des Moduls von h daher < 6?, der Modul selbst dem- 
nach < 6. Nach dem oben iiber die Bestimmung von 0 Bemerkten 
liefern also alle Punkte im Innern des Vierecks e/e,f,© Funetions- 
moduln, die grésser als k + «€ sind, und folglich sicher nicht die un- 
tere Grenze k haben, wiihrend doch das Viereck eines von denen 
ist, welche die untere Grenze k jener Moduln liefern. Also muss fiir 
den vorhin bestimmten Wurf x, der Modul von f(a,) gleich & sein. 
Der oben angekiindigte Beweis ist hiermit gefiihrt. 
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80. Jetzt soll bewiesen werden, dass diese untere Grenze k der 
Moduln nur der Wurf 0 sein kann; hierzu iibertragen wir den Ar- 
gand’schen Beweis fiir die Existenz der Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung auf Wiirfe. 

Wir betrachten zuerst die specielle Gleichung 


2 


2? == th, 

wo u ein gegebener Wurf ist. Stellen wir ihn auf dem Kegelschnitte 
durch ABCD dar und « durch ABC X, so ist X so zu bestimmen, 
dass die Tangente an X die Linie AC in demselben Punkte trifft wie 
die Linie BD. Da der letztere Punkt aber gegeben ist, so -braucht 
man von ihm aus nur die Tangenten an den Kegelschnitt zu legen, 
um in den Beriihrungspunkten solche Punkte X zu haben. Solcher 
Tangenten giebt es zwei, also auch zwei Punkte X, die wir X, und 
X, nennen wollen. Die Linie X,X, geht dann durch den Pol von 
AC und folglich ist 

ABCX, + ABCX, =0. 


Durch Ausdehnung dieses Schlusses folgt: Es giebt stets Wiirfe, 
deren 22'° Potenz einem gegebenen Wurfe gleich ist. 


Kinen Wurf, dessen 2?" Potenz gleich — 1 ist, wollen wir mit 
«, und einen Wurf, dessen 2%'° Potenz gleich i ist, mit 6, bezeichnen, 


so dass die Gleichungen bestehen 
(B.)*=3, (a,)*=—=—1. 
Sei nun allgemein 


f(% +h) =u + uhP+----, 
wobei die ganze Zahl p, die grésser oder gleich 1 ist, in die Form 
gesetzt werden kann, 


so dass r ungerade ist. wu, ist dabei natiirlich als von O verschieden 
vorausgesetzt und der Modul von uw) ist =k, wiihrend der von f(#)+h) 
jedenfalls fiir keinen Wurf h kleiner als / sein darf. 

Um diesen Modul zu finden, multipliciren wir mit dem conjungir- 
ten Wurfe. Bezeichnen wir die conjungirten Wiirfe zu u,, up, h- - 
durch u,', u,', h’, so ist das Quadrat des Moduls von f(#,-+) gleich 
(ty + uph? + - +) (ay) + uh’? +--+) =k? + (uh? uy + u,/h'Pu,) +--- 
und folglich darf der Wurf 

Kk, = Uy Uph? + uyu, h’? + --+- nicht < 0 
sein. 

Wenn nun der neutrale Wurf «,’u,-+ uu,’ nicht =O wiire, sondern 
<0, so setze man fiir / einen neutralen positiven Wurf g; ist er aber >0, 
so setze man h =«,g. Im ersten Falle ist h? = h’? = g?, im zweiten, 
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. 4 q . - 
weil p= 72%, h? =g?-a?2 "= g?(-- 1/ und weil r ungerade ist, 
he = — g? =h’?. Man erhiilt so 


sk g? (tle Up Mott’) +++ =H, 
wo das obere Zeichen im ersten Falle, das untere im zweiten gilt, also 
der Coefficient von g? jedenfalls negativ ist. Den positiven Wurf g 
kann man nun nach Nr. 78. so annehmen, dass es nur vom ersten 
Giliede abhiingt, ob k, > 0 oder < 0 ist, und da hier dies erste Glied 
< 0 ist, so wird man durch passende Annahme von g auch k, < 0 


machen kinnen. Da dies nicht der Fall sein darf, so muss 


Uy + Uy Uy =O 


sein. 
Setzt man dagegen h = B,g, so ist h? = g? (B,)?" =g??, 
hh’? = gri’” = — gri", weil ja i+ i = Oist, und k, wird 


ky, = g? i? (Uo Up — Wop ) Fees, 
wihrend, wenn man h = B,’g setzt, wo B, zu 8, conjungirt ist, 
Magri — grit, Wem — gri'rm grit 

k, = — g? i” (Ue Up — Uttp ) + --- 
wird. Der Coefficient von g? ist neutral und, wenn er nicht = 0 ist, 
jedenfalls in einem der beiden Fille negativ. Man kann daher durch 
passende Annahme von g k, < 0 machen. 

Die Unmiglichkeit hiervon fordert, dass 


* Uo Uy — UpUp = O 
ist. Beide Gleichungen zusammen zeigen, da wu, nicht = 0 ist, dass 


u, =O sein muss. 
Somit haben wir jetzt den Satz bewiesen: Es giebt stets einen 
Wurf, fiir welchen eine ganze Function dem Wurfe 0 gleich wird. 
Eine formale Folgerung hieraus und aus den Rechnungsregeln ist 
es aber, dass n und nur n Wiirfe existiren, fiir welche eine ganze 
Function n&" Grades dem Wurfe 0 gleich wird. 


Shr 


18. 
Coordinaten. 

81. Um einen Punkt in einer Ebene, sei sie reell oder imaginiir, 
festzulegen, nehmen wir in dieser Ebene vier Punkte an ABCE. Kin 
Punkt P bestimmt dann drei Wiirfe 

A(BECP), B(CEAP), C(AEBP). 
Sind umgekehrt zwei dieser Wiirfe gegeben, so ist der Punkt P voll- 
stindig bestimmt; daher muss zwischen den drei Wiirfen eine Be- 
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ziehung bestehen. Schneiden sich die Linien BP und EC in P,, so 
ist B(CEAP) = A(CEBP,) und C(AEBP)=A(CP,BP). Da- 
her nach der Definition der Multiplication 

C(AEBP)-.B(CEAP) = A(CEBP,)-A(CP,BP) 

= A(CEBP)=A(BPCE). 

Wenn man nun noch mit A(BECP) multiplicirt, so findet sich, 
weil A(BECP) - A(BPCE) = 1 ist, dass das Product jener drei 
Wiirfe —1 ist. Deswegen kann man setzen 


A(BECP)==, B(CEAP)==, C(AEBP)=2, 
=“ 3 1 


wobei von den drei Wiirfen x, x, x, einer unbestimmt bleibt. Diese 
drei Wiirfe xz, x, x, sollen die projectivischen Dreieckscoordinaten des 


Fig. 16. 
ie, 
Wy 
Fat 
/ : . 
a ol E \ ie 
4 i \ \ 
ra \ 
—~> EE he —L”-—— 
4 ie 
/ \ \ 


Punktes P heissen. Man kann sie etwa durch drei Punkte eines reel- 

len Kegelschnitts repriisentiren. Die obige Rechnung ist unstatthaft, 

wenn einer der drei Wiirfe co ist, was eintritt, wenn P auf AB, BC 
° . ’ : zx Xs 

oder CA liegt. Liegt P z. B. auf BC, so ist > =O und = =o, 
3 = 

3 


dagegen ** weder 0 noch oo, wenn nicht P in B oder C fiillt. Des- 
gegen | 


wegen kann auch weder x, noch 2, 0 oder oo sein und es muss 2, = 0 
. = .  & . 
sein. Fallt P nach C, so ist dabei = = oo, und da man einen der 
“2 
drei Wiirfe willkiihrlich annehmen kann, so kann man x, = 0) setzen. 
Ebenso ist fiir den Punkt B x,—0O. Man kann also alle Punkte der 


Ebene festlegen, ohne dass man nidthig hat einen der drei Wiirfe 
gleich co zu setzen. 


Diese drei Wiirfe x, x, x, lassen sich geometrisch deuten. In der 
Ebene des Dreiecks ABC ziehe man eine beliebige Linie, welche von 
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EP in Q geschnitten werde (Fig. 17), wiihrend die Schnittpunkte von 
EP mit den Seiten AB, BC, CA resp. C,, A,, B, seien. 


& ~. 
i» 
(Z 
f ~ "A 
L ss 
, = 
Ad A, 


Man setze dann 
4,= CLEQP = EC,PQ. 
Weil nun 


“' —- B(CEAP) = A, EC,P = EA;PC, 


ist, so folet 


2, = (EC, PQ) (EA, PC,) = EA, PQ = A, EQ P. 

Weiter ist 
“3 == A(BECP) = C,EB,P = EC,PB,, 

also 
— — EB, PC, 
Ha 7 
und 

2, = (EB, PC,) (EC, PQ) = EB, PQ = B,E@P. 

Die dualistisch entsprechenden Festsetzungen dienen dazu, die 
projectivischen Coordinaten einer Geraden zu bestimmen. Man braucht 
dazu ein Dreiseit abe und eine Gerade e. Die Coordinaten &, &, & 
sind dann gegeben durch die Gleichungen 


\ é. y “ \ E, 
a(becp) = 3, b(ceap)= _ » e€(aebp) = se. 
: 52 53 , & 
Die drei Wiirfe &, &, & lassen sich, den «, #,%, dualistisch ent- 


sprechend, auf unendlich viele Arten geometrisch deuten. 

82. Es seien zwei Elementargebilde gegeben, z. B. zwei Punkt- 
reihen auf einem Kegelschnitte, ABC drei feste und P ein beweg- 
licher Punkt der einen, A,B,C, P, drei feste und ein beweglicher 
Punkt der andern. 

Wenn man nun zwei Punkte PP, entsprechend nennt, wenn sie 
der Gleichung 

Mathematische Annalen, VIII. 14 
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: > U / Y 
A,B,C, P, = ABCP + u 
geniigen, wo wu ein gegebener Wurf ist, so sind beide Punktreihen 
projectivisch so bezogen, dass dem Punkte C der Punkt C, entspricht. 
Am einfachsten sieht man dies, wenn man den Wurf u = ABCD 
setzt und nun nach ‘der Definition der Addition den Wurf 
ABCP, = ABCP+ ABCD 
construirt. Man sieht dann direct, dass die von P, beschriebene Punkt- 
reihe der von P beschriebenen projectivisch ist und dass C sich selbst 
in beiden Reihen entspricht. Weil dann ABCP, = A,B,C, P, sein 
soll, so ist die Reihe der P, der der P, projectivisch und dem Punkte 
C, entspricht der Punkt C der letztern. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 
Auf dieselbe Weise zeigt man, dass auch die Gleichung 
A, B,C, P, = (ABCP)u 
eine projectivische Beziehung gesetzt wird, bei der den Punkten A 
und C die A, und C;, entsprechen. 


Wenn umgekehrt die beiden Punktreihen projectivisch so auf 


einander bezogen sind, dass dem Elemente C der einen das C, der 
andern entspricht, so besteht die Gleichung: 
‘7 > ? »f! D) 
A,B,C, P, =u+v(ABCP), 
wobei « und vw gegebene Wiirfe sind. Denn nach dem Obigen ist die 
Beziehung projectivisch und dem Punkte C entspricht C,. Die beiden 
Wiirfe w und v kann man aber auch noch so bestimmen, dass zwei 
weiteren Punkten der einen Reihe gegebene Punkte der andern ent- 
sprechen. Sollen z. B. den Punkten AB die Punkte D, FE, entspre- 
chen, sO muss sein 
A,B,C, D,=u, 
> > 4 
A,B,C, E,=u+v, 
wonach diese Wiirfe zu construiren sind. 
Wenn aber dem Punkte A der einen Reihe der C, der andern 
entsprechen soll, muss die Gleichung bestehen 
tie v 
A, B,C, Py =uwt+ ABCP’ 
Weil nimlich (A BCP) (A PCB) = 1 ist, kann die Gleichung auch 
geschrieben werden 
A, B,C, P, =u+v(CBAP), 


welche nach dem Vorigen eine projectivische Beziehung vermittelt, 
in der dem Punkte A der C, entspricht. Die Wiirfe w und v kénnen 
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dann noch so bestimmt werden, dass zwei andern gegebenen Punkten 
der einen Reihe zwei gegebene der zweiten entsprechen. 

Wenn endlich weder dem Punkte A noch dem C, sondern dem 
Punkte D der einen Reihe der Punkt C, der andern entsprechen soll, 
so muss die Gleichung lauten 

“a cc P a= ¢f os . 
1, B,C, 2, =" + 4RCP— ABCD 

Alles zusammengenommen sind diese Gleichungen in der allge- 

meinen Form enthalten: 


t(A BCP) (A,B,C, P,) + u(ABCP) + 0(A, B,C, P,) + w= 0. 
Die gefundenen Resultate iibertragen sich von Punktreihen auf 
Kegvelschnitten auf beliebige Gebilde. 


83. Um nun die Gleichung einer geraden Linie abzuleiten, be- 
merken wir, dass durch eine solche die beiden Biischel von Linien, 
die durch die Ecken A und B des Coordinatendreiecks gehen, projec- 
tivisch auf einander bezogen werden, so dass der Strahl AB sich 
selbst entspricht. Daher muss zwischen den Wiirfen A(BECP) und 
B(C EAP), wenn P ein Punkt der Linie ist, eine der oben abge- 
leiteten Beziehungen bestehen; weil aber dem Strahle AB des ersten 
Biischels der BA des zweiten entspricht, muss diese Beziehung die 
zweite sein, wonach 


B(CEAP) =«+ aKOP) 


ist. Mit den oben fiir die Wiirfe eingefiihrten Zeichen wird diese 
Gleichung 
_ =u+tuv = 
wg vs 
OH, + MH, + Oy ts, =O. 

Diese Ableitung setzt voraus, dass die Gerade durch keinen von 
beiden Punkten AB geht. Thut sie dies, so muss man zwei andere 
Biischel beniitzen und kommt zum gleichen Resultate. 


oder von der Form 


Die Coefficienten a, «, «, stehen in einer einfachen Beziehung zu 
den Coordinaten der geraden Linie, wenn das Coordinatendreiseit aus 
den drei Seiten des Coordinatendreiecks besteht. 

Da fiir den Punkt C, (Fig. 18), in welchem die Gerade die Linie 

@s 


AB triffit, «, = 0 ist, so ist der Wurf CAE BC) = = =—-- 
i 


Qe 


Nun schneide die bei der Coordinatenbestimmung der Geraden ge- 
brauchte Linie e die drei Seiten AB, BC, CA, die wir mit cab be- 
zeichnen, in den Punkten C, A, B,, wiihrend die drei Linien AF, 


BE, CE die Gegenseiten in A, B,C, treffen mégen. Dann ist 


14* 
















212 


J. Linorr. 





— “! — AQ,BC,. Multiplicirt man mit dem Wurfe AC,BC,, so 


ly 








folgt 
— *! (AC, BC,) = (AC, BC,) (AC, BC,) == AC,BC,. = 
Mg ¥ < ad ; 
Fig. 18. z 
r B 
fp 4 








- ‘ 


Sind nun &, & & die Coordinaten der Geraden, so ist * 


== ¢(aebp) 


— BC,AC, = AC,BC,. Weil aber (AC, BC,) (AC, BC,) = 1, 80 ist 
ay . wees... J ‘ 
— 3 (AC, BC,) = 3 


Ausserdem hat man die Gleichungen 
a] 


_% (pA CA) —é 

= (BA,CA,) = ?, 
i. 
51 


_ 3 (CB, AB,) = 
a ™ : 


Die Multiplication derselben giebt die Gleichung 


(AC, BC,) (BA, CA,) (CB,AB,) = --1, 
die sich auch leicht direct nachweisen liisst. Man kann also setzen 
’ Y 4 > ’ A, > > ri 
AC, BC ,>—_— i,? BA,CA, = i,? CBA B. = - i? 
wodureh die drei obigen Gleichungen in 
- 

ee ay = A, Es . om 13 &; 
Qs Ay és? a3 43 &3’ ay Ay & 


libergehen. Wegen der Unbestimmtheit der drei Wiirfe &, § & kann 
man also annehmen 
a= 4,5), 


G, = A,§,, a, = A,8, 







































Das Imaginiire in der Geometrie und das Rechnen mit Wiirfen. 2913 


und findet so als Gleichung der Geraden 


A, Ea, + 4,8", + A, af = 0. 


D 





‘. Die Gleichung wird am einfachsten, wenn die drei 4 gleich 1 
sind. Dann sind die drei Wiirfe AC,BC,, BA,CA,, CB,AB, har- 
# monisch und die Linie e ist die Harmonikale des Punktes EF. Die 


Gleichung der Geraden ist dann 


51%, + §,2, + 8323 = 0. 


§ 19. 
Algebraische Curven. 


Herr Grassmann hat gezeigt*), dass man eine algebraische 
Curve an sich oder, wenn néthig, in Verbindung mit einer mehrfach 
gerechneten Geraden auf linearem Wege erzeugen kann, indem er den 
Satz aussprach: 

Wenn die Lage eines beweglichen Punktes P in einer Ebene da- 
durch beschrinkt ist, dass ein Punkt und eine Gerade in einander liegen 
sollen, die durch Construction mittelst gerader Linien aus P abgeleitet 
wurden, so beschreibt der Punkt P eine Curve n”” Ordnung, wenn er 
bei den Constructionen n mal angewandt wurde. Umgekehrt lésst sich 

: jede Curve ni” Ordnung auf diesem Wege erzeugen, wenn nithig nach 
Beifiigung einer Geraden. 

Wenn niimlich eine Gerade entsteht durch Verbindung von P 
mit einem festen Punkte, so ist bei dieser Construction P einmal an- 
gewandt. Es soll gesagt werden, P sei bei der Construction einer 
Linie « + B-mal angewandt, wenn die Linie zwei Punkte verbindet, 
bei deren Construction P resp. @- und B-mal angewandt wurde; und 
analog soll ein Punkt durch « + £-malige Anwendung von P ent- 
standen heissen, wenn er der Schnittpunkt zweier Linien ist, die durch 
a- resp. B-malige Anwendung von P gefunden sind. 

Es ist eine formale Folge dieser Definition und der Form der 
Gleichung der Geraden, dass eine ganze Function »'* Ordnung der 
Coordinaten von P gleich 0 sein muss, wenn der Punkt P einer Curve 
n'* Ordnung angehéren soll; und diese Folge gilt, ob die Coordinaten 
durch Zahlen oder durch Wiirfe gegeben werden. 

~ Durch Combination mit der Gleichung einer Geraden erhalt man 
zur Bestimmung der Schnittpunkte beider eine Gleichung m' Grades 
mit einem unbekannten Wurfe, die nach Nr. 80. stets durch » Wiirfe 


erfiillt ist. Also: 
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Eine Curve n'” Ordnung wird von jeder Geraden in n Punkten 
getroffen. 

Wenn man die Schnittpunkte von zwei Curven m'*' und net Ord- 
nung suchen will, so hat man zwei Wiirfe zu suchen, welche gleich- 
zeitig zwei ganze Functionen = machen. Durch die Elimination 
des einen Wurfes, die eine ganz formale, nur von den Gesetzen des 
Rechnens abhiingige, Operation ist, entsteht, wie bekannt, fiir den 
zweiten Wurf eine Gleichung m - n'*" Grades. Daher: 


Schneiden sich zwet Curven m*” und ni Ordnung in m+n Punkten. 


Carlsruhe, im Juli 1874. 

















Begriindung eimer Invarianten-Theorie der Bertihrungs- 
'Transformationen. 


Von Soruus Lire in Christiania. 


Jacobi’s epochemachende Arbeiten iiber partielle Differential- 
vleichungen 1. O.*) werden ohne Zweifel immer einen ausgezeichneten 
Platz in der Wissenschaft einnehmen. Doch scheinen sie von einigen 
Mathematikern tiberschiitzt oder jedenfalls nicht richtig beurtheilt wor- 


den zu sein. Es verbreitete sich niimlich die Auffassung 


g, dass durch 


Jacobi’s Untersuchungen die Theorie der partiellen Differentialglei- 
chungen 1. Q. vollstiindig zum Abschluss gebracht worden sei. Eine 
solehe Ansicht muss aber als unrichtig bezeichnet werden, nachdem 
neuere Arbeiten verbesserte und sogar neue Integrationsmethoden ge- 
geben und gleichzeitig fruchtbare Untersuchungsrichtungen angebahnt 
haben. 

In der nachstehenden Abhandlung gebe ich eine systematische 
Darstellung einer neuen Theorie, die ich 1872 und 1873 der Akademie 
in Christiania mitgetheilt habe. Ich schicke einige Bemerkungen vor- 
aus, die sich auf meine iibrigen Untersuchungen iiber partielle Ditfe- 
rentialgleichungen in ihrem Verhiiltniss zu gleichzeitigen Arbeiten 
Mayer’s beziehen. Unter den vielen wichtigen Arbeiten dieses Ver- 
fassers habe ich nur diejenigen zu besprechen, die in engem Zusam- 
menhange mit meinen Arbeiten stehen. 


Résumé einiger alteren Untersuchungen. 


Ausgehend von geometrischen Untersuchungen iiber die Pliicker’- 
sche Liniengeometrie in ihrem Verhiltniss zur allgemeinen Kriimmungs- 


Die erste Integrationsmethode der partiellen Differentialgleichungen 1. O. 
riihrt von Pfaff her (1814). Etwas spiiter (1819) gab Cauchy eine Methode, 
die 1837 von Jacobi und in der letzten Zeit von Mayer (Math, Ann. Bd. IV) 
in neuer Weise formulirt worden ist. Diese Methode muss die Cauchy’sche und 
nicht die Jacobi-Hamilton’sche heissen, Endlich fand Jacobi 1837—1840 eine 
neue Methode, die jedoch erst 1862 veréftentlicht wurde. Diese letztere Methode 
werde ich die Jacobi’sche, nicht wie gewéhnlich die neue Jacobi’sche Methode 
nenuen, 
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theorie wurde ich successive zu den partiellen Differentialgleichungen 
hiniibergezogen. Dabei war es mir sogleich auffallend, dass die Mathe- 
matiker die von Monge mit so grossem Erfolge benutzte, gleichzeitig 
synthetische und analytische Methode verlassen hatten. Es schien mir 
wahrscheinlich (vgl. den Aufsatz ,Ueber Complexe etc.“, diese Ann. 
Bd. V.), dass eine solche gemischte Methode leichter zu neuen Resul- 
taten fiihren wiirde, als die reine Analyse, die seit Monge fast aus- 
schliesslich bei Untersuchungen iiber partielle Differentialgleichungen 
angewandt worden war.’ Ich hege die Hoffnung, dass die von mir ge- 
machten Entdeckungen zur Verbreitung einer solchen Auffassung die- 
nen kénnen. 

Ich stellte mir 1871 die Aufgabe, die Jacobi’sche Integrations- 
methode, insbesondere das Poisson-Jacobi’sche Theorem begrifflich 
durchzudenken. Hierbei zeigte et sich fast unmittelbar, dass es még- 
lich war, eine neue Integrationsmethode*) zu geben, welche weniger 
Integrationen als die Jacobi’sche verlangt und dabei das Poisson- 
Jacobi’sche Theorem gar nicht benutzt. Diese neue Methode, die 
wie alle iibrigen damit anfiingt, ein Integral des bekannten simultanen 
Systems zu suchen, nimmt gewissermassen eine Zwischenstelle zwischen 
der Cauchy’schen und der Jacobi’schen Methode ein. Sie griindet 
sich auf meine Erweiterung der Cauchy’schen Methode. 

Zu derselben Zeit gab Mayer ein fundamentales Theorem — 
ich nenne dasselbe das Mayer’sche Theorem —, welches ihm erlaubte, 
sowohl die J acobi’sche Integrationsmethode der partiellen Differential- 
gleichungen 1, O., wie auch die Clebsch’sche Behandlung des Pfaff’- 
schen Problems wesentlich zu verbessern. Hierdurch erreichte er ins- 
besondere, freilich auf ganz anderem Wege als ich, dieselbe Erniedrigung 
in der Zahl der zur Integration einer partiellen Differentialgleichung 
1. O. nothwendigen Operationen. 

Darnach entwickelte ich (Géttinger Nachrichten, 1872, Nr. 25) 
eine verallgemeinerte Auffassung des Begriffs vollstiindige Lésung, in- 
dem ich die Pfaff’sche Formulirung des Integrationsproblems conse- 
quent durchfiihrte und weiter verwerthete. Hierdurch entfernte ich 
u. A. gewisse Miingel, die den bisherigen Integrationsmethoden noch 
angehaftet hatten. 

Die eben citirten Theorien fand ich durch rein synthetische Be- 
trachtungen, indem ich den Monge’schen Begriff: Charakteristik con- 
sequent verallgemeinerte und im Uebrigen nur einfache Ueberlegungen 
der modernen Mannigfaltigkeitslehre benutzte. Meine alte synthetische 





*) Abhandlungen der Akademie zu Christiania, 3. und 10. Mai 1872; Giét- 
tinger Nachrichten 1872, Nr. 16. 
**) Math, Annalen Bd. V, 8S. 448; Géttinger Nachrichten 1872, Nr. 15. 
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Darstellung dieser Theorien, die ich nur in grossen Ziigen entwickelt 
habe, wird wahrscheinlicher Weise nur solche Leser befriedigen, die 
mit Mannigfaltigkeitsbetrachtungen sehr vertraut sind. Leider habe 
ich noch nicht Zeit gefunden dies Alles ausfiihrlich darzustellen. Ich 
bin darum Mayer, der in mehreren eleganten Abhandlungen*) eine 
klare analytische Formulirung und Begriindung dieser Untersuchungen, 
insoweit sie im Folgenden benutzt werden, gegeben hat, zu grossem 
Dauke verpflichtet. Ich verweise den Leser auf die citirten Arbeiten 
Mayer’s. 


Ueber den Inhalt dieser Abhandlung. 


Bei Untersuchungen iiber partielle Differentialgleichungen verdie- 
nen solehe EKigenschaften derselben eine besondere Aufmerksamkeit, 
die bei beliebigen Beriihrungstransformationen, d. h. analytischen Um- 
formungen ungeiindert bleiben**). Wichtig ist ein solches Studium 
u. A. deswegen, weil bei den gewéhnlichen Integrationsmethoden eben 
solche Kigenschaften in Betracht kommen. Insbesondere fiir Glei- 
chungen 1. O., denen diese Abhandlung gewidmet ist, gestalten solche 
Untersuchungen sich sehr schén und einfach. Es ist hier méglich, 
mehrere fundamentale Probleme der besprochenen Art zu erledigen. 
In dieser Weise gewinnt man u. A. die Grundlage fiir eine rationelle 
Behandlung solcher partieller Differentialgleichungen 1. O., bei deren 
Integration man schon einige Schritte vorwdarts gekommen ist. Es lisst 
sich immer entscheiden, wie man verfahren muss, um das noch iibrige 
Integrationsgeschiift durch die einfachsten Mittel zu erledigen. Um 
dies an tinem guten Beispiele zu erkliiren, betrachte ich die Gleichung 

EF (a, +++ yp, + ++ Py) =a, 


auf deren Integration Hamilton und Jacobi das Problem der drei 
Kérper zuriickgefiihrt haben, Man kennt bekanntlich 8 Integrale des 
zugehérigen simultanen Systems. Meine allgemeinen Theorien gestat- 
ten nun eine Gleichung 
f(@, +++ 4% Py++- py) =O 

aufzustellen, deren Integration diejenige von J’ = nach sich zieht. 
Hiermit ist dieses bekannte Resultat auf seinen innern Grund zuriick- 
gefiihrt* Im Uebrigen lege ich weniger Gewicht auf die neuen 





*) Gottinger Nachrichten 1872, Nr. 24, 1873, Nr. 11; Math. Ann. Bd. VI, 
S. 162, 192. 

**) Klein hat darauf aufmerksam gemacht, dass es bei sehr vielen mathe- 
matischen Untersuchungsrichtungen sich darum handelt, Eigenschaften, die bei 
einer gewissen Transformationsgruppe invariant bleiben, zu bestimmen. 

***) Die friiher citirten Arbeiten von Mayer und mir haben das Problem der 
drei Kérper wesentlich reducirt, insofern sie die Integration der Gleichung f= 0 
vereinfacht haben. 
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Integrationstheorien meiner Abhandlung als auf die durch dieselbe ge- 
gewonnene tiefere Einsicht in das Wesen der partiellen Differential- 
gleichungen 1. O. Meine kiinftigen Arbeiten werden hoffentlich die 
Berechtigung dieser Auffassung zeigen. 

Unter den neuen Theorien dieser Arbeit hebe ich auch die fol- 
gende schon hier hervor. Seien J’, ®, und ®, solche Functionen von 
“y+ ++%n Py --* Pa, fiir welche 


(F%,)=0, (F9O,) = 0 
ist. Alsdann sagt das Poisson-Jacobi’sche Theorem aus, dass auch 
(rr (®, ®,) )=0 
ist. Kennt man also zwei Lésungen ®,®, der Gleichung 
(Fo) =0, 


so giebt es eine Operation, welche im Allgemeinen gestattet, mehrere 
soleche Lésungen zu finden. 

Ich beweise nun, dass eine jede Operation, welche dazu dient, 
neue Lésungen aus bekannten zu finden, sich wesentlich mit der ge- 
nannten deckt; dabei wird nur vorausgesetzt, dass die Art der betref- 
fenden Operation von der Form der Function J’ unabhiingig sein soll. 

Ich fand die nachstehenden Theorien durch Anwendung einer ge- 
mischten, synthetisch-analytischen Methode. Wenn die Redaction mir 
weniger Miihe gemacht. hiitte, wiirde ich versucht haben, Alles gleich- 
zeitig syuthetisch und analytisch nach Monge’s Muster zu entwickeln. 
Da ich indess nur wenig Vertrauen zu meiner Redactionsfihigkeit hege 
und ausserdem mit neuen Untersuchungen beschiftigt bin, so habe 
ich vorgezogen, meine Resultate in der gewdhnlichen analytischen Form 
darzustellen. Hierdurch hat jedoch insbesondere der erste Abschnitt 
an Kinfachheit verloren. Gliicklicher Weise kann ich den Leser auf 
eine schéne und ausserordentlich einfache analytische Begriindung ver- 
weisen, welche Mayer eben von den Resultaten des ersten Abschnitts 
gegeben hat*). 


Erster Abschnitt. 


Theorie der Bertihrungstransformationen. 


Ich werde versuchen, die Theorie der Beriihrungstransformationen, 
die fiir meine bisherigen wie fiir meine kiinftigen Arbeiten iiber par- 
tielle Differentialgleichungen die Grundlage bildet, analytisch und fiir 


*) Gédttinger Nachrichten, 1874, Nr. 13: Ueber die Lie’schen Beriihrungs- 
transformationen. Vgl. auch die folgende Note von Mayer. 




















~ 














Beriihrungstransformationen. 


219 





n Variabeln zu entwickeln. Wie schon gesagt, giebt der citirte Auf- 
satz Mayer’s eine elegante Entwickelung dieser Theorie, wélche u. A. 
deswegen der meinigen vorzuziehen ist, weil sie direct ist, wihrend 
meine Behandlung auf der Clebsch’schen Theorie des Pfaff’schen 
Problems beruht. (Vergl. § 8.). 


§ 1. 
Definition des Begriffs Berithrungstransformation. 


1. Die Theorie der Beriihrungstransformationen geht ihrem Ur- 
sprunge nach bis auf Euler zuriick; spiiter hat insbesondere Jacobi 
in Verbindung mit Arbeiten iiber die Stérungstheorie Entwickelungen 
gegeben, die hierher gehéren. Wenn ich nicht irre, bin ich jedoch 
derjenige, der zuerst die allgemeine Bedeutung dieser Theorie darge- 
than und hervorgehoben hat. Ich glaube auch, dass ich zuerst das 
eigentliche Wesen*) der Sache scharf und priicis dargelegt habe; die 
Bezeichnung Beriihrungstransformation riihrt von mir her**). 

Ehe ich den Begriff Beriihrungstransformation definire, halte ich 
es fiir zweckmiissig, einige einfache geometrische Betrachtungen, welche 
naturgemiiss auf diesen Begriff fiihren, vorauszuschicken. Dieselben 
beziehen sich zwar nur auf einen Raum von drei Dimensionen. Sie 
lassen sich indess auf beliebige Mannigfaltigkeiten ausdehnen. 

Wird der Cartesische Punkt-Raum im gewohnlichen Sinne des 
Wortes einer Punkttransformation unterworfen, so gehen Flichen in 
lichen, Flichen, die sich beriihren, in eben solche iiber. Freilich 
giebt es einige Ausnahmegebilde, die sich in anderer Weise transfor- 
miren; dieselben treten aber nur in begrenzter Zahl auf. Es giebt 
aber ausser den Punkttransformationen noch andere Umformungen, 
die einen verwandten Charakter besitzen. So fiihrt z. B. auch eine 
dualistische Transformation im Allgemeinen Fiichen in Fiiichen, Fla- 
chen, die sich beriihren, in eben solche iiber. Hierbei ist indess zu 


*) Ich erinnere insbesondere daran, dass ich gezeigt habe, dass jede Beriih- 
rungstransformation im Pliicker’schen Sinne auf einem Wechsel des Raum- 
elements oder auf der Einfiihrung eines neuen Coordinatensystems beruht,. Fiir 
eine synthetische Behandlung der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
1. O. ist diese Bemerkung fundamental. 

**) Nachdem ich meine ersten Arbeiten iiber Beriihrungstransformationen ver- 
dffentlichte, schrieb mir gelegentlich Darboux, dass er sich auch mit dieser 
Theorie beschiiftigt hiitte. Ich muss bedauern, dass ich aus seinen Untersuchungen, 
die noch nicht veréffentlicht worden sind, keinen Vortheil habe ziehen kénnen, — 
Du Bois-Reymond hat sich mit den Beriihrungstransformationen eines dreifach 
ausgedehnten Raumes beschiftigt. Die Resultate, die sein Werk itiber partielle 
Differentialgleichungen enthilt, sind jedoch nicht vollstiindig. 
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bemerken, dass es unbegrenzt viele Fliichen giebt, die Developpabeln 
nimlich, die sich bei einer dualistischen Umformung nicht in Fliichen, 
sondern in Curven transformiren. Insbesondere gehen alle Ebenen in 
die Punkte des Raumes iiber. 

Es lésst sich beweisen, dass es ausser den Punkttransformationen 
eine ausgedehnte Kategorie von Umformungen giebt, bei denen im All- 
gemeinen Fliichen in Flichen, F'liichen, die sich beriihren, in eben solche 
iibergehen. Bei einer jeden solchen Transformation, die keine Punkt- 
transformation ist, treten unbegrenzt viele F lichen auf, die sich in Cur- 
ven transformiren. Insbesondere giebt es co* F'liichen, die in die Punkte 
des Raumes tibergehen. 

Dieses ist indess keine Definition der Beriihrungstransformationen 
des Raumes; wir haben ja nur wesentliche EKigenschaften derselben 
angegeben. 


2. In friiheren Abhandlungen gab ich etwa folgende Definition. 


Sind die unabhiingigen Variabeln 2, ---2,, die Function derselben z, 
und die partiellen Derivirten von ¢z hinsichtlich #, ---2%,, welche 
P,*** Px heissen mégen, in solcher Weise mit einem entsprechenden 
Systeme von Variabeln z’a,' -- + 2%, p, -- +p» verbunden, dass eine jede 
Grésse aus einer der beiden Reihen 
22, °**Ln Py °° Day 

22, vee Sn Py edi Pn 
sich durch Gréssen der andern Reihe ausdriicken lisst, so nenne ich 
die betreffende Transformation eine Beriihrungstransformation. Diese 
Definition ist indess nicht hinlinglich klar und vielleicht auch nicht 
ganz correct, insofern sie implicite auf Voraussetzungen beruht, die 
nicht immer stattfinden. Ich ersetze daher diese Definition durch die 
folgende, die nach meiner Auffassung das Wesen der Sache vollstiin- 
dig trifft: 

Def. Sind ZX, --- X,P, +--+ Py, solche Functionen von zx 
EnP,*** Pn; fiir welche identisch 


k=n =s 
(1) dz — >’ PedXi = 0 (dz — > nd) 
a= 1 gan8 


ist, so definiren die Gleichungen 

(2) s=Z, aime X;, op =P, 

eine Transformation, die eine Beriihrunastransformation heissen soll. 
Dass die Gleichungen (2) immer eine ‘Transformation definiren, 

beruht darauf, dass die Gleichung (1) mit Nothwendigkeit verlangt, 

dass ZX, - - 


- X, P, - «+ P, von einander unabhiingige Functionen sind. 










' 
| 
i 

















Beriihrungstransformationen. 


221 



























Terminologie. Sind F und ® Functionen von 22, --+ 2%, p,--- pn; 
so schreibe ich wie iiblich [/'®] statt 


&=a a “, WW ai 
> {- ~ (; o +m or) — 5° (5 + M% i ) 
k 


< (op, \ ex, OP, \ Cx, 
i ce 


und ebenso, wenn Ff’ und ® nicht zg enthalten, (/’®) statt 


Ss & ao a@ P). 


Op, Ox, Op, O«, 
&==3 





ene 


Wiinsche ich hervorzuheben, dass F' und ® als Functionen von 
“,+++*p, und nicht etwa von «,’---p,' betrachtet werden, so schreibe 
ich (F'®),». 

én 

Man weiss, dass der Pfaff’sche Ausdruck bs X;, da, im Allge- 

meinen auf eine Form mit » Gliedern 


k 


I 


 X,da, = F, df, 5 uae a Fd fn 


IN 





reducirt werden kann. Hier sind die Functionen f/f nach Clebsch 

(Crelle’s Journal Bd. 61, S. 153) ein beliebiges System Lésungen von 

¢ nm (n + 1) 
1-2 


(f))=09, (if)) =0 


bezeichnen werde. 


Gleichungen, die ich mit den Symbolen 


Bestimmung aller Berihrungstransformationen. 


In diesem Paragraphen gebe ich zwei der Form nach sehr ver- 
schiedene Bestimmungen aller Beriihrungstransformationen. Dabei 
stiitze ich mich auf die als bekannt vorausgesetzte Theorie des Pfaff’- 
schen Problems, welche iiberhaupt nach meiner Auffassung bei Unter- 
suchungen itiber partielle Differentialgleichungen 1. O. mehr in den 





Vordergrund zu stellen ist, als dies seit Cauchy und Jacobi ge- 
schehen ist. Insbesondere kann ich nicht genug hervorheben, dass die 


s Pfaff’sche Auffassung des Problems, eine Gleichung 
t F (2a, ee * Pn) = (0) 


zu integriren, dieser Theorie eine Allgemeinheit giebt, die der gewohn- 
lichen Behandlungsweise desselben giinzlich abgeht. Freilich scheint 
Niemand auf diesen fundamentalen Vorzug der Pfaff’schen Betrach- 
tungsweise aufmerksam geworden zu sein. 
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X, dz, -+ eee + Xon41 Ai2n+1 
ein vorgelegter Pfaff’scher Ausdruck, dessen kanoniache Form*) n+ 1 


Glieder enthiilt. Ist 

a (dfn+s + yO df, + ne + Fd fn) 
eine gegebene solche Form, so ist es bekanntlich moéglich, beliebig 
viele kanonische Formen 


B (d@azi + Ody, +---+ 9, dQ,) 


zu finden. Um_niimlich in allgemeinster Weise die Gleichung 


k= 2 k—n 
(3) dfuzi t+ >) Fidfc =e (dgnsi + > oi. dgi) 
a= 1 rt f=1 


zu befriedigen, wihlt man willkiihrlich g-+ 1 Gleichungen zwischen 
den f und 9: 
Tl, =O, TT, =—().-.-. Tl, = 0 
und setzt 
OM + AM +---+4,T,) AM +a +---+471 


F,= } qe 
of; fy , 
, — AMAT A HAM) | OMe + AM +--+ 4QT,) 
; C Pj OPn+i 


(jam 1,2--+m). 


Eliminirt man 4, --- A, aus diesen 2x + g + 1 Gleichungen und 
lést dieselben sodann nach /; und F; auf, so findet man Werthe fiir 
diese Gréssen, welche (3) identisch erfiillen. 

4. Die Aufgabe, alle Beriihrungstransformationen zu bestimmen, 
kommt nach meiner Definition darauf hinaus, die Gréssen 2‘ a’ ---x,' py" +++ pu’ 
in allgemeinster Weise als Functionen von 22, - ++ %,p, +++ Py SO ZU 
bestimmen, dass die Gleichung 


&==e k=n 

7 7 
dz’ — > Di ‘d: Ch = 0 (dz — Ss Pr day, ) 
= ; &=1 


identisch stattfindet. Da nun za, ---+ p, von einander unabhiingig 

a a. ‘ \! ; . 

Grossen sind, so ist es erlaubt, dz — » p,da, als kanonische Form 
? ? < 

eines (2m + 1)-gliedrigen Pfaff’schen Problems zu betrachten, und 

man erhiilt folglich aus den eben angegebenen bekannten Iesultaten 

der Pfaff’schen Theorie unmittelbar in 22 Satz: 


> 
*) Liisst sich ein Pfaff’scher Ausdruck X,da,-+----+ X,,da,, auf eine 
p-gliedrige Form F’,df, + ---+ Pot, und nicht auf eine Form mit weniger als 
p Gliedern zuriickfiihren, so nenne ich F', df, 4 --+ F',df, eine kanonische Form 


oder Normalform des vorgelegten Ausdruckes. 


ed : oan 
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Satz 1. Kine jede Beriihrungstransformation kann in folgender 
Weise erhalten werden. Man nimmt q + 1 Gleichungen an zwischen 


Xn 8 a °° Das 


T1=0, 1,—0---T1]=—9 


£2 


5 G (TT, + a, TT, + pa ate, + 4,1T,) P c (TT + 4,1, + pot + 4,11.) 
° O(My + aM +e A/T) | (TM + ALT, + +> + 2,11) 
— Ox, 02" ? 
(¢=-1]---m). 
Eliminirt man 4, +--+ 4, zwischen diesen 2n +- q + 1 Gleichungen, 


so bestimmen die iibrighleibenden 2n + 1 Gleichungen immer eine Be- 
riihrungstransformation zwischen den beiden Systemen von Variabeln 
ZX, > ** pn und 2° a ees Dus 

Jacobi betrachtet ebenfalls alle diese Transformationen und zwar 
behauptet er, dass dieselben die allgemeinsten Umformungen einer 
partiellen Differentialgleichung 1. O. sind. Auf diese Behauptung, 
deren Richtigkeit jedenfalls nicht a priori einleuchtend ist, soll hier 
nicht eingegangen werden. Im Uebrigen giebt Jacobi keine expli- 
cite Definition des Begriffs: allgemeinste Umformung einer partiellen 
Differentialgleichung 1. O.*). 

5. Die eben gegebene Bestimmung aller Beriihrungstransforma- 
tionen ist u. A. deswegen nicht befriedigend, weil dieselbe, wenn auch 
nur implicite, eine Classification der Beriihrungstransformationen nach 
dem Werthe der Zabl qg einfiihrt; eine solche Classification entspricht 
aber keineswegs dem Wesen der Sache, insofern sie gewissermassen 
auf emer Zufiilligkeit beruht. Ich gebe daher eine neue allgemeine 
Methode zur Bestimmung von Beriihrungstransformationen. Wiirde 
man dieselbe in einem besonderen Falle anwenden, so wire es freilich 
nothwendig, nicht allein Differentiationen und Eliminationen, wie bei 
der ersten Methode, sondern iiberdies auch gewisse Integrationen aus- 
zufiihren. Wo es sich aber nur darum handelt, den Begriff festzustel- 
‘ len, ist dies vollstiindig gleichgiiltig. 

Aus der Theorie des Pfaff’schen Problems ist es bekannt, dass 


| *) Ich benutze die Gelegenheit, um zwei Fragen aufzuwerfen, von denen 
; insbesondere die letzte wichtig scheint. 1) Giebt es Transformationen, welche 
j keine Beriihrungstransformationen sind, bei denen Beriihrung héherer Ordnung 
H invariante Beziehung ist? — Diese Frage scheint mit Nein beantwortet werden 
zu miissen. 2) Gestatten partielle Differentialgleichungen hiéherer Ordnung Um- 
formungen, welche keine Beriihrungstransformationen sind? Diese Frage muss 
wohl mit Ja beantwortet werden. Ist dies der Fall, so eréffnet sich hier ein 
wichtiges Gebiet fiir die Forschung. 


ee 
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man einen (2-1) -gliedrigen Ausdruck Ss X;, dx, in folgender Weise 
oe 
k 
auf einen (n+ 1)-gliedrigen reducirt. Man nimmt eine beliebige 
Function @ von 2, - - + %2,+41, schafft die Groéssen 22,41, und dx2,+1 
vermége der Gleichungen 
k=2n+1 
NN) 0? _ go, 
a dx = 
Pp om @ ? / C x, hk 
ag=st 
aus dem gegebenen Ausdrucke weg, und erhilt so einen 2n-gliedrigen 
Ausdruck 
Xe dx, Se Xs dz, 


n? 
dessen Coefficienten ausser 2, -- +22, noch a enthalten. Man bringt 
denselben in der gewéhnlichen Weise auf die Form: 
k=n k= 
a. > 
S Xe dx a me dao 
— ie k = ‘OP, 


und ersetzt sodann in 9 - - - p* die Grésse a durch g, wodurch diese 
Functionen iibergehen in Functionen von 2, +--+ %2n41, die durch 
@,*-*@n bezeichnet werden mégen. Alsdann kann der urspriingliche 
(2n-+-1)-gliedrige Ausdruck die Form 
dp + O,dgy,+---+ 9%, dq, 

erhalten, wobei ®®, ---, in der gewdhnlichen Weise bestimmt 
werden. Ich fiige nur noch hinzu, dass p¢ - - - p* durch die Clebsch’- 
schen Gleichungen 


(2) =0, (G9) =0, GH1---m), G=1---n) 
definirt sind. 


6. Die Aufgabe, alle Beriihrungstransformationen zu bestimmen, 
kommt nach meiner Definition darauf hinaus, den Pfaff’schen Aus- 


k=n 
. 

druck dz — > rx dx. , welcher schon die kanonische Form besitzt, 
&=1 


in allgemeinster Weise auf eine neue kanonische Form zu bringen. 
Zu diesem Ende kann man nach dem Vorhergehenden folgendermassen 
verfahren. 

Man wiihlt beliebig eine Function Z von zx, -+-p, und lést die 
Gleichung 

Z=a 
nach p, auf, wodurch sich ergeben midge 
Pu = f (22, ++ +> Pn—10) . 
Man bringt hierauf den Ausdruck 
dz — p,dx, —-+- — pra_1da%_1 — fda, 


auf die Form 
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a a ala a a 
YedX¢e+ + YsdxX;, 
wo die X* durch die Gleichungen 

( a = ( sx @\\ on : = eee = eee 
(X%))=9, (XsXs))=0, (=—1 n) (k=1 n) 
bestimmt sind. Diese Gleichungen nehmen in unserem Falle, wie man 

leicht findet, die Form an: 

[p,—f, Xf] = 9, [Xo Xe] H—0, (6 = 1---n) KH 1---m). 

Daraus folgt aber, dass die Gréssen X;, das heisst diejenigen Func- 
tionen von 2%, +--+ pn, die hervorgehen, wenn in X¢ die Grosse a durch 
Z ersetzt wird, durch das System von Gleichungen 
(A) [ZX,]=90, [X,X,]=—0, (= 1---n) b= 1---n) 
definirt sind*). Kennt man Functionen 7X, ---X,, welche diese 
Relationen erfiillen, so ist es also méglich, die Gleichung 


k= k=n 
dZ — > P,d X, = o (dz — > pr d xx) 
e=1 c= 2 


identisch zu befriedigen. Die Gréssen 0, P,,--- P, werden bestimmt 
5 ? 1? 


S 


durch » + 1 von den 2x + 1 Gleichungen 


OF 7 > OX, OZ 5) > 6X, 
~-gnwz =e --grz =m 
O88 : C x; Ox; r Ct 


i 
07 I's OX, \ ; 
—_ P, 3 =, (¢==1---m). 
OD; : OD; 


Es ist wohl zu bemerken, dass die Functionen 7X, --- X, keiner 
‘andern Beschriinkung unterworfen sind, als der Forderung, die Glei- 
chungen (A) zu erfiillen. Die erhaltenen Resultate lassen sich folgen- 
dermassen zusammenfassen. 

Theorem I, Kennt man n-+-1 von einander unabhingige Functio- 
neon ZX, +++ Xy_ von 2L,+++ pn, welche die Gleichungen 

ZX)—=0, (X: Xe] —O, tml---n, Koel---n 


erfiillen, so ist es immer méglich, die Gleichung 


k= i= 8 
dZ —_ _ P, dX; =@ (dz —_ , pr Ax, ) 


identisch zu befriedigen, und dann definiren die Relationen 

g” — Z > j= .# > hna= P; 
eine Beriihrungstransformation. Die oben angegebenen Bedingungsglei- 
chungen sind nicht allein hinreichend, sondern auch nothwendig. 


*) Hiermit ist im Uebrigen eine neue formale Behandlung des Pfaff’schen 
Problems angedeutet. Dieselbe ist vollstiindig symmetrisch, was die Clebsch’- 
sche nicht ist. 

Mathematische Annalen. VIII. 
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Dass es iiberhaupt méglich ist, » -+-1 Functionen HH, --- H, 
VOn 2%, -++Xap, +++ Px zu finden, welche paarweise den Bedingungen 
[H;H,| = 0 geniigen, beruht auf folgendem Satze: 

Satz 2. Sind H,H,---H, Functionen von 22, -- + %, py +++ pn 
und verschwinden alle [H;H,], so bilden die linearen Gleichungen 

(H,H|=0,.----- (H,H|=0 
ein vollstiindiges System *). 

Setzt man nimlich [| H, H|) = A;,(H) und bildet die Ausdriicke 
A; (A, (H)) — A,(A;(H)), so sieht man, dass dieselben sich linear 
durch die A;(#) ausdriicken lassen. 


§ 3. 
Beriihrungstransformationen, welche Functionen von 7,'---»p,’ in 


Functionen von «,---», tberfihren. 


Ich werde jetzt die Existenz einer sehr wichtigen Kategorie von 
Beriihrungstransformationen nachweisen. Die charakteristische Kigen- 
schaft derselben besteht darin, dass sie Functionen von «,'+--p,’ in 
Functionen von x, --- p, tiberfiihren. Sind also 


e=Z , &E= X; ‘ pi = Pp. 


die Gleichungen einer solchen Transformation, so enthalten die Gréssen 
X; und P; die Variable z gar nicht, sondern nur #,---p,. In den 
beiden ersten Nummern gebe ich zwei Methoden an, um beliebig viele 
soleche Transformationen aufzufinden. In der letzten Nummer zeige 
ich, dass beide Methoden in dem Sinne allgemein sind, dass sowohl 
die eine wie die andere eine jede Transformation der besprochenen 
Art giebt. 

In dem vorangehenden Paragraphen sahen wir, dass die Bestim- 
mung aller Beriihrungstransformationen unmittelbar aus der Theorie 


*) Stehen q lineare partielle Differentialgleichungen mit » Variabeln 
A,(H)=0,--- 4,(H)=0, 
die von einander unabhiingig sind, in solcher gegenseitigen Beziehung, dass jedes 
A; (A, (H)) — A, (A;(H)) sich linear durch die A;(H) ausdriicken lisst, so 
haben dieselben, wie Clebsch (Borchardt’s Journal Bd, 65) nachgewiesen hat, 
m —q verschiedene gemeinsame Lisungen. Ein solches System nenne ich mit 
Clebsch ein vollstdndiges System. Auf die Betrachtung solcher Systeme griindet 
Clebsch die Integration linearer partieller Differentialgleichungen mit gemein- 
samen Lésungen. Die entsprechende Theorie fiir beliebige, d. h, nicht eben 
lineare Gleichungen ist zuerst von Mayer gegeben worden. Hierbei ist jedoch 
zu bemerken, dass Mayer, wie auch Clebsch, seinen Ausgangspunkt in einer 
Idee nimmt, die von Bour herriihrt. Mayer hat darauf aufmerksam gemacht, 
dass Bour’s Formulirung dieser Theorie nicht stringent ist. 
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des determinirten Falles des Pfaff’schen Problems folgte. Es liesse 
sich leicht zeigen, dass die Entwickelungen dieses Paragraphen im ge- 
nauen Zusammenhange mit einer neuen Theorie des indeterminirten 
Falles stehen, die von Clebsch (Borchardt’s Journ. Bd. 61) herriihrt. 


7. Nehmen wir willkiihrlich g + 1 Gleichungen an zwischen 


2 ay +++ By 2H, +++ &, Welche z und 2’ nur in der Combination 
2’ — Az enthalten, wo A eine Constante ist, bringen dieselben auf 


die Form: 

, ’ , 7 ny ? 7) yy » 

2° — AZT (ay +++ L_ Ly -++Xn), TT, (@y +n) =O, +++ TT, (0, ++ tn) =O, 
und suchen nun nach Satz 1. die Beriihrungstransformation, welche 
diesen Gleichungen zugehért, so erhalten wir die Formeln: 


ots ae eT, om, 

Pi — eu + A, Ox; + inl + A, 0x; ? 

i> 2 i amv, éTT, 
— Ap; = Da, +A, on +.--+4, 0a, 


Diese 2 Gleichungen, verbunden mit den g Gleichungen TT, =0, 


- TT, =0, driicken die x und p; durch 2, ---%p,-++p, allein 
aus und, indem man die so gefundenen Werthe in die Gleichung 
2’ — Az=TI einsetzt, erhiilt dieselbe die Form 

a =Agt F(a, +++ tn pys++ pn) - 
Also: 
Satz 3. Gleichungen zwischen 2'X, ++ +X) 24,+++ Fn, welche z 
und 2" nur in der Combination 2’ — Az enthalten, definiren eine Be- 


rithrungstransformation, die sich durch Gleichungen der folgenden Form 
ausdriickt > 

em Agt FPF; af = X;; pj = P,. 
Hier ist A eine Constante, F, X; und P; sind Funetionen von 
LZ, +++ En py*** pn allein. Eine solche Transformation bezeichne ich 
zuweilen kureweg als eine Transformation zwischen xp. 

8. Die eben entwickelte Methode zur Auffindung von Beriihrungs- 
transformationen zwischen wp hat das Missliche, dass sie eine Classi- 
fication, die dem Wesen der Sache nicht entspricht, nimlich nach 
dem Werthe der Zahl q einfiihrt. Von diesem Uebelstande ist die 
folgende Methode frei; im Uebrigen haben beide Methoden ihre selbst- 
stiindige Berechtigung. Ich schicke zuniichst einen Hiilfssatz voraus. 

Satz 4, Sind X,--- X, Functionen von , - ++ pn, welche paar- 
weise den Bedingungen (X;X;,) = 0 geniigen, so giebt es unter den 
Lésungen I’ des vollstiindigen Systems (Satz 2) 

[X,F]=0, «+ (X,F]=0 
einige, welche die Form Az -+ TT besitzen. Hier ist A eine Constante 
und TT eine Function von %, - ++ pp allein. 
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Unser Satz kommt darauf hinaus, dass die Gleichungen 


(X,F)—0,---(X,F)—0, a4 


02 


gemeinsame Lésungen besitzen. Um dies nachzuweisen, versuchen wir 


eine solche Function ® von zz, ---p, und F' zu finden, dass die Auf- 
lésung der Gleichung ® = Const. eine Function F’ der verlangten 


Kigenschaft giebt. Es zeigt sich, dass ® die folgenden Relationen 
erfiillen muss: 

[X,o]=0,---[X,o]}=0, “44S 0; 
dieselben bilden aber, wie man leicht verificirt, ein vollstiindiges Sy- 
stem. Also ist unser Satz erwiesen. 

Hier mége auch der folgende Satz, den ich spiiter brauche, einen 
Platz finden. 

Satz 5. Kennt man eine Liésung J des vollstiindigen Systems 

[X,F] == (),--: (X, F’] a (), 
welche die Form z2-+-TT (a, -++ pp») besitzt, so ist Az+ ATT+ Q(X,---X,) 
eine allgemeinere solche Lésung, und zwar die allgemeinste, die hin- 
sichtlich z linear ist. Q bezeichnet eine arbitriire Function der betref- 
fenden Argumente. 

Seien nimlich 

F,=Az+,; F,—A,2+ 7, 
zwei Lésungen der besprochenen Form. Alsdann geniigt auch A, Ff, 
— A, F, oder, was auf dasselbe hinauskommt, A,TT, — A,TT,, worin 
2 gar nicht vorkommt, unserem vollstiindigen Systeme. Daraus folgt 
aber bekanntlich 

A,T, — A, Tl, = W(X, --- X,), 
welche Gleichung unseren Satz beweist. 

Satz 6. Sind X,---X, Functionen von x, -- + py, welche paar- 
weise den Bedingungen (X;X,) = 0 geniigen, so giebt es (Satz 4.) Func- 
tionen von der Form Az + 1 (%,-++ pn), welche alle Gleichungen 

[X, Az +] =—=0, (@=—1---n) 
erfiillen, und daher ist es (Theorem I.) miglich, die Gleichung 


k=n k=n 
d(Ag +11) — > Prd Xi = 0 (de — >’ da) 
&=2 &=1 
identisch zu befriedigen. Hierbei werden alle P;, wie wir sogleich be- 
weisen, F'unctionen von %,--+ pn. Also besitzt die Beriihrungstransfor- 
mation 


e=Az+l; vw —Xi; pi =P, 
die Eigenschaft, Functionen von x, --- p,’ in Functionen von x, + - + pn 
zu transformiren. 
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Denn soll die Gleichung 


k=n k=n 
d(42+T™) — >) P.dX. = ede — > mdu) 
k=1 &=1 
identisch stattfinden, so muss, da z in TT, X,,--- X, nicht 
A=@ 
und 
oT S) p OX, _ 
OP, 2 Pay, 9%: 


att 0X, 
oe — > Pepe —— Ap. 
x; T Ox; 
sein, welche Gleichungen zeigen, dass alle P; nur von x, 
hiingen. 
9. Eliminirt man p,---p, zwischen den Gleichungen 
(a) 2=Az+T; xw4—X;, 
in denen 


(X;X;)=0, [Ae+T, XJ] =0 


ist, so findet man eine Anzahl Gleichungen von der Form 


vorkommt, 


2° Dn ab- 


(b) &— Az=Q(x, +++ Hn Ly +++ Hn), Q) (X,'+++%n) = 0, ++ +Qy (a4, +++) =O. 


Also giebt die letzte Methode nur solche Transformationen, welche 
auch vermége der friiher entwickelten erhalten werden kénnen. Da 


nun umgekehrt ein System Gleichungen von der Form (b), 
gezeigt, immer auf Transformationsgleichungen der Form 


wie friiher 
(a) fiihrt, 


so ist Klar, dass unsere beiden Methoden sich decken; ihr Unterschied 
ist nur formal. — Wir werden zeigen, dass dieselben eine jede Be- 


riihrungstransformation zwischen xp geben. 


Man erhilt alle Beriihrungstransformationen zwischen zp, wenn 


man die Gréssen X,---X,P,---P, in allgemeinster 

Functionen von %, -+~- Pp» so bestimmt, dass die Gleichung 
k=n k=n 

(c) dZ— >’ Ped Xi = 0 (de — >) eda) 
k=1 ® k=1 


Weise als 


identisch stattfindet. Dieselbe nimmt durch Entwickelung die Form an 


Ude + Vida; + a Widp; = @ (dz > vida) > 





wo . 
_ 04 _ 0% » Ox, > OX, 
im oz’ ro On; P, dx; Pn on,’ 
OZ ax ox. 
0 ose SE SE ss» ee 
OP; OP; OP; 


Also erhalten wir 2” + 1 Relationen 
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az az p, &® P OX, ( 
a, = 0; ‘ oo i 5 —s > = a =U (t= nv) ? 
02 Op; OP; Op; 
aZ ax ox OZ 
—fP 1_...— P,*= — op, = — p it Se 
P 1 Oa; 0x . AE 
‘ t ‘ 
: , nai . . OZ CZ 
welche zeigen, dass die Differentialquotienten —— -- - jp, nur von 
C n 
“,*+*p» abhiingen. Also hat Z die Form 


Z = Z, (2%, +++ Hn) + Z, (4, +++ pn), 


wo Z, folgenden Relationen geniigen muss: 


§&==9 . 
imag, 26425. Vas ,, 04 
= i — Y? P - , : 
4 : Ox; Ox; = Ox; ! 02 


Durch Differentiation nach z folgt aus der letzten: 


on, (or) =~ oe (Ge) 


und hieraus, da p; in Z, nicht vorkommt, 


( OZ, Y OZ ; 
Sar Cas) 93 oa (as) 93 (Faw B+ +m). 


Also ist = gleich emer Constanten A, d. h. Z, ist linear in Bezug 
auf z. Hiermit ist bewiesen, dass Z die Form 

Z=Az+ (a, --- pn) 
besitzt. Im zweiten Paragraphen sahen wir aber, dass die Ausdriicke 
[ZX;|, | X;X,| nothwendiger Weise verschwinden miissen, wenn die 
Bedingungsgleichung (c) stattfinden soll, und folglich kéunen wir be- 
haupten, dass die beiden in diesem Paragraphen gegebenen Methoden 
eine jede Beriihrungstransformation zwischen xp geben. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen fasse ich in folgender Weise 
zusammen. 

Theorem I. Es giebt cine ausgedehnte Kategorie von Beriih- 
rungstransformationen, welche die charakteristische Higenschaft besitzen, 
Functionen von x, +--+ pn in Functionen von 2, +++ py, tiberzufiihren. 
Alle derartigen Transformationen besitzen die Form 


2 =Az+N(%,---n)3 =X; op =P, 


wo A eine Constante bezeichnet. MRelationen zwischen 2’ a, +++ %p' Z%,++* Xn, 
welche die Grossen z’ und z nur in der Combination 2’ — Az enthal- 
ten, bestimmen immer eine solche Transformation. Sind andererseits 


X,---X, solehe Functionen von x,.-+- pn, dass alle (X,;X,) gleich 
Null sind, so existirt immer eine solche Function Az + TI (a, +++ pn), 
dass alle Ausdriicke [Az + 11, X;] verschwinden, und die Gleichungen 
2=Aze+4+T, ui = X; 
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definiren dann wiederum eine Beriihrungstransformation der besproche- 
? CN Art. 


§ 4. 
Aufstellung einiger charakteristischer Relationen. 


Definiren die Gleichungen 
so Z, u=X;, of = P, 
eine Beriihrungstransformation zwischen ap, so geniigen die Functio- 
nen X; und P; gewissen charakteristischen Kelationen, die nun ent- 
wickelt werden sollen. 

10. Ich erledige zuerst folgende Aufgabe: Ich setze voraus, dass 
X,- ++ X, P, +++ Pa gegebene Functionen von x, ---p, sind und dass 
es mdglich ist, eine solche Function Az -+ TI (#,--+p,) zu finden, 
dass die Gleichungen 

om Ast TT; af = X;; on = P, 
eine Beriihrungstransformation definiren. Es wird verlangt, die Gréssen 
A und TT in allgemeinster Weise zu bestimmen. Es wird sich zeigen, 





dass A vollkommen und TT bis auf eine arbitriire Constante durch die 
X; und P; definirt sind. 
Die identisch stattfindende Gleichung 


k=n k=n 
(d) d (Ae +11) — >) ed Xi = 0 (de — >) med ax) 
&=1 = 


reducirt sich, da @ gleich A sein muss, auf 


7 7 
dtl — S P,dX, = — A S peda . 
_ j <— 


Diese Gleichung lést sich in die folgenden 2” auf: 


oT 2, OX, TT Ye OX, 
—- S B= ~-~Ainm: = - > P,=— =0. 
OX; —_— Ox; Op; 7 OP; 
Differentiirt man nun nach p; und a; und setzt die beiden erhal- 
nee TT : : . 
tenen Ausdriicke fiir ,.“ “ einander gleich, so findet man 
Ox 


a; F 


Ox; OD; Op; Ox; , 


&==8 . 4 
y (ox, OP, OX, oP 
s= Ft e O*t) — Wi, 
ry : 
in welcher Gleichung 7 eine beliebige von den Zahlen 1 --- ” be- 


zeichnet. 


P . ov oT 1 . 
Oben bestimmten wir - und = als Functionen von 2%, -++ Pn: 
Ox; € F} - 
ovT oT . 
= MV; ; == N;, 


Ox; 
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woraus durch Integration 


Tm | (M,da, + +--+ Meda, + N,dp, + +--+ Nedp,) + Const. 
Die eingefiihrte Constante ist arbitrir, da TT nur als Differential 
in (d) auftritt. Also: 
Satz 7. Sind X,---X, P,---P, solehe gegebene Functionen 
von %,-+++pPn, dass die Gleichung 


k=n k=n 
; 
az — >' P,adX, =e (dz — > pdx) 


sich befriedigen lisst, so kann dies wesentlich nur auf cine Weise ge- 
schehen. Z hat (§ 3.) die Form Az -+ TT (az, +--+ pn»); A ist eine ganz 
bestimmte Constante und TT enthiilt eine arbitriire additive Constante. 

Corollar. Sind X, ------ P, gegebene Functionen von 2, --+ p, 
und bestimmen die beiden Systeme von Gleichungen 

e=Z,, 4=X;, pi =—P,; 
und 

a" == Z,, 2 = X;, p; = P; 
zwei Beriihrungstransformationen zwischen xp, so ist Z, — Z, eine 
Constante. 

Im Uebrigen ist es einfacher, dies Corollar direct zu beweisen. 

11. Die besprochenen charakteristischen Relationen beruhen dar- 
wuf, dass der Ausdruck (@,@,),, in einem Sinne, den wir sogleich 
(Satz 8. und 11.) definiren, bei Beriihrungstransformationen invariant 
bleibt. 

Satz 8. Seien o,’ und ,’ Functionen von zz,’ +--+ p,', die durch 
eine Beriihrungstransformation in Functionen von 2%, ---p,, welche 
@, und @, heissen moégen, iibergefiihrt werden. Verschwindet der 
Ausdruck [@,’ @,'],», so ist dies auch mit [@,@,],, der Fall. 

Denn verschwindet [@,'q,'],.,., so ist es (Satz 2.) méglich, solche 
weitere Functionen @, ---@,41; von 2’a,'---p,» zu bestimmen, dass 
alle [/@,'],.,. gleich Null werden. Dann aber gilt (Theorem I.) 
eine Identitét von der Form: 


k=n k=n+1 
dz’ — . Pr Ax, = : Q, do; ° 
k=1 &=1 
Driicken wir nun 2a’ .--p,’ durch zx, --+-p, aus, so geht die 


linke Seite unserer Gleichung in @ (dz — > peda) tiber, und daher 
besitzt die transformirte Gleichung die Form ' 


k=n k=n-+1 


Q (dz — >) mda) = 2 Q:. d a; ; 


a=} s=1 
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wen @,+-+@,41 diejenigen Functionen von 22, -- +p, bezeichnen, 
in welche ,’ - - --c,,, tibergehen. Diese neue Gleichung zeigt aber 
(Theorem I.), dass alle [@;o%),,—=0 sind. Also ist im Besondern 
auch [@,@,],,=9. 
Satz 9. Definiren die Gleichungen 
a” r. a , ) 
g =Z, a = X;, pi = P; 
eine Beriihrungstransformation zwischen xp, so verschwinden alle Aus- 
driicke (P;P,) und ebenso auch, ausser wenn i =k, alle (X;P,). 
Denn wir wissen, dass die Ausdriicke (x; p;,’),,.., (Pi Pk)» Zleich 
Null sind; also verschwinden nach dem vorangehenden Satze auch 
(X; Prep; (P; Py)xp . 
Satz 10. Definiren die Gleichungen 
“= A &é -{- TT ; a; = XxX; 9 pi = P; 
eine Beriihrungstransformation zwischen zp, so sind alle Ausdriicke 
(X,P,)---+ (Xn P,) gleich der Constanten A. 
Seien nimlich F” und ©’ zwei Functionen von «,' --- p,’ und 
I’, ® die entsprechenden Functionen von z,---p,. Wir wissen, dass 
die Ausdriicke (#"’),,, und (I’®),, gleichzeitig verschwinden. Be- 





s . . . 
riicksichtigen wir nun, dass 
(Ui Xe lap = (Hi Pix) = (Pipe) = 9, 
so finden wir 
k=n 2 - P y ‘ 
: y /oF @e oF @® ae” 
( Fo ep = cw “hie ~~, ) > (LE Pe Jeep q 
- > Ox, Op, OP, Ox, , 
&=1 
oder, wenn wir uns erinnern, dass J’ und ®, als Functionen von 
x, +-+pa’ aufgefasst, mit L” und ’ bezeichnet werden, 
k=n - *e P ” . ° 
' (Fo) —1 (0F aod oF ¢é® (205 m:") 
L , = z . Z = 7 7 ° (Xp 7 4 
? 2 Ox, OP, CP, OX, t De Jep 5 


ferner ist 


i= , c , ‘ ” a , 
(FO) yp = ~~ oF a® oF’ O00 
de - a - . Ou, OP, C Pe 0x, 


Damit diese Ausdriicke gleichzeitig verschwinden, muss nothwendig 
i=—n 


P (i Pi ap 


t=! 


(%P; ep a (to 95 Jap os ae (Xn Dn ep ae 


sein. Friiher fanden wir aber 


k=n : . “a9 a ee 

-~ Ge Op, Ox, OP, ) Ww 2 
= Siggllaag 7 = = i= ; 

= OX; OD; Op; Cx; 





/ 


also kommt 

















i=n 
1 ~\) 
kad 1 hal 

é=a3 61 





also ist 


1 “XY! 
~ A ANAL Di xp = 1 
2 1 
und folglich sind alle Ausdriicke (x; p;),, gleich A. 


Satz 11. Sind fF” und ®’ Functionen von wz,’ --- p,’, die durch 
eine Beriihrungstransformation in die Functionen J’ und ® von z, -- + p, 


ss Pee : sy: vat . i ’ es 
tibergefiihrt werden, so geht gleichzeitig (I ’),,, in 4 (1’®)z, tiber. 
: A \ 
Denn wir sahen, dass 
2 n 
p 7 /erF" 6’ on OO £923 
(Fo), = S' (= -—- > , ) (Xi Pi ep 
; ‘ Ox; CP; OP; Cx; ' 
i=1 
ist, ferner dass 
(2; Pi xp — A 
ist. Also kommt - 
(F®),, = A (F'’),-» . 
Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen. 
12. Ich will jetzt zeigen, dass die gefundenen Relationen nicht 
alle nothwendig, sondern auch hinreichend sind. 
Satz 12. Sind X,---X, P,--- P, Functionen von a, --- pn, 
welche den Relationen 


(X;X,) = (X; Py) = (PP) =0, (XP) = A = Const. 
geniigen, so giebt es immer eine und wesentlich nur eime Beriihrungs- 
transformation der Form 

zg = F, Li == X; ) pi . P, . 
Beweis. Wir nehmen eine Function Az -+ TT, welche allen Re- 
lationen 
Ae Wi « 
X;, Az+ ¥]) =0 
geniigt, und bestimmen sodann wie friiher solche Functionen TT, ------ TT 
dass die Gleichung 


d(Az+ ¥) —> Td X, = A (dz — > p dx) 


identisch stattfindet; hierbei werden TT, - - - TT, im Allgemeinen andere 
Functionen als P,--- P,. Nach friiheren Siitzen ist nun 
(X,;T) =0, (X, TT) == A ; | 


und nach unserer Voraussetzung ist 
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(X:iPi.)=0, (Xi Pix) =A, 


also erhilt man 


(Xi, —P)=0, (Xi, lh —Ph)—=9, 





woraus 
Ti — P, = W(X, iis Xn) 
und 
‘ P, =e TI _ W, ° 
Nun ist 


(P; Px) = 0 
(1, — Wi, ™%— Wi) =0, 


woraus unter Beriicksichtigung bekannter Relationen 


oder 


aW, = aw, 
= o,* 
also 
OFC, ---H, 
Wom 0X; 
und 
) or 
P; = Ti; aX, 
folgt. 
n Schreiben wir nun die Gleichung 


d(Az+¥) — >’ TdX, = A (de — >) mdax) 
in der aiquivalenten Form 

, cv / K . .) 
d(Az+¥—F)—> (™ — OX, dX, = A(de — >) medax), 


so finden wir durch Einfiihrung der Gréssen P; 
’ yy , 7 : 
d(Ae+¥— F)— >’ Pd X, = A(de — > pdx) 
—_—_— — 
und also ist es uns gelungen, eine Function Z zu finden, welche die 
Gleichung 
XN) N“N) 
ax — Rak & site + % Ax, 
4— » PydX, ( 2, De Axx) 
befriedigt. Nach Satz 7. ist 
Az+ ¥ — F'+ Const. 
die allgemeinste Function, welche dieser Forderung geniigt. 
Da bei Beriihrungstransformationen zwischen wp die Variabelu 
; “,;***P» unabhiingig von z transformirt werden, so ist es im Allge- | 
meinen bequem, nur die Gleichungen 
y= X; > K= P; ! 
hinzuschreiben. Man kann dies um so mehr machen, als diese Glei- 
chungen wesentlich die betreffende Transformation definiren. 


Endlich resumire ich die Resultate dieses Paragraphen: 
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Theorem III. Definiren 2n Gleichungen 
a=X;, pi =— P,; 
eine Beriihrungstransformation zwischen xp, so finden folgende Relatio 
nen statt 
(X;X.) = (Xi: Pr) = (PiPxr) = 0, (X;P;)) = A = Const. 


Gelten andererseits diese Relationen, so bestimmen die ersten Gleichungen 
immer eine Beriithrungstransformation. 
Dieser Satz lisst sich iibrigens folgendermassen verallgemeinern. 
Satz 13. Zwischen den 2n + 1 Functionen Z, X, P, die eine 
Beriihrungstransformation bestimmen, gelten folgende charakteristische 
Relationen : 


[SX — [X,X.)] — (X.Pi)] — (P:P.) — 0 — (ZP] — Pi XP; 
ee AC * Ae == (X,P,}. 


Dieser Satz, den ich hier nicht brauche und darum nicht beweisen 
werde, spielt eine wichtige Rolle in der Theorie des Pfaff’schen 
Problems. 


Homogene Berihrungstransformationen. 


Es giebt eine wichtige Classe Beriihrungstransformationen zwi- 
schen xp, welche die charakteristische Eigenschaft besitzen, Functionen 
voli Z, +++ pn, die hinsichtlich des Differentialquotienten homogen sind, 
in eben solehe Functionen derselben Dimension iiberzufiihren. Ich 
bestimme alle derartigen Transformationen, die ich homogene Beriih- 
rungstransformationen nenne. Dem entsprechend werde ich Kunctio- 
nen von 2,---p,, die hinsichtlich p,---p, homogen sind, kurzweg 
als homogene Functionen bezeichnen. 

Die Wichtigkeit dieser neuen Theorie liegt darin, dass sie sich 
bei einer gewissen Auffassung mit der allgemeinen Theorie der Beriih- 
rungstransformationen deckt. 

13. Satz 14. Sind X,--- X, homogene Functionen nullter Di- 
mension, welche paarweise (X;X;,) = ergeben, so ist es médglich, 
die Gleichung 


. 2 

dZ — >’ P dX, = Ade — > nde) 

— : 
in solcher Weise zu befriedigen, dass alle P; homogene Kunctionen 
erster Dimension werden. Die Beriihrungstransformation 
Us = X; ; Pi = P, 

ist dann homogen, d. h. sie transformirt homogene Functionen in ho- 
mogene Functionen derselben Dimension. 








— 





— 
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Beweis., Dass alle X; homogen von nullter Dimension sind, 


driickt sich durch 
ox 


ory 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch 

[eX] =0 
aus. Da nun zugleich alle (X;X;) gleich Null sind, so kann die Glei- 
chung 


; OX; 
++ pm = 0, 


OP, 


Pi 


dz — >’ Ped X, = dz — >) nde 


befriedigt werden. Die Gréssen P; geniigen dann den Relationen 


? 0 X, F 0 x ae ; 
I a x, + . + P, da, eel 
_ = oe 5 Oe as 
P, Cp; > + P, Op; == 


und sind folglich homogene Functionen 1'** Dimension. 
Wenden wir nun die Transformation 
»? ° 2 
a= X;, px = P; 
auf irgend eine homogene Function s'e* Dimension, etwa 
5 5 > 
, m 8 
ps H(a, oo siggy Hp -w ne ony - 
Pr Pr 
an, so verwandelt sich dieselbe in 
: r P. : ar 
Pp. u(x ae ee 
L 4h) n ? 
, \ 2 gh : 
was wieder eine homogene Function s'** Dimension ist. 
14. Ich werde jetzt alle homogenen Beriihrungstransformationen 
bestimmen. 


Ks seien X, --- X, homogene Functionen nullter Dimension, 
welche paarweise (X;X;) =O ergeben; alsdann gelten die Relationen 
[sX,]—0,----[sX,] =, 


und also ist (Satz 5.) Az -+ T1(X,---X,), wenn A eine Constante 
und TT eine arbitriire function bezeichnet, die allgemeinste in Bezug 
auf z lineare Function F’, welche die Gleichungen 

[X,F]=0, eee [X, fF] =0 
erfiillt. Es handelt sich nun darum, TT in allgemeinster Weise so zu 
bestimmen, dass die Relationen 

s=Ast+il, w=mX;,, pn — SP, 

eine homogene Beriihrungstransformation definiren. Die identische 
Gleichung . 
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d(Az +1) — >) Ped X= A(dz — > dx) 

ovmT OX, ov . OX, 
ie z _ Apr ; —D>P Op; 


= P 
; ky DY 
Cx; — 7) Op; 





giebt 


P ; ' . " ev7 oT 923° 
Diese Gleichungen zeigen, dass die Gréssen Fe und beziiglich 
ba i 
von erster und von nullter Dimension sein miissen, wenn sie nicht 4 
etwa gleich Null sind. Nun ist aber TT selbst von nullter Dimension, 
eTT oTT . ‘ : 
und also --— und ~— bez. von nullter und — 1'* Dimension, wenn sie 
Ox; i 
: ° ° . . ov 
von Null verschieden sind. Diese Betrachtungen zeigen, dass sowohl 
c av; 
oT 


wie verschwinden miissen, also ist TT eine Constante, etwa Db, 


OD; 


und Az + B ist die allgemeinste Form der gesuchten Function F. 

15. Eliminirt man aus den Gleichungen 

= Azt B, “a; = X; 
die Gréssen Pi +: * Pa, so erhalt man zwischen 2'7,'--+%, 2%, +++ Xp 
telationen von der Form 
a=Az+B, Q (a) +++ hn 4, -++ Hn) =O, ---Q, (a, +++ a) =O. 

Umgekehrt liisst sich zeigen, dass Relationen von dieser Form 
immer eine homogene Beriihrungstransformation bestimmen. 

Denn nach unserer allgemeinen Theorie hat man, um diese Be- 
riihrungstransformation zu finden, den vorstehenden Kelationen die 
folgenden hinzuzufiigen : 

2 (4% + +--+ 2,2.) 
eee. er 
1 A(4%+---+4,2,) 
. 2 Cn; . 


i 

Die Form dieser Gleichungen zeigt aber, dass x; und p; homo- 
gene Functionen respective nullter und erster Dimension von p, -- + pn 
werden. Demnach: 

Theorem IV. Sind X,--+- X, homogene Functionen nullter Di- 
mension, welche paarweise (X;X;) = 0 geben, so bestimmen die Glei- 
chungen 

a=Az+B, «=X; 
immer eine homogene Beriihrungstransformation. Eine jede solche Trans- 
formation kann auch dadurch erhalten werden, dass man q + 1 Glei- 
chungen der Form 
a=Az+tB, Ula) +++ 4 2, --+ eax) =O, (K—1---Q) 


nimmt und die entsprechende Beriihrungstransformation sucht. Endlich 
ist selbstverstiindlich (Theorem III.), dass, wenn Xq +++ X», Py +++ Pr 
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homogene Functionen respective nullter und erster Dimension sind, welche 
die Relationen 
(X;X,) = (X: P,) = (PP) = 0; (XP) —A 
erfiillen, die Gleichungen 
“= Xi, pi =P; 


‘ immer eine homogene Beriihrungstransformation bestimmen. 


§ 6. 
Infinitesimale homogene Berihrungstransformationen. 


16. Ich sage, dass eine homogene Beriihrungstransformation 
=X, pe Pi, (XP)—1 
infinitesimal ist, wenn sie die Form 
a= ateM:, pi =p. tell 
annehmen kann, wo ¢ eine infinitesimale Grosse, M; und T; homo- 
gene Functionen von respective nullter und erster Dimension sind. 
Ich werde zeigen, dass es immer eine homogene Function erster Di- 
mension giebt, deren partielle Derivirten hinsichtlich p; und z; ében 
M; und —TT; sind. Diese Bemerkung, die in dieser Abhandlung nicht 
weiter benutzt wird, besitzt eine fundamentale Wichtigkeit; sie ist mir 
der Ausgangspunkt fiir neuere Untersuchungen iiber Transformations- 
gruppen gewesen. 
Setzt man in den Relationen 
(X;X,) = (X: Pr) = (PP) =9, (XP) —1 


statt X; und P; bez. x; + ¢M; und p;+ eéT1;, so findet man durch 
Entwickelung und Wegwerfung infinitesimaler Gréssen zweiter Ord- 


nung 
om, aM, oM, oT, oTT, 


? 


@p 


Tt, 


nx amr. ? 
Ox, Ou; 


OP, Op; ’ OX, OD; 


wo ¢ und k& alle mdglichen Werthe, insbesondere auch denselben 
Werth annehmen diirfen. Diese Gleichungen zeigen, dass es eine 


Function ® von 2, ---p, giebt, fiir welche 
oo eo 
M; = ; TI; =—=— = 
CP; Ox; 


; Ko a 2s a® oo 
ist. Hier ist ® nur der Beschriinkung unterworfen, dass = und —— 
Op; c a“; 


homogen bez. von nullter und erster Dimension sein sollen. Also muss 


— 7 k= e ¢ 
S C o® 7 , 0 a® a® 
Pk 3 == 0 ; Pr m = 
" OP. Cp; CP; 0 x“; 0 x; 
k=1 5-9 | 


sein, woraus 
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a. , 8) _ ao é 1, a) _ 00 
Op; > P OP, iss Op; ’ Ox; P Pr OP, = Ou; 
E / 


und durch Integration und Weglassung einer unwesentlichen Con- 


stanten 
om 
7 = © 
>» Op; 


k 


folgt, d. h. ® muss selbst eine homogene Function erster Dimension 


; ao ao 
sein. Es ist auch klar, dass =— und homogen bez. von nullter 
5 


i 7 
und erster Dimension sind, wenn ® homogen von erster Dimension ist. 
Setzen wir nun der Kiirze wegen statt x — x; und p; — p; bez. 
0x; und dp;, und bezeichnen mit ¢ irgend eine Hiilfsvariable, so kén- 
nen wir das Obenstehende folgendermassen zusammenfassen. 
Theorem V. Eine jede infinitesimale homogene Beriihrungstrans- 
formation besitzt die Form 


Ou; Op; dt 
— o_O 
CP; Ox; 


hier bezeichnet H irgend eine homogene Function erster Dimension*). 


§ 7. 


Ueber eine Verbesserung der Jacobi-Mayer’schen Integrations- 
methode. 


Die Jacobi’sche Integrationsmethode, wie auch die Jacobi- 
Weiler’sche und die Jacobi-Mayer’sche Methode beruhen darauf, 
dass man, wenn »” Functionen F; --- F, von «, +++ %_p Py ++ * Pa paar- 
weise 

(FF) = 0 


ergeben und es dabei moéglich ist, die Gleichungen 


hinsichtlich der Differentialquotienten aufzulésen, eine jede von diesen 
partiellen Differentialgleichungen integriren kann. Die Forderung, dass 
unsere Gleichungen sich hinsichtlich der p auflésen lassen sollen, ver- 
ursacht bekanntlich gewisse Schwierigkeiten, die Jacobi zwar reducirt, 


*) Aus diesem Theoreme folgt u. A., wie man leicht einsieht, dass die Be- 
stimmung aller infinitesimalen Beriihrungstransformationen, die eine Gleichung 
f (2%, +++ @, py- ++ p,) = Const. 
in sich selbst iiberfiihren, sich mit der Integration dieser Gleichung deckt. Fiir 
Gleichungen hiéherer Ordnung sind diese beiden Probleme im Allgemeinen ver- 
schieden und haben deshalb beide ihre selbststiindige Berechtigung. 
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jedoch nicht vollstiindig tiberwunden hat. Man muss es daher als eine 
wesentliche Verbesserung der betreffenden Methoden betrachten, dass 
man die besprochene Forderung, wie jetzt gezeigt werden soll, voll- 
stiindig fallen lassen kann. — Ich betrachte zuerst Gleichungen, in 
denen die unbekannte Function explicite vorkommt, sodann solche, wo 
dies nicht der Fall ist. 
17. Ich stiitze mich auf die Clebsch’sche Theorie des Pfaff’- 
k=2n 
) ‘ e \7 r Ld . *) 
schen Problems. Sei > X, da, ein vorgelegter Pfaff’scher Ausdruck, 
&=1 

der auf eine »-gliedrige Form 

SS ts. 

> XX, dX, = SF *» Uf 

&=1 &=1 
gebracht werden kann. Die Gréssen f werden nach Clebsch durch 
das simultane System 

(fi)) =90, (fife)) = 9 
bestimmt, Sind 2 Functionen f gefunden, welche dasselbe befriedigen, 
so ist es mOdglich, vermége ausfiihrbarer Operationen alle 2% — 1 Lé- 
sungen der Gleichung 

(f)) = 
aufzustellen, d. h. diese Gleichung zu integriren. — Dieser bekannte 
Satz soll uan verwerthet werden. 
Es sei pm eine Function von 22, +++ %, p, +++ ~Pr—1 und 





dz— p,dx, — +++ — pa—id%y,_1 -— pd, 
der Pfatf’sche Ausdruck, welcher auf eine »-gliedrige Form 
K,dH,+.---+ K,dH, reducirt werden soll. Das oben angegebene 
simultane System nimmt dann die Form an 
[Pn — 9, H;) = (, (Hi; H, | om J 
und wir erhalten folglich den Satz: 
Satz 15. Sind my, H,,--+- Hy» gegebenene Functionen von 
2, +++ 2_, Py ++ *Prn—1, Welche paarweise den Gleichungen 
(o—o,Hj=—0, (A; H.)=0 
geniigen, so ist es immer modglich, alle 2” —1 Lisungen H der 
Gleichung |p, — 9», H] = 0 aufzustellen. 
Beriicksichtigt man, dass die Integration der Gleichung 
Dn — 9 =O 
nach der Cauchy’schen Methode gerade auf die Bestimmung aller 
Liésungen H der Gleichung [p, — 9, H] = 0 hinauskommt, so kann 
man hiernach den folgenden Satz aussprechen: 
Satz 16. Die Integration der partiellen Differentialgleichung 


Pn — PP (CH, +++ Mn Py ++ + Pa—1) = 9 
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kann immer geleistet werden, wenn man » von einander unabhingige 
Functionen H, --- H, von 22, +++ %,p, +++ Pn—1 gefunden hat, welche 
alle Gleichungen 
[p—g,Hj=0, (HM) =90 
erfiillen, Dabei ist es ganz gleichgiiltig, ob sich aus den Gleichungen 
H,=a,,:-:-H,=—4a, 

alle p eliminiren lassen oder nicht. Es ist sogar denkbar, dass einige 
der Functionen H; diese Differentialquotienten gar nicht enthalten. 

Dieser Satz liisst sich auch folgendermassen wiedergeben: 

Satz 17. Sind H, H, --- H, solche gegebene Functionen von 
22,+*+2npP,*+*Pa, Welche paarweise den Gleichungen [H;H;,| ge- 
niigen, so kann eine jede von den Gleichungen H;—a; integrirt werden. 

Hiernach kénnen wir die Jacobi- Mayer’sche Integrationsmethode 
in folgender Weise formuliren: 

Soll die Gleichung 

Hi, (2 4, +++ Ln Py +++ Pn) = Ay 
integrirt werden, so sucht man zuerst eine von H, verschiedene Lé- 
sung H, von 


(H, H] =0. 
Dies verlangt eine Operfition 2” — 1*). Sodann sucht man eine von 


H, und H, verschiedene Lésung H, des vollstiindigen Systems 
(7,A\j=—0, (47,H4)=—0. 

Vermége des Mayer’schen Theorems geschieht dies durch eine Opera- 

tion 2” 





3. Sodann findet man vermiége einer Operation 2 —5 eine 
von H,, H, und H, verschiedene Lésung des vollstiindigen Systems 
[(H,H)=0, (4,4])=0, [(4,2]=0 
u. s. w.; endlich findet man vermége einer Operation 1 eine von 
H, H, --- H,~1 verschiedene Lésung H, des vollstiindigen Systems 
(H,H)=0, (H,H)]=—0, sities (H,-.H] =0, 
Hiermit ist nach den obenstehenden Entwickelungen das Integrations- 
geschift als beendigt zu betrachten. — 
Der vorangehende Satz enthalt zugleich die vollstiindige Lésung 
des wichtigen Problems: 
Aus der vollstiindigen Lisung einer gegebenen particllen Diffe- 
rentialgleichung 1. O. 
FL, (224 +++ Xn Py > + * Pn) = A 
die vollstiindige Lisung jeder andern partiellen Differentialgleichung 
Hy (2'a,' ++ + Xn’ py +++ pn) = ay 


*) Unter ,,einer Operation m“ verstehe ich die Auffindung eines Integrales 
von einem Systeme von m gewdhnlichen Differentialgleichungen. 
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zu finden, die aus der gegebenen durch irgend eine Beriihrungs- 
transformation hervorgeht, 


ein Problem, mit dem sich schon Jacobi*) beschiiftigt hat und das, 


jedoch nur fiir specielle Arten von Beriihrungstransformationen, zuerst 


von Mayer**) streng gelést worden ist, 
Ist nimlich: 
= Z (XL, +++ Hn Ay A, +++ Ap) 
eine vollstindige Lésung der gegebenen Gleichung H, = a,, so miissen 
sich aus den » + 1 Gleichungen 


r OZ OZ . 
es=Z <= -=— oct, = = 
Fh ee ee ae 


die » + 1 Constanten a, @,, +++ @ bestimmen lassen und der hier- 
durch erhaltene Werth von a, muss eben die gegebene l'unction H, 
sein. Bezeichnet man ferner durch 

a,= H,,-:- a, = H, 


die Werthe der x iibrigen Constanten, so sind H,, H,, --- H, von 
einander unabhiingige lunctionen, die in den gegenseitigen Bezichungen 
(HH, H,)| = 0 
stehen. : 7 
Gehen nun durch Anwendung derjenigen Beriihrungstransformation, 
welche H, in HH transformirt, H,, --- H, iiber in H,’, --- H,’, so 
sind auch H,’, H,’, --- H,’ von einander unabhiingige lunctionen, 
die nach Satz 8. paarweise den Gleichungen gentigen: 
m (H; H,) = 0. 
Nach Satz 17. kann man daher durch blos algebraische Operationen eine 
volistiindige Lésung der transformirten Gleichung H,’ =a, erhalten, — 
Da die vollstindige Lésung der partiellen Differentialgleichung 
H, =a, keinerlei Integrationen mehr erfordert, sobald man » von 
éinander, wie von H, unabhiingige Functionen H,, --- H, gefunden 
hat, welche die Bedingungen 
(H;H,.] = 0 
erfiillen, so liegt es nahe, den Begriff der vollstiindigen Lésung dahin 
zu erweitern, dass man unmittelbar die » mit diesen Functionen ge- 
bildeten Gleichungen: 
H, =4,,-°:+: Hh=an 
eine vollstindige Lisung der gegebenen Gleichung H, = a, nennt. 
Bei Zugrundelegung dieser erweiterten Definition der vollstindigen 
Liésung kann man dann geradezu sagen: 
*) Nova Methodus § 61 und Vorles, iiber Dynamik p. 469. 
*t) Géttinger Nachrichten 1872, Nr. 21. 
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Eine Beriihrungstransformation, welche die gegebene partielle Diffe- 
rentialgleichung 

Hy (22, ++ + Xn Py +++ Pn) = Ah 
in die Gleichung 

0 (2°ay +++ ny py +++ Dn’) = Ay 
iiberfiihrt, fiihrt gleichzeitig auch jede vollstiindige Lisung der ersteren 
Gleichung in eine vollstindige Lisung der zweiten iiber. 

18. Um diese Theorie auf partielle Differentialgleichungen, welche 

die unbekannte Function selbst nicht enthalten, ausdelnen zu kénnen, 
schicken wir einige Hiilfssiitze voraus. 


Satz 18. Sei V eine Function von 2, ---%,%4,-++¥Y,, die durch 
Satz 18. Sei J e Function von 2, =) y,, die durel 
q lineare partielle Differentialgleichungen 
k=m k=¢ 

Y~ OV Do- OF rr ‘ 
Sw Xn f+ SYu 5 Wi (@y 2+ + Fm YoY), (b= 1-++Q) 
— Ox, — OY; ; i 
&=1 es} : 


definirt wird. Besitzen diese Gleichungen eine gemeinsame Lésung 
von der Form 
V=F4 9 (a, --+ &n) 
und bezeichnet ® eine arbitriire Function, so sind alle X;, gleich Null. 
Denn nach Voraussetzung soll den vorgelegten Gleichungen gleich- 


zeitig durch V =F’ und durch V = J'+ © geniigt werden. Daher 
muss 

k=m 

- ® 

— <= 

fs ' Ax 

——s k 

f=1 
sein. Diese Gleichung aber kann, wie die Annahme ® = a, sofort 


zeigt, fiir eine willktihrliche Function ® nur dann bestehen, wenn 
jedes X;, = 0 ist. 


Satz 19. Sei V eine Function von 2, --+2,, die durch q lineare 
partielle Differentialgleichungen 
i= Vy 
~ Y ur C r ° 
NX, = YW (oe «e+ B) i=1.--@q) 
mam ~~ 7 2). ? ! ? ( 
Rus 3 


gemeinsame Lisung 


definirt wird, Besitzen diese Gleichungen eine g¢ 
: 


von der Form 
V= F+ ® (§, aves E ~9) 
und bezeichnet ® eine arbitriire Function der Gréssen &, die bekannt 
sein sollen, so verlangt die Bestimmung von V nur eine Quadratur. 
Wihlt man nimlich, was immer méglich ist, g solche Functionen 
Y,*°*Yq Von 2,-+-%,, dass keine Relation zwischen §,---&,—, y,---%, 
stattfindet, und fiihrt sodann diese Gréssen als unabhiingige Variabeln 
in unsere partiellen Differentialgleichungen sein, so erhalten diese Glei- 
chungen nach ‘dem vorhergehenden Satze die Form 
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ave 
oy, 
hiernach findet man V durch Quadratur. 


Q (E+ ++ Ea—g Mr °° Yo)» (¢=1---q); 


Satz 20. Sind X,--- X, gegebene Functionen von 2, --- x, 
P+ ** Pa, Welche paarweise (X;X;,) = 0 ergeben, so ist es immer 
moglich, durch blosse Quadratur eine solehe Function F’ von za, - - - p, 
zu finden, welche alle » Gleichungen [X;F"|] = 0 erfiillt. 


bee BS lia 


Friither (Satz 6.) sahen wir niimlich, dass die Gleichungen 
[X,, de +1] 0, ---[X,, 48+] =O, 
in denen TT eine unbekannte Function von 2, ---+p, bezeichnet, eine 
gemeinsame Lisung von der Form 
T+ © (X, «+ + X,) 

besitzen; hier ist ® eine arbitriire Function von X,---X, und also 
verlangt die Bestimmung von TT nach dem vorangehenden Satze nur 
eine Quadratur. 

Nunmehr kénnen wir die Jacobi-Mayer’sche Methode auch fiir 
den Fall formuliren, dass die betreffende Gleichung die unbekannte 
Function z nicht enthiilt. 

Soll die Gleichung 

X, (+++ Ln py>** Pn) = 4, 
integrirt werden, so sucht man zuerst vermége einer Operation 2% — 2 
eine von X, verschiedene Lisung X, der Gleichung 

(X,X)=—0, 

sodann vermége einer Operation 2 —4 eine von X, und X, ver- 
schiedene Lisung X, des vollstiindigen Systems 

(X,X)=—=0, (X,X)—0 
u. s. w.; endlich findet man vermédge einer Operation 2 eine Lésung 
X, des vollstiindigen Systems 

(X,X) =O, --- (X,_,X)=—90. 
Ist dies geschehen, so bestimmt man durch blosse Quadratur eine 
Munetion Az + TT (a, +++ &, py «++ pa), welche allen Gleichungen 
X,, Az + TN] —0,----- (X,, Az +7] =O 

geniigt. Hiermit ist das integrationsgeschift nach der vorangehenden 
Nummer beendigt. 


Mr 


8. 
Antwort auf eine Bemerkung Mayer’s. 


19. Seit 1872 sind Mayer und ich in einen lebhaften Verkehr 
vetreten, der mir in mehreren Richtungen anregend gewesen ist. 
Insbesondere war es auf Mayer’s Aufforderung, dass ich 1873 eine 
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algebraische Darstellung der vorangehenden Theorien versuchte, die 
ich zum gréssten Theil durch Mannigfaltigkeitsbetrachtungen gefunden 
hatte. Dabei war ich darauf vorbereitet, dass meine analytische Form 
unvollkommen erscheinen wiirde. Mayer machte mich in der That 
sogleich auf einige Ungenauigkeiten aufmerksam, die ich in jener Ab- 
handlung begangen habe. Gleichzeitig machte er die wesentliche Ein- 
wendung*), dass ich die Clebsch’sche Theorie des Pfaff’schen Pro- 
blems 


k=2n 
iz X, dx, = F, df, + ++++ Fidfr 
a= 3 


in einer grésseren Ausdehnung benutzte, als dieselbe von Clebsch 
bewiesen war. Es ist niimlich nur unter der Voraussetzung, dass die 
aus den Elementen 

ox, OX, 


: 
aj, = - _ 
™ OX, Ox 


gebildete Determinante R nicht verschwindet, dass Clebsch beweist, 
dass die f ein beliebiges System Lésungen der simultanen Gleichungen 

(fi)) = 90, (fifi)) = 9 
sind. Ich konnte ihm antworten, dass diese Gleichungen, multiplicirt 
mit der Determinante selbst, 

R((f))=90, RUfif))=0 
unter allen Umstiinden die Gréssen f definiren. 
Seien nimlich 
k=2n 


>) Xidax = Fydf, +--+ Fadfs 


und 
| Vidy, = O,dp,+---+0,dq, 


zwei Pfaff’sche Ausdriicke bez. in den Variabeln 2 und y, deren ka- 
nonische Formen » Glieder enthalten. Alsdann besteht eine jede der 
Reihen 


F. F 1 
/ } F . iy 
und 
®, ®,, 1 
Pi °° Pn ge eit gg z 
n n 


aus Functionen, zwischen denen keine Functionalrelation stattfindet. 


*) Vgl. seine Note Géttinger Nachr, 1874, Nr. 13: Ueber die Lie’schen Be- 
riihrungstransformationen, 
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Also kann man zwei solche Functionen F' (#, +--+ 22) und ® (y, - ++ Yon) 
wihlen, dass die 2 Gleichungen 


i=, 7 = =. k= 


eine Transformation zwischen den beiden Systemen von Variabeln x 
' und y bestimmen. Eine solche Transformation fiihrt aber den einen 
4 Pfaff’schen Ausdruck in den anderen, multiplicirt mit einer gewissen 
Grésse tiber. Also: 

Sind 


k=2n k=2n 
>) >. y 

X dx und a; 14 . 
a" ' ) Fs} | = - 


ewei Pfaff’sche Ausdriicke, deren kanonische Formen n Glieder ent- 
halten, so kann der eine Ausdruck alle solche Eigenschaften des andern, 
die durch Aenderung der unabhingigen Variabeln ungestirt bleiben, 
durch Multiplication mit einer passenden Grosse erhalten. 

20. Diese wichtige Bemerkung (die sich unmittelbar auf beliebige 
Pfaff’sche Probleme ausdehnen lisst), erledigt insbesondere auch die 
besprochene Schwierigkeit leicht. 

Das Versehwinden oder Nicht-Verschwinden der Determinante I 
ist in der That eine Eigenschaft, die ungestért bleibt, wenn neue Va- 

: riabeln eingefiihrt werden. Dass R gleich Null ist, heisst namlich 
nach Clebsch, dass eine Gleichung der Form 


k=2n 
>) Xiday = dm, + dx, + +--+ Thda 
- eans 


moglich ist. Folglich kann das Verschwinden oder Nicht-Verschwinden 
der Determinante durch Multiplication mit einer passenden Grosse er- 
reicht werden. 

om  « : ; : 

Sei nun » X;,da, ein Ausdruck, dessen Determinante nicht ver- 
schwindet. Wir wiihlen eine solche Grésse 9, dass auch die Determi- 


7 . . “* 
nante des Ausdrucks - o X;,da, von Null versehieden ist. Sind nun 


(a) (fi)) =0, (fhe)) =O 
und 
(b) (fi))e=9, (ffe))yp=9 


die beiden simultanen Systeme, welche diesen beiden Ausdriicken ent- 
sprechen, so ist einleuchtend, dass dieselben nur hinsichtlich eines 


a 


Factors verschieden sein kénnen; denn Grissen f, ---+/f,, welche das 
eine System befriedigen, miissen der Natur der Sache nach auch das 
zweite erfiillen. Darum kénnen unsere Gleichungen (a) und (b) eine 
gemeinsame Form erhalten, die geltend bleibt, selbst wenn die Deter- 
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minante verschwindet. Bei Clebsch haben unsere Gleichungen die 
Form 


i , 7 Sy - * ; % | or. - f, 
, DS 4 a Rix a ~2 ‘XN XN a Ri — | : 
R | md Ox, ? Re i hme | CX; OX, 
die illusorisch wird, wenn [i = 0 ist. Dagegen werden die iiquiva- 
lenten Gleichungen 


i wy of 7 Scr Cf, Of, 
7 > X; ¥ ! R; == ) S S e Ri; = () 


— we ? . : 
om 5 oe £ Amt | et ON; 


niemals illusorisch, weil niimlich die Unterdeterminanten R,, nicht 
siimmtlich verschwinden diirfen. Diese Gleichungen sind es, die unter 
allen Umstiinden die Gréssen f definiren; und in dieser Form habe 
ich auch die Clebsch’schen Gleichungen im Vorangehenden benutzt. 

Zugefiigt soll hier nur sein, dass der friiher besprochene Multipli- 
eator als ein Integrabilititsfactor aufzufassen ist. 


Zweiter Abschnitt. 
Theorie der Gruppen. 


In diesem Abschnitte betrachte ich eine Reihe Functionen £, ---- F, 
VON 2, +++ 2%, p,***P» und bestimme alle zwischen denselben statt- 
findenden Beziehungen, die bei beliebigen Beriihrungstransformationen 
zwischen xp 

4 =X;, pop =P, 

ungestért bleiben. Um den Resultaten eine moglichst einfache Form 
geben zu kénnen, setze ich voraus, dass die Constante (X;P;) gleich 1 
ist, Dies ist indess nur eine formale Beschrimkung, Im Anschluss 
an die gewonnenen Resultate entwickele ich eine rationelle Methode, 
welche lehrt, die bei der Integration einer partiellen Differentialglei- 
chung 1. O. eintretenden Umstiinde miglichst gut zu verwerthen. 


§ ¥. 
Gruppe. Involutionssystem. Aufstellung zweier Probleme. 


21. Die nachstehenden Theorien nehmen ihren Ursprung in der 
expliciten Kinfitihrung zweier Begriffe, von deuen der erste dem Wesen 
der Sache nach Jacobi angehort. 

Def. Ich sage, dass r von einander unabhiingige Functionen 
Uy sts Up VON 2 +++ yp py +++ Pp» eine r-gliedrige Gruppe bilden, wenn 
jedes (w;u,) sich als Function der uv ausdriicken liisst. Jede Function 
der Gréssen wu gehdrt, sage ich, der Gruppe an. 





a8 sg a 


wadé-si' 


TIEELE 


oe Edn RS Fe EE 


v weret 











— 


wine’ « 


» 


1 ree a OR yt oh REARS Te, 











Gruppentheorie, 249 


Gehéren die Functionen einer g-gliedrigen Gruppe u, u, +++ ty 
einer Gruppe mit mehr Gliedern «, - - - uy Ug41++ + U, an, 80 sage ich, 
dass die letzte Gruppe die erste enthiilt, oder dass diese eine Unter- 
gruppe der zweiten ist. 


Satz 21. Bestehen zwischen u,--- wu, q Relationen und driickt 
dabei jedes (w;2) sich durch die w aus, so dass 
(Ux) = fix (ty +++ Uy) 
ist, so giebt es eine (r—q)-gliedrige Gruppe, welcher alle w ange- 
horen. 
Denn nach unserer Voraussetzung ist es méglich, unter den Gréssen 
u r—gq solche, etwa u,--+u,—,, zu finden, durch die sich die iibri- 
gen ausdriicken lassen. Setzt man die so gefundenen Werthe von 
Up ott? ty in J . 
(a; x) == fix (Uy, + + > Uy) 
ein, so erhilt dieser Ausdruck die Form 
(a; ite) == Miz (Uy +++ Ura), 
und folglich bilden w, +--+ w,—, eine Gruppe, welcher auch u,_ 741+ ++ u, 
angehoren. 
Satz 22. Gehoren v,---v, der Gruppe w, +--+ wu, an, so dass 


vi = Vi (uw, - ++ ur) 


ist, und sind V,--- V, von einander unabhiingige Functionen der uw, 
so bilden auch v, +--+ v, ee r-gliedrige Gruppe, die ich als eine an- 
dere orm dex vorgelegten betrachte. 
Denn nach unserer Voraussetzunge sind v,---v,, auch als Funetio- 
5 i ? 
neu von #, +++ p, aufgefasst, von einander unabhiingig. Ferner ist 
m =? a=—r ta 
sa ae OV; OV, 
\U;y,) = SY, 1 Du au (UmUtn) 5 


“a n 
m=1 2=1 


woraus folgt, dass (v;v,) eine Function der Gréssen w und also zu- 
vleich eine Function der Groéssen v ist. 

Def. Bilden uw, +--+, eine Gruppe und verschwinden dabei alle 
(u;u,), so soll die Gruppe ein r-gliedriges Involutionssystem heissen. 

Ich nenne zwei Gruppen w, +--+, und w, +++ wy tnvolutorische 
Giruppen, wenn jedes (u,w,) = O ist. 

In Jacobi’s Theorien spielen Involutionssysteme w, --- u,, welche 
der liistigen Beschriinkung unterworfen sind, dass die Gleichungen 


Uy = ay ? oss Uy = ay 


sich nach x von den Groéssen p auflésen lassen sollen, eine fundamen- 
tule Rolle. Die Einfiihrung des allgemeinen Begriffs Involutionssystem 
gehért mir. 
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Satz 23. Kine Beriihrungstransformation zwischen 2, «+p, %,'+++pn' 
Us => X; ; pi = P; ; ( X; P;) = 1 
fiihrt die Functionen einer r-gliedrigen Gruppe w,’---u, in die Fune- 
5D a) J i 
tionen einer neuen -gliedrigen Gruppe u, - - - uw, tiber. Hierbei driickt 
jedes (u;#,) sich in derselben Weise durch u 


, 


sprechende (wu; u,) durch w,’ +--+ u,. 





,** + &, aus, wie das ent- 





Wir haben nimlich gesehen (Satz 11.), dass ; 
(0; Ux’ )x'p' = (Uitte) xp - 


Nun setzen wir voraus, dass 


(065 Ux )a' p' = fix (4, ° ++ Ur), 
also finden wir 
(2; )ep = fix (Uy +++ Ur), 
oder wenn wir uns erinnern, dass uy --+u,, als Functionen von a, +++ p, 


aufgefasst, mit wu, +--+, zu bezeichuen sind, 
(djdty) = fix (Uy >> Ur), 
womit unser Satz bewiesen ist. 
Corollar. Eine Beriihrungstransformation fiihrt ein lnvolutions- 
system wiederum in ein Involutionssystem iiber. 


22. Nunmehr kann ich die beiden Hauptprobleme dieses Abschnitts 


formuliren. 

Problem I. Vorgelegt seien zwei r-gliedrige Gruppen v,' - - - v, 
und v,---+v,. Es soll entschieden werden, ob es eine Beriihrungs- 
transformation giebt, welche jedes v; in eine lunction von »v, --- v,, 
oder, wie ich kurzweg sage, welche die eine Gruppe in die andere 
transformirt. 

Wir werden sehen, dass jede r-gliedrige Gruppe sich durch eine 

gewisse ganze positive Zahl, die kleiner als r ist, charakterisiren liisst. 
Soll eine r-gliedrige Gruppe sich in eine andere solche iiberfiihren 
lassen, so ist hierzu nothwendig und hinreichend, dass diese Zahl fiir 
beide Gruppen dieselbe ist. Dieser wichtige Satz liisst sich auch fol- 
gendermassen aussprechen. Eine r-gliedrige Gruppe besitzt nur eine 
einzige von ihrer Form unabhiingige Kigenschaft, welche bei Beriih- 
rungstransformationen invariant bleibt. Diese Kigenschaft lisst sich 
durch eine ganze positive Zahl, die kleiner als r ist, ausdriicken. 

Problem II. Vorgelegt seien zwei Systeme von je r Functionen i 
bez. von %,'--+p, und 2, -++ pp?! 

Fy .++ FY und F,--- F,. 
Es soll entschieden werden, ob es eine Beriihrungstransformation 


Li = X; ? pi == P; ? (X;P;) == | 


giebt, welche jéedes F’ in das entsprechende J’, transformirt. 
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Auch die Lésung dieses Problems, die wir in § 16. geben, ist 


sehr einfach. 
§ 10. 
Reciproke Gruppen. 


fo] 
iiber Gruppen war der folgende Satz. 


23. Der analytische*) Ausgangspunkt fiir meine Untersuchungen 


Satz 24. Ist u,--+u, eine Gruppe und V eine unbekannte 
Function von 2, +++ 2%, p, +++ pa, 80 bilden die r linearen Gleichungen 
(u,V)=0,---- (u.V)=0 

ein vollstiindiges System. 

Beweis. Es ist zuniichst klar, dass diese Gleichungen von einan- 
der unabhiingig sind, denn sonst verschwiinden eine Reilie von Funetio- 
naldeterminanten, und demzufolge existirten Relationen zwischen 
u,-+-u,, aufgefasst als Functionen von a, +--+ %, p, +++ Pa. Dies steht 
aber im Widerspruch mit unseren Voraussetzungen. 

Schreiben wir nun A;(V) statt (u;V), so finden wir durch Aus- 
fiihrung 

A;(A,(V)) — Ay (A; (V)) = (uz, ) V) *™). 
Nun ist aber (Nr. 21.) 


(wjtte) = fix (Uy ++ Ur) , 
also kommt 
— Ofix a , 
((a;,) V) = *s (u, V)+---- io i (u,V), 
d. h. 
a —— ef; . Ofix 
A; (Ax(V)) — Ag(Ai(V)) = = AV) +-+-+ ou, r(V), 


womit unser Satz bewiesen ist. 
Das vollstiindige System 
(a, V) =O, ---+ (0,V)=—0 
hat 2n—r Liésungen, v,v, +++ V2,—,, zwischen denen keine Functional- 
relation stattfindet, und jede andere Lésung lisst sich als Function 
dieser Gréssen darstellen. Nun sagt das Poisson-Jacobi’sche Theo- 
rem, dass jedes (v,v,) eine solche gemeinsame Lésung ist. Folglich 
ist (v;v,) eime Function der v: 

*) Es war bei synthetischen Speculationen tiber das Poisson-Jacobi’sche 
Theorem und den eigentlichen Kern desselben, dass ich auf dieses Theorem ge- 
fiihrt wurde. Ich bemerkte, dass die Mannigfaltigkeiten, die von den charakte- 
ristischen Streifen zweier oder mehrerer Gleichungen erzeugt werden, zu unter- 
suchen sind, 

**) Dass die beiden Gleichungen (u,V) = 0, (u,.V)=0 die folgende 
((u,us)V) =0 nach sich ziehen, ist bekanntlich ein Beweis des Poisson-Ja- 
cobi’schen Theorems, 
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(V;Vx) = Pik (v, $e. See=r)> 
d. h. v, «++ vz,—, bilden eine neue Gruppe. 
Also bilden auch die Gleichungen 
(v, U) — 0, “ark (Ven r U) = 0) 


ein vollstindiges System mit 2n — (2n—r)=—~r Lésungen. Offen- 
bar geniigen u,---«, diesem Systeme, dessen siimmtliche Lésungen 
also der urspriinglichen Gruppe gehéren. Also: 

Theorem VI. Eine jede Gruppe u,--+u, bestimmt eine zweile 
Gruppe mit 2n —r Gliedern, die in einem vollstindigen Reciprocitits- 
verhiiltnisse zu der ersten steht. Jede Gruppe besteht aus allen Functio- 
nen, die mit allen Functionen der zweiten Gruppe in Involution legen. 
Zwei solche Gruppen sollen reciproke Gruppen heissen. Ich nenne auch 
héufig die eine Gruppe die Polargruppe der zweiten*). 

Sind wu, +--+ u, und v, «++ v,—, zwei reciproke Gruppen, die durch 


tes 


eine Beriihrungstransformation bez. in wu, --- u, und v,' «++ Us,_; 
iibergefiihrt werden, so sind auch diese beiden neuen Gruppen reci- 
proke Gruppen. Denn da jedes (u;v,) verschwindet, so ist dies auch 


(Satz 8.) mit jedem Ausdrucke (wu; v,’) der Fall. 


11. 


Sr 


Die ausgezeichneten Functionen einer Gruppe. 


24. In diesem Paragraphen wird ein neuer Fundamentalbegriff 


eingefiihrt. 

Def. Functionen U, die einer Gruppe u,--+u, angehiren und 

alle Relationen 
(u, U) =0, (u,U) =0 
erfiillen, sollen ausgezeichnete Functionen heissen. 

Ks ist klar, dass die Zahl der von einander unabhiingigen ausge- 
zeichneten Functionen einer Gruppe von der Form der Gruppe un- 
abhingig ist. Es ist auch klar, dass eine Gruppe mit m ausgezeichneten 
Functionen durch eine jede Beriihrungstransformation in eine Gruppe 
mit m ausgezeichneten I'unctionen iibergefiihrt wird. 

Satz 25. Bestehen m Relationen zwischen den Functionen zweier 
reciproken Gruppen, so giebt es m Functionen, welche gleichzeitig 
beiden Gruppen angehoren. 

Beweis. Ich setze voraus, dass wu -U, und +++ Vey zWel 


‘ 


*) Auf diesen Satz griindet sich eine allgemeine Reciprocitiitstheorie. Kinem 
jeden Satze iiber Gruppen entspricht ein reciproker Satz. Andererseits ordnen 
auch die zwischen Gruppen méglichen Beziehungen sich paarweise als reciproke 
zusammen. Diese Andeutungen sollen hier nicht weiter entwickelt werden, 
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reciproke Gruppen sind, zwischen deren Functionen m Relationen statt- 
finden. Erinnern wir uns nun, dass 




























(2; tx) _ fi (wy “spat: Ur) ? (vvx) = Gis (vy oats Ven—r) ? (4; Ux) == 0 ’ 
und beriicksichtigen ferner Satz 21., so ergiebt sich, dass w, - -- w, 
Uy, +++ Von—, einer gewissen (2 —m)-gliedrigen Gruppe 

W, oewe Tiga 
angehéren, welche sowohl die Form 
yo 8 Uy Vy °° * Ven—r—my 


als auch die Form 
U1 ° °° Van—r Uy °° > Ur—m 


annehmen kann. Hieraus folgt, dass die m Lisungen F, --- F,, des 
vollstiindigen Systems 
(W,P) =0, +--+ (Ween F’) = 90 
' einerseits den Gleichungen 
' ; 

(u, EF) = Oe, see (uF) = 0 
geniigen und also der Gruppe v, - - + ¢2,—, angehéren, andererseits die 
Gleichungen 

(v, I) = OQ, eee (Ven—rL’) =) 

erfiillen, und also zugleich der Gruppe uw, --- u, angehdren. Es giebt 
also wirklich m Functionen, welche beiden Gruppen angehdren. 


sey 


Satz 26, Gehort eine Function J’ gleichzeitig zweien reciproken 





Gruppen an, so ist sie ausgezeichnete Function in beiden Gruppen. 
Denn als zugehérig der Gruppe 2%, «++ v2,—-, geniigt J” den Glei- 
chungen 
(u, F’) =0,--- (uF) =0; 
nun ist J’ eine Function der Gréssen « und jede solche Function, 
welche die eben aufgestellten Gleichungen erfiillt, ist eme ausgezeich- - 
uete Function der Gruppe w,---«,. In entsprechender Weise sieht 
man, dass J” eine ausgezeichnete Function der Gruppe v ist. 
Satz 27. Jede ausgezeichnete Function einer Gruppe gehdrt der 
reciproken Gruppe an. 
Denn ist U eine ausgezeichnete Function der Gruppe a, - - + ,, 
so gelten die Relationen 
(a, U) = O. 2- (u, U) = ae 
dies sind aber eben diejenigen Gleichungen, die stattfinden miissen, 
wenn U der reciproken Gruppe angehiren soll. 
Satz 28. Jede ausgezeichnete Function einer Gruppe ist ausge- 
zeichnete Function in der reciproken Gruppe. 
Dieser Satz folgt als Corollar aus den beiden vorangehenden. 
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Satz 29. Enthilt eme Gruppe w, ---«, m ausgezeichnete Func- 
tionen U,--- U,,, so bestehen m Relationen zwischen den Functionen 
dieser Gruppe und denjenigen der reciproken Gruppe », « - + v2,—,. 

Denn U,--- U,, gehéren beiden Gruppen an; driickt man sie also 
einmal als Functionen der «, das andere Mal als Functionen der v 
aus und setzt diese Ausdriicke einander paarweise gleich, so findet 
man die besprochenen Relationen: 


Fy (uy +++ Ur) = OD, (0 +++ tan—r), 
Fin (Uy + + + Ur) = Oy (0, + + + Van—r) - 
Die Ergebnisse dieser Nummer fasse ich folgendermassen zusammen : 
Theorem VII. Zwei reciproke Gruppen enthalten dieselben aus- 
gezeichneten Functionen, und zwischen den Functionen zweier reciproker 
Gruppen bestehen soviel und nur soviel Relationen, als die Gruppen aus- 
gezeichnete Functionen enthalten. Diese Relationen haben immer dic 
Form 
F; (Uy + + + Ur) =O; (0, +++ Ven_-r) (C= 1--+ mM); 
sie sagen eben aus, dass die m ausgezeichneten I'unctionen sowohl der 
einen wie der anderen Gruppe angehiren. 
25. Ich werde zeigen, dass die Zahl der ausgezeichneten Functio- 
nen sich in der Weise bestimmen liisst, dass man eine gewisse Deter- 
minante aufstellt und sodann untersucht, ob dieselbe und ihre Unter- 


determinanten 1'", 2’ ---+ Ordnung verschwinden. Enthilt unsere 
Gruppe m ausgezeichnete Functionen, so verlangt die Bestimmung der- 
selben die Operationen m, m—1, - - - 3, 2, 1. 

Sei w,---u, eine Gruppe und U eine Function von w, --- u,. 
Soll dieselbe eine ausgezeichnete Function sein, so ist dazu nothwendig 
und hinreichend, dass die Gleichungen 


(u,U) =0, (u,-U) =0, 


oder entwickelt 


: , oU , ‘ ou 
A, (U) = (u,u,;) Du, + (UM) bee + (tym) ba == (), 
A,(U) = (tp%,) 22 + (uu,) 22 +.---+ (u,u,) a 
2 2A Ou, 22) Gus ar) Ou, ? 
. U 0U , oU 
A, (U) = (u,u,) — + (Upte) > fees Le (a,2,) oo = 0 
1 2 r 


stattfinden. Setzt man hier iiberall statt («;«,) die entsprechende 
Function /;;(u, --+.,), so erhilt man r lineare partielle Differential- 
gleichungen mit + unabhingigen Variabeln zur Bestimmung von U. 
Soll also die Gruppe m ausgezeichnete Iunctionen enthalten, so miissen 
unsere + Gleichungen sich durch » — m von denselben, etwa durch 
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A, (U) = 0, eee A, alT) =(, 


die ein vollstiindiges System bilden, ersetzen lassen. Hierzu ist offen- 
bar erforderlich, dass A,—,,4,(U)---A,(U) sich linear durch A,(U) 
-++ A,_»(U) ausdriicken lassen. Umgekehrt ist klar, dass unsere 































y —m Gleichungen ein vollistiindiges System bilden, wenn diese For- 
derung erfiillt ist. Denn der Ausdruck A; (A,;{U)) — A; (A;(U)) driickt 
i sich linear durch A,(U)---+A,(U) aus: 


A; (A; (U)) — Ax (A;(U)) = 4,4,(U) +--+ +4,4,(0). 
Setzt man aber hierin fiir A,» 1(U)-+-A,(U) ihre Ausdriicke in 
A,(U) +++ Ar—m(U), so erhilt man Relationen von der Form: 


A; (Ax(U)) — Ax (Ai (U)) = @, A, (U) + +++ + Qr—m Ar—m; 


womit unsere Behauptung erwiesen ist. 
Es zeigt sich also, dass man die Determinante 
5 » ] 


(Uy My) (Uy Uy) le oe (a, Uy) | 
Dine (My Uy) (Ugly) + +++ (Ugt,) 
(UpUy) seers eee (tpt, 


aufstellen muss. Ist dieselbe von Null verschieden, so sind die Aus- 
driicke A,(U)++-A,(U) von einander unabhiingig, und also hat un- 
sere Gruppe keine ausgezeichnete Function. Verschwindet dagegen 
diese Determinante und ihre Unterdeterminanten 1'", 2'", . « - (m—1)'* 
Ordnung, wiihrend die Unterdeterminanten m'* Ordnung nicht simmt- 
lich verschwinden, so giebt es unter den A;(U) m solche, die sich 
durch die tibrigen linear ausdriicken lassen, und also enthilt die Gruppe 
m ausgezeichnete Functionen. 

Man kann bemerken, dass D eine schiefe Determinante ist, Be- 
zeichnet also r eine beliebige wngerade Zahl, so ist D gleich Null, 
und die Gruppe enthilt jedenfalls eine ausgezeichnete Function. 

Findet man, dass unsere r-gliedrige Gruppe wu, ---w, m ausge- 
zeichnete Functionen enthilt, so nehme man, was immer modglich ist, 
r — m von den Ausdriicken A,(U), etwa A,(U)--+A,-m(U), die 
von einander unabhiingig sind. Alsdann bilden die Gleichungen 


A, (U) — 0, aD & A,—= (U) = 0 


ein vollstiindiges System, dessen m Lisungen eben die ausgezeichneten 
Functionen der Gruppe sind. Ihre Bestimmung verlangt, wie Mayer 
und ich in unseren friiheren Arbeiten bemerkt haben, nur die Opera- 
tionen 

m,m—1,-+-- 3,2, 1. 


Wendet man das Mayer’sche Theorem an, so wird man sehr hiufig 
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die ausgezeichneten Functionen durch noch einfachere Operationen be- 
stimmen kénnen. 

Ks ist einleuchtend, dass, wenn w ausgezeichnete Functionen schon 
bekannt sind, die Bestimmung der iibrigen alsdann nur die Operatio- 
nen m—u, m—w—1,--- 3, 2, 1 verlangt. 

Theorem VIII. Soll man entscheiden, wie viele ausgezeichnete 
Functionen eine Gruppe u,---u, enthilt, so bildet man die Determi- 
nante mit r Reithen und Colonnen, deren Elemente die Grissen (ujuy), 
ausgedriickt als Functionen von u, +--+ u,, sind. Verschwindet diese De- 
terminante nebst ihren Unterdeterminanten 1'", 2'", «-+ bis (m—1)'* Ord- 
nung, so hat die Gruppe m ausgezeichnete I'unctionen. Man findet die- 
selben, indem man von den r Ausdriicken 

A; (U) = (ujtt;) = + (uu) * : + -++ +t (u;u,;) = 
. \ / OU, \ </ 0g \ Ou, 
r —m solche, etwa A, (U) --+ A-—»(U), auswihlt, die von einander 
unabhingig sind. Die Gleichungen 


A,(U) =0, +--+ A,-_»n(U) =0 


bilden alsdann ein volistindiges System, dessen m Lisungen eben dic 
ausgezeichneten Functionen der Gruppe sind. Man findet dieselben also 
vermige der Operationen m, m—1,--- 3, 2, 1. 


Kanonische Form einer Gruppe. 


In diesem Paragraphen beweisen wir zuerst einige Hiilfssiitze und 
zeigen hierauf, dass eine jede Gruppe auf eine bemerkenswerthe Form, 
die ich ,kanonisch* nenne, gebracht werden kann. 

26. Satz 30. Enthilt eine r-gliedrige Gruppe mehr als + —2 
ausgezeichnete Functionen, so ist sie ein Involutionssystem und besitzt 
also + ausgezeichnete Functionen. 

Beweis. Gesetzt, die Gruppe u, --- «, besitze » — 1 ausgezeich- 
nete Functionen U,--- U,—1; wir werden sehen, dass dieselbe dann 
nothwendiger Weise noch eine solche Function enthalten muss. Denn 
bringen wir die Gruppe auf die iiquivalente Form U,---U,—,V, so 
muss, weil U, ausgezeichnete Function ist, 

(U, V)=0 
sein; ebenso verschwindet (U,V), weil U, ausgezeichnete Function 
ist; in dieser Weise erkennen wir die Kxistenz der Relationen 
(U,V) =0, ----(U,1V) =0, 
welche zeigen, dass auch V ausgezeichnete Function ist. Unsere Gruppe 
besitzt also wirklich r ausgezeichnete Functionen. 
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Satz 31. Ist u, keme ausgezeichnete Function einer Gruppe 
u:-+U,, so giebt es immer Functionen F (u,---u,), welche die 
Gleichung (uw, /’) = 1 erfiillen. 

Denn nach unserer Voraussetzung giebt es jedenfalls einige unter den 
Ausdriicken (a, uv.) (u, U3) +++ (%,u,), die nicht identisch verschwinden. 
Bezeichnet daher /’ eine unbestimmte Function von u, +--+ u,, so ist 


oF | oF oF 
UUs) - Uy Uc poe ee ¢ U,U;) = 
(Ut, Uy Os + (uy Us) Ou, + + (u; U,) Ou, ? 
oder, wenn man statt (u;,) die entsprechende Function /,; (u, - + + u,) 
einfiihrt, 
. OF - OF . OF 
fie Gar this Gas Hee thie OE 
von Null verschieden. Also ist 


" oF 
hie 


CU 
eine lineare partielle Differentialgleichung, deren Lésungen F' der Be- 
dingung 


oF 


foeeeee+ tA, — = 1 


Cu, 


(u, Ff) =1 
geniigen. 

Satz 32. Enthilt die Gruppe wu, ---u, eine Untergruppe w, - ++ uy, 
so ist die Polargruppe der ersten in der Polargruppe der zweiten ent- 
halten. 

Denn die Glieder der Polargruppe von u, - -- u, sind definirt durch 


(uv) =O, +--+ (tev) =0,--- (uv) =0, 
und die Glieder der Polargruppe von uw, --+ w% geniigen den Glei- 
chungen 
(u,V)=0,--- (&V)=0. 
Wir sehen, dass die Lésungen des ersten Systems auch das letzte be- 
friedigen, wiihrend das Umgekehrte nicht gilt; also ist der Satz be- 
wiesen. 

Satz 33. Ist der Ausdruck (u,u,) gleich 1, so kann eine jede 
Gruppe u,u,+--u, auf die Form wu, u, 4,’ --+-u;_2 gebracht werden, 
wo alle (w,u,) und (w,%’) gleich Null sind, wiihrend alle (a; u;)) sich 
als Functionen von w,’ +--+ u,;—g ausdriicken lassen. 

Ist nimlich 

V, °° * Vine 
die Polargruppe von «, +--+ 4,, so ist bei unserer Voraussetzung auch 
Uy UyV, + * Von—r 
eine Gruppe, deren (* —2)-gliedrige Polargruppe 
Uy +++ U2 
in uw, +++, enthalten ist (Satz 32.) und mit der Gruppe u,w, in In- 
Mathematische Annalen, VIII. 17 
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volution liegt. Es ist klar, dass keine Relation zwischen u, u,%,'--- 
stattfinden kann; denn eine solche liesse sich auf die Form 






























u, = VY (uy uy’ + + + Ur) 
bringen, und also wiire 
a ’ ov 
(ty My) = (tly My) Fo +++ + (Ura) Bar — 


= 


in welcher Gleichung die rechte Seite verschwindet, wiihrend die linke 
gleich 1 ist. Dies ist aber absurd. Also ist wu, uw, wu,’ +++ us—e eine 
Form unserer Gruppe, welche die verlangten Eigenschaften besitzt. 

Satz 34. Kine jede r-gliedrige Gruppe, die kein Involutions- 
system ist, lisst sich zerlegen in eine zweigliedrige und eine (r—2)- 
gliedrige Gruppe, die mit jener in Involution liegt. 

Denn die vorgelegte Gruppe wu, ---w, enthalt nach unserer Vor- 
aussetzung Functionen, die nicht mit allen iibrigen Functionen der 


44 SR tte 


Gruppe in Involution liegen; wir nehmen eine solche, etwa w,, und 

bestimmen (Satz 31.) eine zweite Function w, der Gruppe, welche 
(u,u,) = 1 

giebt. Beriicksichtigen wir dann den vorangehenden Satz, so sehen 

wir die Richtigkeit unseres Satzes ein. 

27. Aus den vorangehenden Siitzen fliesst eine allgemeine und 
iiusserst wichtige Reduction einer jeden Gruppe auf eine kanonische 
Form. 

Satz 35. Kine jede Gruppe kann die Form X,--- X, P, +--+ Pu 
erhalten, wo die Ausdriicke (X;X,), (X;P,), (P; Px) gleich Null und 
alle (X;P;) gleich 1 sind. Diese Form nenne ich eine kanonische Form. 

Ist niimlich unsere r-gliedrige Gruppe ein Involutionssystem, so 
hat sie bereits die kanonische Form und zwar ist vy =r, w= 0. 

Ist wu, +--+ u, dagegen kein Involutionssystem, so zerlege man die- 
selbe (Satz 34.) in eine zweigliedrige und eine (r —2)-gliedrige Gruppe 
(A) X, Py uy +++ wae, 
welche beide im Involution liegen. Ist die (»—2)-gliedrige Gruppe 
ein Involutionssystem, so ist (A) die kanonische Form der urspriing- 
lichen Gruppe, wobei v = r — 1, w = 1 ist. 

Ist wu," - - + u;—2 kein Involutionssystem, so zerlege man diese (7 —2) - 
gliedrige Gruppe in eine zweigliedrige und eine (r —4)-gliedrige Gruppe 
X, Py," +++ tp —4. 

Hierbei nimmt die urspriingliche Gruppe die Form an 

Pw OD & SNe Mare 
welche die verlangte kanonische Form ist, wenn die (7 —4)-gliedrige 
Gruppe ein Involutionssystem ist. In dieser Weise fiihrt man fort, 
bis man zuletzt, etwa nach q Zerlegungen, zu einer (7 —2q)-gliedrigen 
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‘ (9) (q) 
Gruppe eo ee 


2, kommt, die ein Involutionssystem ist. Als- 


dann ist 
r PD y) D 4,9) -. + 
X, P,X,P, --- X,P,u‘ 


r—2q 
die kanonische Form der r-gliedrigen Gruppe; hier ist v= + — q, 
u = q * 
Satz 36. In einer kanonischen Gruppe X,--- X,4m P,--- P, 
sind X,4,---+ X,4,, die einzigen ausgezeichneten Functionen. 


Wenn nimlich TT der vorgelegten kanonischen Gruppe angehdrt, 
so wird 


(XM= 7, (PM=— He. 
Soll also TT eine ausgezeichnete Function sein, so muss fiir i= 1---q 
op 9 ox = 9 
werden, d. h. TT eine blosse Function von X,4,--- Xj. sein. 
Satz 37. Stehen X,--- X,+,, P,---+ P, in den Beziehungen 
(X; Xx) = (Xi P,.) = (P:Pr=0, (X:P) =—1 
und besteht dabei keine Relation zwischen X,41 +--+ Xg4m, so bilden 


unsere 2 q + m Functionen eine (2 g + m)-gliedrige Gruppe. 

Unser Satz kommt darauf hinaus, dass uuter den gemachten Vor- 
aussetzungen keine Relation zwischen unseren 2 q+ m Functionen 
stattfinden kann. Denn eine solche wiirde jedenfalls eine von den 2q 
Gréssen X, --- X, P, --- P,, etwa X,, enthalten und kénnte also die 
Form ; 

x, = W (X, sil li Xo4m P, shia: P,) 
erhalten. Hieraus wiirde aber folgen 
(X,P,)=(WP,), 
was contradictorisch ist, indem die linke Seite gleich 1 und die rechte 
gleich Null ist. 

Satz 38. Die Differenz zwischen der Zahl der Glieder einer Gruppe 
und der Zahl ihrer ausgezeichneten Functionen ist eine gerade Zahl. 

Denn jede Gruppe kann die Form 

) er ae ee 
erhalten, wo X,4:--- X,4m die ausgezeichneten Functionen sind; 
also ist die erwiihnte Differenz gleich 2 q. 
Corollar 1. Hine 2q-gliedrige Gruppe enthilt entweder 2q oder 


2q—2 oder 2q—4 --- oder 2 oder keine ausgezeichneten Functionen. 
Corollar 2. Kine (2qg+1)-gliedrige Gruppe enthilt entweder 
2q-+1 oder 2g —1--- oder 3 oder 1 ausgezeichnete Function. Eine 


solche Gruppe enthilt also stets wenigstens eine ausgezeichnete Function. 


i7* 
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Wir fassen endlich unsere Resultate zusammen. 
Theorem IX. Eine jede Gruppe kann die Form 

a a We 
erhalten, wobei folgende Relationen stattfinden 

(X,X) = (XP) =(P:P)=0, (XP) —1. 

Hier sind X,41-+-+- Xo4m die ausgezeichneten Functionen der Gruppe. 
Die Differenz zwischen der Zahl der Glieder und der Zahl der ausge- 
zeichneten Functionen ist stets eine gerade Zahl. 


§ 13. 
Bestimmung der invarianten Eigenschaften einer Gruppe. 

28. Wir zeigen zuniichst, dass man immer kanonische Gruppen 
finden kann, die eine gegebene kanonische Gruppe enthalten. Sodann 
erledigen wir das erste der beiden Probleme, die wir im Anfange dieses 
Abschnittes aufstellten. 

Satz 39, ist X,---X,4» P,---P, eine kanonische Gruppe, 
so giebt es immer solche Functionen P,;, welche die Gleichungen 

(X; Po +1) as (P; Py+1) =, (Xy41 P, +1) = | 
erfiillen. Alsdann ist X,--- X,+,, P, --+ P,41 eime neue kanonische 
Gruppe, welche die vorgelegte umfasst. 
Offenbar nimlich ist 


(A) a i Se a we | 
eine Gruppe, deren Polargruppe X,4, enthilt und also etwa die Form 
(B) X41, U,U,-+---: 


besitzt. Nun gehért X,,, nicht der Gruppe (A) an, und ist also 
(Satz 27.) keine ausgezeichnete Function von (B), welche letzte Gruppe 
somit (Satz 31.) Functionen P,+, enthiilt, die 
(X41 Py 41) = 1 

ergeben. Aber eine jede solche Function P,., liegt, weil sie der 
Gruppe (B) angehért, mit allen Functionen der Gruppe (A) in Invo- 
lution, und besitzt also alle verlangten Eigenschaften. 

Satz 40. Ist X,--+X gi» P,--- P, eine kanonische Gruppe, so 
giebt es immer solche weitere Functionen P,+; P,12--- Pym, dass 

; es St Tee ee 

eine neue kanonische Gruppe bilden, welche die vorgelegte umfasst. 

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar durch m-malige Anwendung 
des vorhergehenden. 

Satz 41, Ist X,---X, P,--- P, eine kanonische Gruppe und 
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q <n», so giebt es immer Functionen X,4;, die mit den Functionen 
unserer Gruppe in Involution liegen; alsdann ist 
7 
X; -> Kopi P,--- P, 
eine neue kanonische Gruppe, welche die vorgelegte umfasst. 
Denn eine jede Function, die der Polargruppe der vorgefegten 


5 Gruppe angehért, besitzt die Eigenschaften, die wir von der gesuchten 
+ Function X,+4, verlangten. 
¢ Satz 42. Ist X,---X,.,P,--+-P, eine kanonische Gruppe, 
so giebt es immer solche weitere Functionen X,4..41°++Xn Py4i-++ Pay 
dass auch 
| re Seu 2 
eine kanonische Gruppe ist. 
Denn nach Satz 40. giebt es eine kanonische Gruppe 
¢ 2 ) 
X, oe Xo 4m P, aie Py+m; 
welche die vorgelegte umfasst; darnach findet man vermége Satz 41. 
eine kanonische Gruppe 
r D 
X, abs Xyem+t P, ie Po+m; 
sodann (Satz 39.) eine kanonische Gruppe 
r r ] 
X, 4 Wh Xo+-m+1 P, ot inate: Fotnbe 
U.S. W. 
i 29. Im ersten Abschnitte (Theorem III.) saben wir, dass Glei- 


chungen von der Form 

a=X;, p=—Ph,, 
in denen X; und P; Functionen von x, - ++ p, bezeichnen, welche die 
Bedingungen 

(X;X,) = (Xi Py) = (PP) =90, (XP) —1 

erfiillen, immer eine Beriihrungstransformation bestimmen. Mit Be- 
nutzung dieses Satzes kénnen wir jetzt folgendes Theorem beweisen 
und dadurch gleichzeitig Problem I. erledigen: 

Theorem X. Besitzen zwei r-gliedrige Gruppen gleich viele aus- 
gezeichnete Functionen, so giebt es ommer eine Beriihrungstransformation, 
welche die cine Gruppe in die andere tiberfiihrt. Andererseits ist diese 
Bedingung nicht allein hinreichend, sondern auch nothwendig. 


Es seien u,- -u, Functionen von 2,---%, p,--*pPn und w, --- w, 
Functionen von y,-+- Yn %, +++ 2%,- Bilden dann sowohl w, - - - w, als 


auch w,---+w, eine Gruppe und besitzen beide Gruppen dieselbe An- 
zahl von ausgezeichneten Functionen, so kénnen die beiden Gruppen 
bez. die kanonischen Formen 

X,-++X, Py-++P, wd Y,--- ¥,1,---Th 
erhalten. Nach Satz 42. giebt es ferner stets solche weitere Functio- 
nen XP von 2,-+-p, und YTT von y,--+2,, dass auch 
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wiederum kanonische Gruppen sind. Es ist daher sowohl 


aj=X;, pf =P, 








als aych 

a=Y;, p=; 
eine Beriihrungstransformation. ~ Hieraus aber folgt, dass auch die 2» 
Gleichungen 

X=Y;, P=—TM; 
eine Beriihrungstransformation definiren und man sieht, dass diese 
Transformation die eine Gruppe in die andere iiberfiihrt. 

Hiermit ist der erste Theil unseres Satzes bewiesen. Der letzte 
Theil desselben folgt unmittelbar daraus, dass bei jeder Beriihrungs- 
transformation die Zahl der Glieder und die Zahl der ausgezeichneten 
Functionen einer Gruppe ungeiindert bleibt (§ 9. und § 11.). 

Corollar, Die einzigen Eigenschaften einer Gruppe, die von der 
Form der Gruppe unabhiingig sind und bei Beriihrungstransformationen 
ungedndert bleiben, sind die Zahl der Glieder und die Zahl der ausge- 
zeichneten Functionen. 


Invariante Beziehungen zwischen einer Gruppe und einer Untergruppe 
derselben. 


Ich erledige jetzt folgendes Problem: 

Problem. Vorgelegt scien zwei r-gliedrige Gruppen, von denen 
jede eine 9-gliedrige Untergruppe enthiilt. Es soll entschieden werden, 
ob es eine Beriihrungstransformation gicbt, welche die cine r-gliedrige 
Gruppe und thre Untergruppe bez. in die zweite r-gliedrige Gruppe und 
thre Untergruppe iiberfiihrt. 

30. Zuniichst einige Hiilfssiitze. 

Satz 43. Sei u,---ug eine Gruppe, die in einer grésseren Gruppe 
Uy +++ Uy>++ et, enthalten ist. Es bezeichne ferner U eine Function 
der letzten Gruppe. Enthalten unsere Gruppen keine gemeinsame aus- 
gezeichnete Function, so bilden die Gleichungen 


(wu, U) =0, cee (upU) =0 


ein vollstiindiges System, dessen + — 9 Lésungen w, --- w,—» eine ' 
neue Gruppe bilden. Enthilt insbesondere wu, - - - we keine ausgezeich- | 
nete Function, so ist 

Uy, +++ Ug Wy, >>> Wr—o : 
eine Form der Gruppe wu, ---u,, die hierdurch in zwei involutorische 





Gruppen w, -+- % und w, --- w,—» zerlegt ist. 
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Sei niimlich v, ---+v2,—, die Polargruppe von u,---u,. Friiher 
(Theorem VII.) sahen wir, dass eine jede Relation zwischen den u 
und wv die Form besitzt: 

F (u, +++ ty) = @ (0, +++ ten—,), 
wobei J’ eine ausgezeichnete Function der Gruppe wu, --- uw, ist. Nach 
unserer Voraussetzung enthilt diese Gruppe keine ausgezeichnete Func- 
tion von der Form J" (w, - ++ ug); also existirt keine Functionalrelation 
zwischen U, +++ Ugt;--+U2,—,- Folglich bilden diese Gréssen eine 
Gruppe und die Gleichungen 
(A) (wu, W) =0,-++ (pW) =0, (vy, W) =0,--+ (ton, W) = 0 
ein vollstiindiges System, dessen + — 9 Lésungen w, - - - w,—¢ als Lé- 
sungen von 

(v, W) =0, +++ (ver-,W) =0 
der Gruppe w, -- - w, angehoren. 

Dass w,---w,—9 eine Gruppe bilden, folgt daraus, dass jedes 
(w;w,) nach dem Poisson-Jacobi’schen Theorem eine Liésung des 
Systems (A) ist. 

Enthilt im Besondern «, -- - ug keine ausgezeichnete Function, so 
existirt keine Relation zwischen w, +--+ % und w, +--+ W,—», denn eine 
solehe (‘Theorem VII.) hatte die Form 
F (uy + - + Ug) = D (w, ++ + Wr—e), 


wo J’ eine ausgezeichnete Function der Gruppe a, --+-t%g wiire. Also ist 


Uys Up W, +++ Wr—g 
eine Form der Gruppe w,---«,, die somit in zwei involutorische 
Gruppen zerlegt ist. 
Satz 44. Ist X,--- Xa P, --- Py eime kanonische Gruppe, die 


in einer Gruppe G enthalten ist, so kann G die kanonische Form 
X,---X, P, +--+ P, annehmen. 


Denn zerlegen wir G nach dem vorangehenden Satze in die bei- 


den involutorischen Gruppen . 
X,--: Xa Py: ++ Pe und w, -- + wy 
und bringen sodann w, --~+ Wg auf eine kanonische Form 


Xu bie Xz P.+1 yiack P, ; 
so ist offenbar 
} ee Vere 
die verlangte kanonische Form von G. 
Satz 45. Enthialt eine Gruppe G ein Involutionssystem X,--- Xp 
und ist keine Function der X ausgezeichnete Function in G, so kann 
diese Gruppe die kanonische Form 


ZX, -- Xy--+ Ee Re By. 


annehmen. 
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Sei namlich X,--- Xp, w,---u,-—¢ eine Form von G und v, - - + v2, _- 
ihre Polargruppe. Nach unserer Voraussetzung existirt keine Relation 
zwischen den X und »; also bilden 

X, +--+ Xgv, +++ van r > 
eine Gruppe, deren Polargruppe (Satz 52.).in G enthalten ist und X, 
enthalt; diese Polargruppe besitzt daher die Form 

X, os Xe W, +++ Wr_o9+1 (G’). 
X, ist (Satz 27.) keine ausgezeichnete Function in G’, welche Gruppe 
folglich eine Function P, enthiilt (Satz 31.), die 
(X, P,) =—1 

ergiebt. Hiermit ist die Gruppe G, die G’ umfasst, auf die Form 

as ‘ 

X, P, X,--- Xe, - 
gebracht. Sie liisst sich daher (Satz 43.) in zwei involutorische Grup- 
pen zerlegen, von denen X, P, die eine ist, wihrend die andere X, --- X, 
enthilt und die orm 

| ore 2 eee ae 
besitzt. Diese Gruppe enthilt keine ausgezeichnete Function von der 
Form F(X, +--+ X,); also kann sie ebenfalls in zwei involutorische 
Gruppen 
X,P, und X;--+ Xou,"--- 

zerlegt werden. Indem wir in dieser Weise weiter gehen, bringen wir 
zuletzt G auf die verlangte Form. 


Uyp— e—2 


Satz 46. Sei nun vorgelegt eine Gruppe G mit r Gliedern w,--- u, 


und eine Untergruppe derselben uw, ---u,, welche @ ausgezeichnete 
Functionen X,--- X, mit G gemein hat. Ist 
*“*eef **-. 4 2 *“ > a “ee 4 
X, Xe Xo Xosa vi @+1 I Oa Xp +t Xo fo+s 


eine kanonische Form der Untergruppe, so kann G immer die kano- 
nische Form 


X,-°-Xq Xei,°-: Xesere’ — 2 eee re 


y ~ @+1 O+u+p° é 
annehmen. 
Denn nach unserer Voraussetzung bilden 


,) » ? 
Mains *** Mace, Mags*** Pen. © 


eine Gruppe G’, die in G enthalten ist. Daher kann G nach Satz 43. 
in zwei involutorische Gruppen G’ und G” zerlegt werden, von denen 


die letzte offenbar die Functionen X, --- X, X55 5.041 tee X65 404 . 
enthalt, und also die Form 
x, ii Xe Xea4t ae Xgua+s U,U,--- (G") 


besitzt. Nun umfasst G” das Involutionssystem Xq 44, °°: Xp ate? 
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welches keine ausgezeichnete Function von G” enthilt; wenden wir 
daher den vorangehenden Satz an, so sehen wir, dass G” die Form 


X,-°--Xg X, ~_ X +a, Ps P, 


D 
G@+a+1°° ®+a+p °° oS ae Posretp’*’ 


annehmen kann. Hiermit ist die Gruppe G, die aus den Functionen 
der beiden Gruppen G’ und G@” besteht, auf die verlangte Form ge- 
bracht. 

Corollar. Hat eine Gruppe @ ausgezeichnete Functionen mit 
einer Untergruppe gemein, so kénnen diese beiden Gruppen die kano- 
nischen Formen 


yr g > se} 
X, +++ Xg Kgs X00 X, Puy: Py-° By, 
, . , ) " 
X, it ie Xo Xo. svi Kose Poss ot Pa... >. Ore pte xX, 


annehmen. ; 

31. Nun kénnen wir das im Anfange dieses Paragraphen gestellte 
Problem erledigen. 

Theorem XI. Seien vorgelegt zwei Gruppen G und G’ mit gleich 
vielen Glicdern und gleich vielen ausgezeichneten Functionen. Jede der 
beiden Gruppen enthalte ferncr eine Untergruppe g, respective g’, mit 
gleich vielen Gliedern und gleich vielen ausgezcichneten Functionen. End- 
lich mége sowohl G wie G' mit der betreffenden Untergruppe @ ausge- 
zeichnete Functionen gemein haben. Alsdann giebt es eine Beriihrungs- 
transformation, welche gleichzeitig G und g in G und g’ idiberfihrt. 
Umgekehrt ist eine solche Transformation nur miglich, wenn alle genann- 
ten Forderungen erfiillt sind. 

Bringen wir nimlich g und G nach dem vorangehenden Corollar 
auf die simultanen kanonischen Formen 


X; eer Xe X54, tase Xo 4 a Poss rae Pose Xp evs pte Xs) 
xX, yg Xo Xo 7 ne X,° da X, Poi, ae P, ot Psi 


so ist es mdglich, g’ und @’ auf die simultanen kanonischen Formen 


ie, we +s Pr’ ie € ee 


(0) H+1 “AD Le @ 4-17 Gta OB +u+1 p 
“ Ovi , + * ” > 2 
X,--- Xe Xoyi' X,°° X, wags Ege Be 


zu bringen. Also kann G (siehe den Beweis vom Theorem X.) auf 
solehe Weise in G’ transformirt werden, dass jedes X; und P; in das 
entsprechende X,; und P; tibergeht. Hierbei wird aber offenbar gleich- 
zeitig g in gy’ tibergefiihrt. Also sind die aufgestellten Forderungen 
hinreichend; dass sie nothwendig sind, liegt darin, dass sie sich auf 
Relationen beziehen, die bei Beriihrungstransformationen invariant 


‘bleiben. 
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Corollar. Alle invarianten Beziehungen zwischen einer Gruppe 
und einer Untergruppe werden bestimmt durch die Zahl der gemein- 
samen ausgezeichneten Functionen, verbunden mit der Zahl der Glie- 
der und der Zahl der ausgezeichneten Functionen beider Gruppen. 
Diese letzten Zahlen definiren nach dem Friiheren die individuellen 4 
invarianten Eigenschaften jeder der beiden Gruppen. 





Es draingt sich nun die Frage auf, wie man verfahren muss, wenn 
man untersuchen will, wie viele gemeinsame ausgezeichnete Functionen 
eine Gruppe wu, +--+ u%g---u, und eine Untergruppe derselben 1, - - - 


~ 


Uo t 
enthalten. $ 
Bezeichnet man mit J’ eine Function von wu, ---«,, so ist klar, 
dass die genannten Functionen durch die simultanen Gleichungen 
1 , , oF OF , 
(u,F) =0,--- wu F)=0, —=(Q,:-:- = () 
\ / ou Cou, 
e+1 7 


definirt sind. Man untersucht also in der gewdhnlichen Weise, wie 
viele gemeinsame Lésungen diese Gleichungen haben. Giebt es @ 
solche, so verlangt ihre Bestimmung die Operationen @, 7 — 1, --- 3, 2, 1. 
Also: 

Satz 47. Kennt man eine Gruppe und eine Untergruppe dersel- 
ben, so kann man ohne Integration entscheiden, wie viele ausgezeich- 
nete Functionen diese beiden Gruppen gemein haben. Giebt es & 
solche, so findet man dieselben durch die Operationen 3, @ — 1, --- 3,2, 1. 


Endlich brauche ich auch den folgenden Satz: 


Satz 48. Sei u,---+tg---u, eine Gruppe und 4, --- aw, eine 
Untergruppe derselben, die mit ihr @ ausgezeichnete Functionen ge- 
mein hat. Bezeichnet dann F eine Function von w, - - - u,, so haben 


die Gleichungen 
(u, F’) = V0, a (up F’) a= () 


r—o-+@ gemeinsame Lésungen und lassen sich daher durch 9 — @ 
Gleichungen ersetzen, die ein vollstindiges System bilden. ; 


Denn unsere Gruppen lassen sich auf die simultanen kanonischen 
Formen 


XK, +++ Xq Xuai** Xegens''* X, Pogsss* Pupene''* Ps 
ele Meei-* Keg. Pags’** Pare Xaross’’* Xeaces 
bringen, Folglich sind: 

a SS a eres 2 


diejenigen Functionen der grossen Gruppe, die mit allen Functionen 
der Untergruppe in Involution liegen. Macht man nun eine einfache 
Abzihlung, so sieht man die Richtigkeit unseres Satzes ein. 
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§ 15. 
Bestimmung der in einer Gruppe enthaltenen Involutionssysteme. 


32. Satz 49. Aus Gner Gruppe mit m ausgezeichneten Functio- 
nen und m+ 2q Gliedern kénnen (m -+ q)- gliedrige Involutions- 
systeme ausgeschieden werden. 

Denn eine solche Gruppe besitzt die kanonische Form 

p a ey RE 
und hier bilden X, - - - X,+,, ein Involutionssystem mit q--m Gliedern. 

Satz 50. Ein Involutionssystem, das in einer (2 g + m)-gliedri- 
gen Gruppe mit m ausgezeichneten Functionen enthalten ist, kann 
héchstens aus g + m Functionen bestehen. 

Denn sei ®, --- , ein Involutionssystem, welches in der Gruppe 
X,-++Xj4m P,---P, enthalten ist. Man bestimme solche weitere 
Functionen X und P, dass 


Ls RSS 
eine kanonische Gruppe ist, zwischen deren Functionen bekanntlich 
keine Relation bestehen kann. Es liegt nun eine jede Function des 
Involutionssystems 
Kotm-+1 oo Xn 
in Involntien mit allen Functionen der urspriinglichen Gruppe, insbe- 
sondere also auch mit ®,---,. Also ist 


Komi ae Phi ®, eee ®, 


ein Invélutionssystem mit v-+ 2 —q— m von einander unabhingigen 
Functionen. Es ist aber bekannt, dass ein Involutionssystem héchstens 
n Glieder enthiilt, also muss 
v+n—q-—-men, 
das heisst 
voqt+tm 
sein, und das war eben unsere Behauptung. — 

Wir zeigen jetzt, wie man im Allgemeinen verfahren muss, um 
Involutionssysteme mit mdglichst vielen Gliedern aus einer vorgelegten 
Gruppe auszuscheiden. 

Ist uw, +--+ U2g4m eine gegebene Gruppe mit m ausgezeichneten 
Functionen U,--- U,,, so findet man zuerst die letzteren durch Inte- 
gration des Systems 


(u, 0) =0, +++ (teg4nU) =0, 


/ 


was die Operationen m, m—1,--- 3, 2,1 verlangt. Wir wissen, 
dass IJ, --- U, einem jeden (gq + m)- gliedrigen Involutionssysteme 


unserer Gruppe angehoren. 
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Sodann nimmt man eine beliebige, nur keine ausgezeichnete Func- 
tion der Gruppe, z. B. u,, und bestimmt eine weitere Function F’(u, u,---) 
aus der Gleichung 


k=2¢q+m 
(u, F’) = "(ty Uy) == 0. 


k=1 
Diese partielle Differentialgleichung, in welcher iiberall statt (ew, u,) 
die entsprechende Function der w zu setzen ist, besitzt m+ 1 bekannte 
Lisungen, niimlich U, --- U,,u,; also findet man eine weitere Lisung 
F’ = w, vermége einer Operation 2 gq — 2. 
Mit den beiden Functionen «, und w, bildet man sodann: 


(uF)=0, («F)=0, 





ersetzt in den entwickelten Gleichungen iiberall (w, #) und (2, uz) 
durch die betreffenden Functionen der «, und erhilt so ein vollstin- 
diges System, bestehend aus zwei Gleichungen zwischen 2 q + m Va- 
riabeln mit m+ 2 bekannten Lésungen, niimlich U,--- Un u, wy. 
Man findet also eine weitere gemeinsame Lésung w, durch eine Opera- 
tion 2 q — 4. 

Indem man in dieser Weise weiter geht, erkennt man, dass die 
Bestimmung eines (q+ m)-gliedrigen Involutionssystems in einer 
(2 q+ m)-gliedrigen Gruppe mit m ausgezeichneten Functionen im 
Allgemeinen die Operationen verlangt: 

m,m—1,---3,2,1, 2q¢—2, 2q —4,--- 4, 2. 


33. Diese Methode lisst sich durch eine andere ersetzen, welche 
einfachere Integrationen verlangt, so oft die vorgelegte Gruppe eine 
bekannte Untergruppe enthiilt. 

Sei also vorgelegt eine Gruppe G mit einer bekannten Untergruppe 
g; man sucht ein in G enthaltenes Involutionssystem mit modglichst 
vielen Gliedern. Zu diesem Zwecke bestimmt man zuerst die @ ge- 
meinsamen ausgezeichneten Functionen U,--- U,, unserer beiden Grup- 
pen; dies verlangt (Satz 47.) die Operationen 


oe. 4, ...&& t. 


=. 
Sodann sucht man die m’ — @ iibrigen ausgezeichneten Functionen, 
welche g enthalt, durch die Operationen (§ 11. Schluss) 
m' —@, m —@—1,--- 3, 2, 1. 


Nachdem man in dieser Weise simmtliche ausgezeichnete lunctio- 
nen der Gruppe g gefunden hat, bestimmt man nach der friiher aus- 
einandergesetzten Methode ein in g enthaltenes Involutionssystem mit 
méglichst vielen Gliedern 


U,-+- Ug w+ ++ Ue. 
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Von den m ausgezeichneten Functionen der Gruppe G kennt man 
nun schon @, namlich U,--+-U,; also findet man die m — @ iibri- 
gen U,,,---+ Un durch die Operationen 

m—@, m—@B—1,--- 3, 2, 1. 
Man kennt dann simmtliche ausgezeichnete Functionen 
U, --»@,, 


der Gruppe G und ausserdem ein in G enthaltenes Involutionssystem 


ee" 


Uy * ++ Ue, 
dessen Functionen von den U unabhiingig sind. Nun geht man weiter 
wie im allgemeinen Falle. 

Noch gréssere Vereinfachungen treten z. B. ein, wenn die Unter- 
gruppe g selbst eine bekannte Untergruppe enthilt. Ohne auf alle 
Fille, die tiberhaupt eintreten kénnen, einzugehen, hebe ich nur her- 
vor, dass meine allgemeine Theorie in jedem einzelnen Falle die Zahl 
und die Ordnung der nothwendigen Integrationen a priori anzugeben 
erlaubt. Also: 

Theorem XII. Kine Gruppe mit m ausgezeichneten Functionen 
und 2q +m Gliedern enthdlt Involutionssysteme mit q + m Gliedern; 
die Bestimmung eines solchen Systems verlangt im Allgemeinen die 
Operationen 
m—1,---3,2,1, 2q¢g—2, 2q—4,--- 4, 2. 

Kennt man schon Untergruppen, so treten Integrationsvereimfachungen 
ein, die sich immer a priori angeben lassen. Unsere Gruppe enthilt 
kein Involutionssystem mit mehr als q + m Gliedern. 


m, 


34. In dieser Nummer beweise ich, dass es in einer Gruppe mit 
mehr als » Gliedern einen Maximumswerth fiir die Zahl der ausge- 
zeichneten Functionen giebt. Sodann folgt ein wichtiges Theorem iiber 
Gruppen, welche die grésstmégliche Zahl ausgezeichneter Functionen 
enthalten. 

Eine Gruppe mit m ausgezeichneten Functionen und 2 q + m 
Gliedern enthilt (q ++ m) -gliedrige Involutionssysteme, also muss 


qgq+men 
sein. Nennen wir die Zahl] der Gliedern 7, so nimmt diese Bedingung 
die Form an 

r+ m 

—t—<n. 


“ 


Nennen wir endlich die Zahl der Glieder x + #, so erhalten wir die 
dritte Form 

mon—k, 
welche zeigt, dass, wenn die Zahl der Glieder grésser als n ist, die 
Zah! der ausgezeichneten Functionen einen Maximumswerth hat. 
























270 S. Lre. 


Theorem XIII. Besitzt eine gegebene Gruppe u, -- + Un+x die 
grisstmigliche Zahl ausgezeichneter Functionen O, ---®,—,%, so ver- 
langt die Integration des Involutionssystems 


®, “m@,,°°° ®,,_; = An—tk 
nur ausfiihrbare Operationen. 
Denn meine Erweiterung der Cauchy’schen Methode sagt aus, 
dass die Integration eines Involutionssystems 
®, —=@,,°°° ®,,_; = G,_2 
geleistet werden kann, wenn alle Lésungen des vollstiindigen Systems 
(%, fF) =0, --- (9,_,F) =0 
gefunden sind. Aber solche Lésungen sind eben «, - - - 4%, und zwar 
giebt es keine andere. Also ist mein Theorem bewiesen. 


§ 16. 
Erledigung des zweiten Hauptproblems. 


Wir erledigen zuerst einen speciellen Fall des zweiten Haupt- 
problems und zeigen darnach, dass das allgemeine Problem sich auf 
diesen speciellen Fall zuriickfiihren lisst. 

35. Wir setzen voraus, dass F,---F. und FY’ ---F, zwei r- 
gliedrige Gruppen sind; wir werden entscheiden, ob es eine Beriih- 
rungstransformation giebt, welche jedes J; in das entsprechende F; 
liberfiihrt. Existirt eine solche Transformation, so fiihrt sie (Satz 11.) 
die Gleichung 
(Fi Fe)ep = Qe (F, + + + F,) 
in 

(Fi Fe) xp = Qe (Fy + + + FY) 
liber. Soll also die besprochene Transformation méglich sein, so muss 
jedes (F/ F),» sich in derselben Weise durch fF’ -..- F, wie das 
entsprechende (fF; F,).,, durch F, --- F, ausdriicken lassen. Es liisst 
sich umgekehrt zeigen, dass diese nothwendige Bedingung auch hin- 
reichend ist. 

Seien in der That F,--- F. und F,’--- F zwei solche r-gliedrige 
Gruppen, dass 
(A) (Fi F,) = Qu(P,--- FF), Fi Fr) = Qi (Fy +--+ FY), 
und sei X,--- X_ P,--- Ps, wo 

X;:=9;(F,---F,, B=—YVi(l,--- F,) 
eine kanonische Form der ersten Gruppe. 

Ich bilde die Functionen 

Xi = 9; (F,--- FY), Pi=Vi(F--+- FY) 
und die Ausdriicke 


? 
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, , , , , , , , 
(Xi Xe) (Xi Pr’) (Pi Pe), 
welche wegen (A) dieselben Functionen von Lf’ - - - F,’, wie 
; - 
(X,X:) (Xi Px) (B:P,) 
von F’,---F, sind. Nun gelten aber nach unserer Voraussetazung die 
Relationen 
(X; Xi) = (Xi P,) = (PiPir)= 9, (KP) —1, 
also finden auch die entsprechenden Gleichungen 
(X,; Xe) = (Xj Pye) = (PPL) =O, (Ki Pi) —1 
statt. Nun sind offenbar X,--- X, P,’--- Ps von einander unab- 
hiingige Functionen, und also ist 
ee pe ; 
ZK! «+ BS B+ 
eine kanonische Form der Gruppen fF’, ---F,. Folglich giebt es 
(Theorem X.) eine Beriihrungstransformation, welche jedes X; und P; 
in das entsprechende X; und P; transformirt. Dabei geht, wie man 
unmittelbar sieht, jedes F; in das entsprechende F’; iiber. Also: 
Satz 51. Seien F,-.--F, und F,.-- F, zwei r-gliedrige Grup- 
pen. Soll es Beriihrungstransformationen geben, welche jedes F; in das 
entsprechende F; iiberfiihrt, so ist dazu nothwendig und hinreichend, 


dass jedes (FF) sich in derselben Weise durch F',---F, wie das 
entsprechende (I; F;) durch F -- + F,’ ausdriickt. 

36. Nun kénnen wir das allgemeine Problem angreifen. 

Seien also vorgelegt zwei Systeme von Functionen Ff’, --- /’, und 
I’ ..+#,. Es soll entschieden werden, ob es eine Beriihrungstrans- 


formation giebt, welche jedes F’; in das entsprechende F; iiberfiihrt. 
Zuniichst ist klar, dass wir voraussetzen kénnen, dass alle /; (und 
ebenso alle J’) von einander unabhiingig sind; denn wiren z. B. nur 


J’, -++Fq von einander unabhingig, dagegen 
Foti = Wil(F, +++ Fe) (k= 1---r—a), 
so miissten offenbar auch F’,---/,’ von einander unabhiingig sein 


und die tibrigen F.., sich folgendermassen durch F' --- Fy aus- 
driicken : 

Foi = Wi (PF, +++ Fe): 
Ist dies aber der Fall, so ist auch klar, dass eine Beriihrungstrans- 
formation, welche f’,---F, bez. in F,’--- F, transformirt, gleichzeitig 
Foyi: ++ F, in Fo4i.-++ FY tiberfiihrt. 

Seien also /, --- #'. und ebenso F’,’--- # von einander unab- 
hingig. Existirt die verlangte Beriihrungstransformation, so fiihrt die- 
selbe jedes (F;F',) in das entsprechende (J; Ff’) iiber. Ich bilde nun 
neue Functionen, indem ich setze 
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(Fay Fa) =F 


lay Pil ‘ 7 ( fu me 7 
"re? (Fe F 2) _ Piss Ala (Five) F@) =f 


r+e’ 
wo die Zahlen a und }*) der Beschriinkung unterworfen sind, dass 


a *“<r+oe, M<«cr+teo 
sein muss und dass F’,,; sich nicht durch F, --- #, +--+ F4,%—1 aus- 
driicken lassen soll. In dieser Weise fahre ich fort so lange wie még- 
lich, d. h. bis ich die durch J’, --- F. bestimmte Gruppe 


F,---F,++: F +e; 


welche héchstens 2 » Glieder enthilt, gefunden habe. Setze ich nun 
in entsprechender Weise 
(Fw Few = er 


r-+k 
so muss die gesuchte Beriihrungstransformation jedes F’.,; in das 
entsprechende /,, transformiren. Also miissen auch 


i oc 


r-o 


eine Gruppe bilden; ferner muss nach dem vorangehenden Satze jedes 
(F; Fy) sich in derselben Weise durch fF,’ - - - F490, wie das entspre- 
chende (FF) durch F;, - - - F+¢ ausdriicken lassen. Andererseits ist 
diese nothwendige forderung nach dem Obenstehenden auch _hinrei- 
chend. Demnach: 

Theorem XIV. Seiew vorgelegt zwei Systeme F'unctionen bez. von 
cp und von x’ p’ 


P+ ++ Fa und Fy +++ Fe. 


Soll man entscheiden, ob es Beriihrungstr »sformationen giebt, welche 


jedes F’; in das entsprechende F; transforn —, so verftihrt man in fol- 
J 


gender Weise: Unter den IF’ nimmt man r von einander unabhiingige, 
etwa F',---F',, durch die sich die iibrigen ausdriicken lassen: 
Fan Wi(F,---F,) (K=1---a—r). 
Eine erste Bedingung ist dann, dass F,'--- F wnabhiingige Functio- 
nen sind, durch die sich die F''4, in entsprechender Weise ausdriicken: 
Fy+i = Wi (PF, +--+ F,). 


Ist dies der Fall, so bildet man die durch F,--+ EF, bestimmte Gruppe, 
indem man setzt 


(Fa) Fo) a Poss pa Aaa (Fa) fw) = | are 
und dabei die Zahlen a® b® so wihlt, dass immer 
a” < , a k . AG) < , + k 
und dass kein F',4, sich durch FP, +++ F4,%—1 ausdriicken liisst. Sei 


F; eee pA Fe 
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die in dieser Weise erhaltene Gruppe. 
der Weise 


Setzt man dann in entsprechen- 
/ ci y ad ae Vv Pee iy) / yy4 eae yt? 
(Fi F, 1)) = i 1? (f al@) Fo) - rer 
so miissen auch die Functionen 
Fy +++ Fr+e 

eine Gruppe mit r+ @ Gliedern bilden; und iiberdies muss jedes (Ff Fy) 
dieser Gruppe sich in derselben Weise durch Fy +-- Fs. wie das 
entsprechende (I; Fi.) durch FI’, -++ F 49 ausdriicken lassen. Finden 
alle diese Bedingungen statt, so ist die verlangte Transformation méglich. 

Dieses Theorem bestimmt alle zwischen den gegebenen Functionen 
I’, --- Fy stattfindenden Beziehungen, die bei beliebigen Beriihrungs- 
transformationen ungeiindert bleiben. Wie man sieht, lassen sich alle 
derartige Beziehungen vermége des Differentialsymbols (TT) in Ver- 
bindung mit endlichen Functionalrelationen ausdriicken. 

§ 17. 
Integrationsmethoden, die sich auf die friiheren Entwickelungen 
stiitzen. 
37. Ich setze voraus, dass ein Involutionssystem 
yA y "" es Y 
F=C,,--- hh =G, 
integrirt werden soll und dass man bereits eine Reihe Functionen 
®,---@, kennt, die allen Gieichungen 
(F;%) = 0 

geniigen. Kann man vermédge des Poisson-Jacobi’schen Theorems 
keine weiteren Lisungen auffinden, so bilden F',--- FF, ®, +--+, eine 
Gruppe, in welcher I’, --- F, 
es ausserdem noch w solche Functionen 


ausgezeichnete Functionen sind. Giebt 


7 ’ 
Fotis: Fotus 
so bestimme man dieselben (§ 11. Schluss) vermége der Operationen 
v,w—l1,--- 3,2, 1. 
Alsdann ist 
| A en Fan = Oop 

ein neues Involutionssystem mit r—p bekannten Lésungen 9, ---®,_ , 
der g+u Gleichungen (7;>)=0, und die Integration des vorgelegten 
Involutionssystems ist auf diejenige des neuen Systems zuriickgefiihrt. 

Man kann bemerken, dass r— wu eine gerade Zahl sein muss; 
denn +—vw ist die Differenz zwischen der Zahl der Glieder r + q und 
der Zahl der ausgezeichneten Functionen g + «, und ist also nach 


einem friiheren Satze (Theorem IX.) eine gerade Zahl. 
Mathematische Annalen. VIII. 18 
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38. Wir werden hierdurch auf die fusserst wichtige Aufgabe 
gefiihrt, ein Involutionssystem 


F, — C * Fn = Cn 


1? 
in méglichst einfacher Weise zu integriren, wenn man 2q Lésungen 
®, ---,, des Systems (/;%) = 0 kennt, welche zusammen mit den 
F eine Gruppe bilden, deren einzige ausgezeichnete Functionen die 
F sind. 
Zu dem Ende stellt man das volistindige System auf 


(FP, F)=0,---(FAF)=0, (O,F)=—0,--- (@,F)=0, 


unter dessen 2» — 2q — m Loésungen m schon bekannt sind, nim- 
lich F',---F,. Man bestimmt eine weitere Lisung F’,,4, vermége 
einer Operation 
2n—2q—2m. 

Hierbei ist zu bemerken, dass /’,,,, nicht der Gruppe F,---F,, ®,---®2, 
angehéren kann. Denn F’, - -- F’, sind die einzigen Functionen dieser 
Gruppe, welche zugleich der Polargruppe angehéren, und F,,4, ist 
nach unserem Verfahren keine Function von F; - - - F,,. 

Hiermit ist unser Problem zuriickgefiihrt auf die Integration des 
Involutionssystems 

F = C; ‘Pe Frn+t — Cn-4 1 

mit 2q Lésungen ®, - - - 2, des entsprechenden vollstiindigen Systems 
(F;®) =0. Hier gehen wir in derselben Weise weiter. Wir stellen 
also das vollstindige System auf: 


(FF) =0,--- (Pani fl) =90, ©, F)=0,--- (%,,F) =0, 


unter dessen 2» — 2 q — m — 1 Loésungen m+ 1 bekannt sind, niim- 
lich F, --+-Fn41- Wir bestimmen eine weitere Lésung F,,,42 vermdge 


einer Operation 
2n — 24 —2m—2 
und bemerken dabei wie oben, dass F’,,42 nicht der Gruppe F’,--- Fn, +1 
®,:--®,, angehéren kann. 
Sodann behandeln wir das Involutionssystem 
F, = C; ’ Fin+e = Cn +2 
mit den bekannten Loésungen 9, ---®,, der Gleichungen (F;0)= 0 
und finden eine Function F,,4; duzch eine Operation 
¢ 9 ¢ 
2n—2q—2m—4, 
darnach eine Function F’,,4,4 durch eine Operation 
2n —2q —2m—6 
u. s. w. und endlich eine Function F',_, durch eine Operation 
9 
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Hiermit ist die Integration des urspriinglichen Involutionssystems 
zuriickgefiihrt auf diejenige des Systems 

Fi =O, ++: FiO... 
mit 2q bekannten Lésungen 

®, +» Ve, 
der n — q Gleichungen (/';%) = 0. Aber die Integration dieses Sy- 
stems wird (Theorem XIII.) durch meine Erweiterung der Cauchy’- 
schen Methode ohne Weiteres geleistet. Demnach: 
Satz 52. Die Integration eines Involutionssystems 
Fi,=C,,::- F=—C, 

mit 2q bekannten Liésungen ®, --- 2, der m Gleichungen 

(Fi?) =0,--- (F,%)=0 
verlangt die Operationen 


2n —2q—2m, 2n—2q —2m—2,--- 6, 4, 2, 


wihrend bei der directen Anwendung der erweiterten Cauchy’schen 
Methode die Operationen 

2n—2q—2m, 2n-—2q—2m—1, 2n—2q—2m—2,---3,2,1 
erforderlich waren. Vorausgesetzt ist hierbei, dass die Anwendung des 
Poisson-Jacobi’schen Theorems keine weiteren Lésungen ® giebt, 
das heisst, dass F, --- F,, ®, -- + M2, eine Gruppe bilden und dass die 
F die einzigen ausgezeichneten Functionen dieser Gruppe sind. 

Combiniren wir hiermit den Inhalt der vorangehenden Nummer, 
so erhalten wir das folgende Theorem, welches in schematischer Weise 
die wichtigsten Integrations-Erleichterungen angiebt, die sich aus dem 
Vorhergehenden ziehen lassen. 
Theorem XV. Soll ein Involutionssystem 
h=C,,°:- Fo =G, 
integrirt werden, und kennt man dabei 2v + m Lésungen ®, ---Voy4m 
der q Gleichungen (F';?) = 0, die mit I’, ---F, eine Gruppe bilden, 
welche ausser den I noch m ausgezeichnete Functionen enthilt, so ver- 
langt die Ausfiihrung unseres Integrationsgeschifts die folgenden Opera- 
tionen 
m, m—1, m—2,--- 3, 2, lL, 

2n — 2q —2v—2m, 2n — 2q — 2v — 2m — 2, --- 6, 4, 2. 
Die directe Anwendung der erweiterten Cauchy ’schen Methode verlangte 
die Operationen 

2n —2q —2v—m, 2n —2q—2v—m—1,--- 3, 2, 1, 

Die Jacobi’sche Methode wiirde im Allgemeinen noch viel weniger 
Nutzen aus den Functionen D ziehen, 
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Man erkennt tibrigens leicht, dass hiufig noch gréssere Integrations- 
vereinfachungen sich erreichen lassen, nimlich dann, wenn man be- 
reits Untergruppen kennt. 


39. Um die Leistungen dieser Theorie mit denen der erweiterten 
Cauchy’schen Methode zu vergleichen, gehe ich zuriick auf die friiher 
(Nr. 34.) gefundene Relation zwischen der Zahl r der Glieder und der 
Zahl m der ausgezeichneten Functionen einer Gruppe: 

rtm 
» 


<a. 


Diese Gleichung nimmt im vorliegenden Falle, da die Gruppe 
ae, a ae 
2v+m-+q Glieder und ¢ + m ausgezeichnete Functionen enthilt, 
die folgende Form an: 
2y-+2q+2m 


2 <. u ? 
oder . 
2n — 2v —2q—2m>0. 
Wir betrachten zuerst den Fall 
2n — 2v— 2q—2m>0, 
hierauf den Fall 
2n —2v —2q—2m=0. 


A. Ist 
2n — 2v — 2¢q —2m>0 i 
so iiberzeugt man sich leicht davon, dass die neue Methode einfachere 
Integrationen als die friihere Methode verlangt. Denn in diesem Falle ist 
2n— 2v—2qg—m>m, 


und daher sind die Zahlen 


m, m—1,--- 3, 2, 1, 
2n —2q—2v—2m, 2n—2q —2v—2m—2,--- 4,2 
kleiner als die Zahlen 
2n —2qg—2v—m, 2n—2q—2v—m—1,---3,2,1. 


B. In dem Falle 
2n — 2v — 2g — 2m = 0 
dagegen verlangen die beiden Methoden gleich hohe Operationen. Die 
neue Methode verlangt niimlich in diesem Falle die Operationen 


m, m—1,--- 3, 2, 1, 
wihrend die alte die Operationen verlangt 
2n— 2q —2v—m, 2n—2q—2v—m—1,--- 3, 2,1, 


was eben auf dasselbe hinauskommt. 
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Wir wollen endlich noch den Fail g=1 etwas niiher betrachten. 
Kine Gleichung 


7 


F (a, +++ Xn Py ++ * Pn) = Const. 
soll integrirt werden, und man kennt 2yv + m Lésungen 9, --- 92,4.» 
der Gleichung (/’®) 0, aus denen keine neue Lésung durch An- 
wendung des Poisson-Jacobi’schen Theorems gefunden werden kann. 
Die Gruppe 
I ®, >> Dey 4m 
enthilt, setzen wir voraus, ausser J’ noch m ausgezeichnete Functionen. 
Ist hier die Zahl der bekannten Lésungen 
2v+ m<n—l, 
und also auch 
m<n—l, 
so ist 
2v+ 2m < 2n—2 
und also 
2n—2v—2m—2>0. 
Nach unseren obenstehenden Entwickelungen verlangt also unsere 
Methode in diesem Falle einfachere Integrationen als die Cauchy’sche. 
Sei jetzt 
2v+m—n—1; 
ist dann v =O, so ist m =n — 1 und die Gleichungen 
Fa, ®, == C,; 2 ®,_ 1 = C,-1 


bilden ein Involutionssystem, dessen Integration nach der von mir 





verbesserten Jacobi’schen Methode unter allen Umstiinden nur noch 
I eine Qtadratur erheischt. 


Ist dagegen 


2v+ m= n —!1 


und 


so ist 
m 


A 
| 


und also 


\ 


2v+2m <2n—4, 
oder 

2n —2v—2m—2>0. 
In diesem Falle verlangt also die neue Theorie wiederum einfachere 

Operationen als die Cauchy’sche. 
Ist endlich 2v + m gleich 2, so kann man entweder die eine der 
beiden bekannten Lésungen wiihlen, und sodann die J acobi’sche Me- 
thode anwenden, oder auch beide benutzen und der obenstehenden 
Theorie folgen. Beide Methoden verlangen gleich hohe Integrationen. 
Dieser Umstand, dass man aus einer bekannten Lésung denselben 
Nutzen ziehen kann wie aus zwei solchen, beruht keineswegs auf einem 
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Mangel der Methode. Es liesse sich beweisen, dass dies in der Natur 
der Sache liegt. Ist 2»-+ m grdsser als 2, so brauche ich nicht 
meine neve Theorie mit der Jacobi’schen zu vergleichen; denn diese 
letzte steht in diesem Falle selbst gegen die Cauchy’sche zuriick. 
Wir betrachten nun den Fall 
2v+msn. 

Nach meinen friiheren Entwickelungen soll der ungiinstige Fall, in 
dem meine Methode keine Vereinfachung leistet, dann eintreten, wenn 
2n —2v —2m—2=—0. 

Diese Bedingung tritt ein, wenn die Gruppe 
Fo, - ++ Doran 
die grésstmégliche Zahl ausgezeichneter Functionen enthilt und sonst 
niemals. Also: 
Theorem XVI. Soll eine Gleichung 
F(a, +++ @n py ++ + Pn) = Const. 


vr 
=] 


inlegrirt werden und kennt man mehr als zwei Losungen ®, -- + ®, der 

Fleichung (F ®)=0, so vereinfacht meine neue Theorie immer die 

zuriickstehenden Integrationsschwierigkeiten, ausgenommen allein wenn 
r>n 

und iiberdies die Gruppe F'®,---®, die grisstmigliche Zahl ausge- 

zeichnete F'unctionen enthilt, in welchem Falle meine Methode ebenso 

hohe Integrationen erfordert wie die alte Theorie. 


§ 18. 
Schematisch ausgefihrte Beispiele. 


40. Um die Bedeutung der vorangehenden Theorien klar hervor- 
treten zu lassen, behandle ich einige Beispiele schematisch. 

A. Sei vorgelegt 

Pio — F(X, +++ Ly Py ++ + Py) =O 

mit sieben bekannten Lésungen Pi Dr der Gleichung (»,)>—/; p)=0, 
die zusammen mit p,,—/ eine Gruppe bilden. Es sind hier vier ver- 
schiedene Fille denkbar, die eine verschiedene Behandlung verlangen. 

1) Unsere Gruppe enthilt nur eine ausgezeichnete Function ausser 
Pi —f. Alsdann verlangt das zuriickstehende Integrationsgeschiift die 
Operationen 

. ¢ 
1, 10, 8, 6, 4, 2. 

2) Unsere Gruppe enthalt drei ausgezeichnete Functionen ausser 
Py — f. Alsdann sind folgende Operationen nothwendig 
‘ € a € 
S, 2,1, 8, 6, 4, . 
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3) Enthialt die Gruppe fiinf ausgezeichnete Functionen ausser p,,.—f, 
so sind folgende eae nothwendig 
» © Be Be 5s GS, 45. 
4) Ist endlich die ‘aes ein Sskatidieplitiateti, so sind nur die 
Operationen nothwendig 
4,2. 
riiher wusste man nur den letzten Fall in so einfacher Weise zu 
behandeln, und dies sogar nur, wenn das betreffende Involutionssystem 
die bekannte Bedingung erfiillte (§ 7.). Die iibrigen Faille waren nicht 
bekannt; man verlangte immer die Operationen 
11, 10, 9, 8, --- 3, 2,1, 
oder mit Benutzung der Jacobi’schen Multiplicatortheorie die Operationen 
11, 10, 9, --- 4, 3, 2, 
Ich resumire dieses Bespiel durch folgendes Schema: 





1 ausgezeichnete Function i, 0, 8; 6, 4, 2. 
3 ausgezeichnete Functionen &. 3, t, 8, 4, 4%. 
5 ausgezeichnete Functionen 5, 4,.3, 3, t, 8, 4,3 
7 ausgezeichnete Functionen 4, 2. 
Ausser iin letzten Falle verlangte man 
friiher mit Benutzung der Multipli- 
catortheorie die Operationen 11, 10, 9, 8, 7, 6, 6, 4, ae 


B. Sei vorgelegt 
a f= 0 
mit 8 bekannten Lésungen g,--- gm, der Gleichung (p,,—/, ») = 0. 
Dieselben bilden mit p,,—/f eine Gruppe, welche ausser p,, —/f noch 8 
oder 6 oder 4 oder 2 oder keine ausgezeichnete Functionen enthilt. Das 
folgende Schema giebt die in diesen Fallen nothwendigen Operationen an. 








keine ausgezeichnete Function 10, 8, 6, 4, 2. 

2 ausgezeichnete Functionen __ 2» dy, Oy Gs ae, 

4 ausgezeichnete Fanctionen . | 4, 3, 2, 1 1, 6, 4, 2, Oe ee a 
6 ausgezeichnete Functionen | 6, 6, 4, 5,3, 4.2, 

8 ‘ausgezeichnete Fanctionen 2. F : 


Ausser im letzten Falle brauchte man 
friiher mit Benutzung der Multipli- | 
catortheorie die Operationen | 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2. 







| 
| 
| 


. \ 
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C. Sei vorgelegt 
Pw» —f=9 
mit 12 bekannten Lisungen g, --+ ,. von (py —/, p) = 0, aus denen 
sich keine weitere solche durch Anwendung des. Poisson-Jacobi’schen 
Theorems ableiten lisst. Das folgende Schema erkliirt die méglichen 
Fille, verglichen mit der alten Methode. 


keine ausgezeichnete Function | 6, 4, 2. 

2 ausgezeichnete Functionen | a; 2, ay 3 

4 ausgezeichnete Functionen 4, 3, 2, 3, 2. 

6 ausgezeichnete Functionen S.'s, €, 3, 2, i. 

Die alte Theorie verlangt mit Benutzung der | 
Multiplicatortheorie immer 6, 5, 4, 3, 2. 


Ausser im letzten Falle giebt also meine Theorie immer eine In- 
tegrationserniedrigung. 


§ 19. 
Andeutung einiger weiteren Integrationsvereinfachungen. 


41. Die grosse Wichtigkeit der entwickelten Integrationstheorien 
beruht insbesondere darauf, dass man bei der Behandlung einer partiel- 
len Differentialgleichung 1. O. nach den beiden Methoden, welche 
Mayer und ich im Friihlinge 1872 gaben, haufig in die folgende Lage 
kommt: 

Kin Involutionssystem 


yf = a al ese - 

I 1 —— ( 1 ] I a ( m 
soll integrirt werden, und man kennt schon eine Reihe Functionen 
®,---®,, welche allen Gleichungen (7';®) = 0 geniigen. 


Es schien daher naturgemiiss, sich die Frage zu stellen: Wie muss 
man verfahren, um die zuriickstehenden Integrationen hinsichtlich der 
Zahl und der Ordnung modglichst zu erniedrigen ? 

Diejenigen Vereinfachungen, die sich hierbei immer erreichen 
lassen, sind in dem letzten Paragraphen angegeben. Es bleibt itibrig 
zu zeigen, wie man die Umstiinde, die bei der weiteren Behandlung 
des Problems eintreten kénnen, am vortheilhaftesten verwerthen kann. 

Sei vorgelegt ein Involutionssystem 

Ae. ee | ee 
mit r Lésungen 9, ---®, der m Gleichungen (7;®) = 0, aus denen 
sich keine weitere Lésung durch Anwendung des Poisson-Jacobi’- 
schen Theorems berechnen liisst. (Hierbei kénnen wir voraussetzen, 
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dass die Gruppe F, --- F, 9, --- ®, keine ausgezeichneten Functionen 
als die F enthilt; denn im entgegengesetzten Falle kénnte man die- 
selben bestimmen und dann diese Functionen den F’ hinzufiigen. 

Nach unserer allgemeinen Theorie stellen wir das _vollstiindige 
System 

(F,P)=0,---(raF)=0, (0,F)=0,.---(OF)=0 
auf und suchen durch Anwendung des Mayer’schen Theorems eine 
von /',--- F, verschiedene gemeinsame Liésung desselben. Gelingt 
es, eine solche zu bestimmen, so findet man bekanntlich sehr hiufig 
gleichzeitig mehrere, etwa @ solche 

TT, - +++ TH. 

Ks ist nun denkbar, dass die Anwendung des Poisson-Jacobi’schen 
Theorems noch weitere Liésungen TT giebt*). Jedenfalls kann man 
die durch unsere Functionen bestimmte Gruppe 


Bs Foes EE 
immer berechnen. Das urspriingliche Problem ist hierdurch auf die 
Integration des Involutionssystems 
Pio=C,,-:- F=C, 

mit den bekannten Lésungen ®,---, TT, --- Ig zuriickgefiihrt. 

Ehe man hier weiter geht, muss man wie gewohnlich untersuchen, 
ob die Gruppe F',--- LF, 0, -+-®, TI,-+-+TTg, noch andere ausge- 
zeichnete Functionen als die F' enthilt. Wenn sviche existiren, so 
bestimmt man dieselben, und dabei nimmt unser Problem wieder die 
urspriingliche Form an: 

Ein Involutionssystem 

F, = C, 

mit / bekannten Lésungen Q,---Q, der m-+ q Gleichungen (1;,2)=0 
soll integrirt werden, wobei die J’ die einzigen ausgezeichneten Functio- 
nen der betreffenden Gruppe sind. Hier geht man in derselben Weise 
weiter, — 


y ‘y 
stapes Pate — Cn+t-¢ 


Hier kann die Bemerkung ihren Platz finden, dass die voran- 
t=) ? 
gehenden Theorien theilweise eine andere Form erhalten kénnten, 
nimlich durch Anwendung eines Satzes, der im engsten Zusammen- 
hange mit meiner neuen Integrationsmethode (1872) steht: 
Theorem XVI. Sei vorgelegt ein Involutionssystem 
nd ’ Oe Y 
F, = G,, ++: ‘n = Cy 


zwischen den Variabeln 2, --- 2%, py +++ Pn und seien , --- O, bekannte 


*) Ich habe mich an einem Beispiel tiberzeugt, dass dieser Fall wirklich 
eintreten kann. 








| 
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Lésungen der m Gleichungen (f;%) = 0. Alsdann kann man das In- 
volationssystem zuriickfiihren auf eine einzige Gleichung von der Form 
, ‘ : 
f(®, +++ La—m Py + * * Pa—m) = Const, , 
in der Art, dass die Integration dieser einen Gleichung diejenige des 
Involutionssystems nach sich zieht, und kann zugleich q Lésungen 
P,°** P, von (fm) = 0 angeben. 


§ 20. 


Behandlung des Problems der drei Korper nach meiner allgemeinen 
Theorie. 


42. Hamilton und Jacobi haben bekanntlich gezeigt, dass 
jedes Problem der mécanique céleste sich durch eine gewisse partielle 
Differentialgleichung 1. 0. 


H (a, +++ @,_ py ++ Pn): ad 


ausdriicken lisst. Die bekaunten Integrale der simultanen Ditferential- 
gleichungen, welche unmittelbar das betreffende Problem definiren, 
geben gleich viele Lésungen der linearen Gleichang 


(HF)=0. 


Meine allgemeine Theorie lehrt nun, wie man in jedem einzelnen 
Falle die bekannten Lésungen benutzen muss, um die zuriickstehenden 
Integrationen soviel wie médglich hinsichtlich der Zahl und der Ord- 
nung zu reduciren. Als Beispiel wiihle ich das Problem der drei Kér- 
per und setze dabei zunachst voraus, dass der eine Koérper fest ist; 
sodann gebe ich eine directe Behandlung des allgemeinen Falles. 

Bewegen sich drei materielle Kérper, von denen der eine fest ist, 
vermége ihrer gegenseitigen Anziehung, so gelten die drei Flichen- 
sitze. Ich bezeichne die partielle Differentialgleichung, welche das 
Problem ausdriickt, mit 

H (a, +++ %~,---p) =a, 
und die drei Lésungen der Gleichung (H/F’) = 0, die den Flichen- 
siitzen entsprechen, mit 
PF, F, . 
Zwischen denselben bestehen bekanntlich die Relationen 


(fifj=F,, hR=Fh, HhA)=Ff, 

und also bilden F'; F, Ff, eine dreigliedrige Gruppe, die kein Involu- 
tionssystem ist und daher eine ausgezeichnete Function ® enthiit. 
Dieselbe wird bestimmt durch zwei beliebige von den Gleichungen 
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TN eat Ow 1 0 + @® 
(F,0) = 0— Fon — Fh te 
’ ’ 0) an 

Fo ) = ()— - ". he ; “" C 
(I, ®) F; oF, . +h ap 
, . ® ; D 
ve = () = va : ay C F 
(#5) or, — oy, 


Integrirt man hier nach den gewéhnlichen Regeln, so findet man 
12 "2 i" 2 
>= F, + F, + F;°. 
Es ist klar, dass die viergliedrige Gruppe 
HB, f,, #, F. 
zwei ausgezeichnete Functionen 
72 72 1 Fre 
Hund P+ Ff4+ F, 
enthalt; also besteht jedes Involutionssystem, welches dieser Gruppe 
angehért, héchstens aus drei Gliedern. Ein solches ist 
Hea, Pi=b, F+ FF? + FZ—e; 
auf die Integration dieses Systems ist also das urspriingliche Problem 
zuriickgefiihrt. Meine neue Integrationsmethode lehrt aber, dass es 
immer moglich ist, eine Gleichung von der Form 
/ (2, a a4 Py ee * Ps) =) 
aufzustellen, die dem obenstehenden Involutionssysteme iiquivalent ist. 
Nach Mayer’s und meiner alten Theorie verlangt also die Erledigung 
des urspriinglichen Problemes nur noch die Operationen 
‘ 9 
. 6, 4, 2. 
43. Sei nun 
H (a, +++ %y py +++ Po) =a 
die partielle Differentialgleichung, die dem allgemeinen Probleme der 
drei Kérper fiquivalent ist. Seien 
Pi Po Ps 
die drei Lésungen der Gleichung (Hq) 0, die den drei Schwerpunkts- 
integralen entsprechen, ferner 


4 P; P6 
die drei Lésungen, die den Flichensiitzen entsprechen, endlich 
PP; Ps Po 


die Lésungen, die aus den zweiten Schwerpunktsintegralen durch Eli- 
mination der Zeit hervorgehen. Zu bemerken ist dabei, dass zwischen 
den 9 Functionen » eine Relation 

Pi P2 + P2Ps + P3 Py = Y 
besteht. Die Functionen g,---, bilden eine achtgliedrige Gruppe. 
Wir werden finden, dass dieselbe zwei ausgezeichnete Functionen ent- 
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hilt, und dass es folglich méglich ist, fiinfgliedrige Involutionssysteme 
aus unserer Gruppe auszuscheiden. 

Wir miissen nach unserer allgemeinen Theorie die von allen (; qx) 
gebildete Determinante mit 8 Reihen und Colonnen 


| Salle (Pi Ps) 
ME Teed oi a ko « 
CN (PsP) 
aufstellen. Man findet 
0 0 0 0 Q, »s 9 Mop 
0 0 0 —g, 0 gy, —Mg 0 
0 0 0 P —gQ, O M9, Mg, 
—— 0] P, D> ft) De ), 0 Py 
ee UV 9p; —% Y Py — 9 VU ; 
Po —— U 7, —Y, Y Ps —=— Py 
0 Mg . = -M 9, 0 Dy Ps Q Mg, 


— M9; 0 My, —P YU D; ° Mg, 0 
wo M eine Constante ist, und g, durch die Identitit 


PiPi + P2Ps + PsPy = O 

bestimmt wird. Die Berechnung der Determinante zeigt, dass sie gleich 
Null ist. Also enthilt unsere Gruppe jedenfalls eine und demzufolge 
mindestens zwei ausgezeichnete Functionen. Hiitte sie mehr als zwei 
sulehe Functionen, so wiirde deren Zahl vier oder noch grésser sein. 
Dann miissten aber alle Unterdeterminanten zweiter und dritter Ord- 
nung verschwinden und man verificirt ohne Schwierigkeit, dass es Un- 
terdeterminanten dritter (und auch zweiter) Ordnung giebt, welche von 
Null verschieden sind. Also hat unsere Gruppe zwei ausgezeichnete 
Functionen und enthailt demzufoilge Involutionssysteme mit fiinf Glie- 
dern und keins mit mehr als fiinf Gliedern. Ist ein solches System 
gefunden, so bilden seine Glieder zusammen mit H ein 6-gliedriges 
Involutionssystem, dessen Integration sich nach meiner Methode auf 
diejenige einer einzigen Gleichung 


[ (a ta “Ly py ee * Py) == |) 
zuriickfiihren liisst. 

Um ein fiinfgliedriges Involutionssystem durch médglichst einfache 
Operationen (§ 15., 33.) aus der achtgliedrigen Gruppe auszuscheiden, 
bemerken wir, dass 9, Qo M3 YP; 9; Py eine sechsgliedrige Untergruppe 
bilden, welche das Involutionssystem g, gy, y, enthilt. Untersuchen 
wir die Determinante der sechsgliedrigen Gruppe, so finden wir, dass 
auch diese Gruppe zwei ausgezeichnete Functionen besitzt. Also ent- 
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hilt sie Involutionssysteme mit 4 und kein solches mit mehr als 4 Glie- 
dern. Wir suchen ein solches, welches die Form 
Pi P23 P (Pi P23 Ps Vs Po) 
besitzt. Die Function © wird bestimmt durch zwei von den Gleichungen 
(9,9) =9, (%%)=0, (93%) =O, 
die durch Entwickelung und Einsetzung der Werthe der (g;g,) die 
Form erhalten: 


oD c® 
Ps 5o- — V2 50° = 9; 
° O*®Ps “ OD 
ad a® 
<= OW + 1 0% == (. 


Integrirt man nach den gewodhnlichen Regeln, so findet man 


D = Pi Py + Pr Ps + P3Po - 
Wir kennen also ein viergliedriges Involutionssystem 


(A) Pi> Por P3r PiPs + P2Ps + Ps Vo 
der achtgliedrigen Gruppe. Um nun das gesuchte fiinfgliedrige Invo- 
lutionssystem zu finden, brauchen wir nur eine Function TT der Gruppe 
zu bestimmen, die zu den Functionen (A) in Involutionsbeziehung 
steht. Indem man den gewodhnlichen Regeln folgt, findet man fiir TT 
die Function 

(My, — 9;)* + (Me, — 9)? + (Mo, — 99)’. 
Hiermit ist das gesuchte Involutionssystem gefunden*). Darnach giebt 
eine Elimination eine Gleichung der Form 

“ f(®, +++ ty p,--- py) =O, 
auf deren Integration das Problem der drei Koérper sich zuriickfiihren 
lisst. Dieses bekannte Resultat ist hiermit auf seinen inneren Grund 
zuriickgefiihrt. 

Ehe Mayer und ich unsere neue Integrationsmethoden im Jahre 
1872 verdffentlicht hatten, verlangte die Erledigung des Problems der 
drei Kérper nach der Jacobi-Weiler’schen Methode die Operationen 

6, 4, 4, 2, 2. 
Unsere Arbeiten zeigen, dass nur die Operationen 
6, 4, 2 
erforderlich sind. 

Es ist selbstverstiindlich, dass die Entwickelungen dieses Para- 

graphen sich ohne Weiteres auf das allgemeine Problem von n Korpern 


ausdehnen **), 


*) Clebsch fiihrte in seinen Vorlesungen das Problem der drei Kérper auf 
die Integration des aufgestellten Involutionssystems zuriick. 


**) Bei einer anderen Gelegenheit werde ich die Mechanik einer -fach aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit mit constantem Kriimmungsmass entwickeln. Die- 
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Dritter Abschnitt. 

























Theorie der homogenen Gruppen. 


In diesem Abschnitte betrachte ich eine Anzahl homogener Functio- 
nen H, --- H, von 2%, --- 2%, p, +++ p,» und bestimme alle zwischen den- 
selben stattfindenden Beziehungen, die bei homogenen Beriihrungs- 
transformationen: ungeiindert bleiben. Gileichzeitig erledigt sich das 
entsprechende Problem fiir beliebige Functionen von 2a, +--+ %, py +++ Pay 
welche beliebigen Beriihrungstransformationen unterworfen werden. 


§ 21. 
Homogene Gruppen. 


44, Zuerst soll ein never Begriff eingefiihrt werden; derselbe be- 
ruht auf dem folgenden Satze: 

Satz 53. Sind H, und Hz homogene Functionen von a‘ und 
B's Dimension, so ist (H, H;) homogen von (« + 6 — 1)'** Dimension. 

Denn man hat 


—n 


(Ha Hp) = >" ( 


oH, oH, OH, st) 


a Cx; @ P; . Cp; Cx; 
; oH, eH, ; : 
nun sind -—~- und ——" homogen bez. von a und pt Dimension ; 
Ox; Cx . 
t t 
, , OH, OH, a 
ferner sind ; und * homogen bez. von (a — 1)'" und (B — 1)" 
td ); Op; 
. : : OH, dH, , OB, Of, 
Dimension. Also ist sowohl "wie -—-* von der 
Cx; Op; CP; Ox; 
‘a-+ 6B — 1)'*" Dimension; also ist auch (H, Hs) homogen von (@-- 6 — 1)" 


Dimension. . 

Corollar. Erzeugen zwei oder mehrere homogene Functionen 
H, --- H, eine r-gliedrige Gruppe, so besteht dieselbe in derjenigen 
Form, in welcher sie sich zuniichst darbietet, aus r Gliedern, die ho- 
mogen sind. Hierbei ist zu bemerken, dass Kunctionen, die emer sol- 
chen Gruppe angehéren, im Allgemeinen nicht homogen sind. 

Def. Kine r-gliedrige Gruppe heisst homogen, wenn sie r homo- 
gene von einander unabhiingige Functionen enthiilt. 


jenigen Integrale der Bewegungsgleichungen, die ihren Grund in der freien Be 
weglichkeit des betreffenden Raumes in sich selbst haben, kinnen vermége eines 
allgemeinen Princips, welches ich ein andermal geben werde, aufgestellt werden, 
Wie dann hinterher diese Integrale am besten ausgenutzt werden, zeigt diese Ab- 
handlung. Es ist mir nicht bekaunt, ob die hiermit angedeutete Theorie schon 
gegeben ist. 
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Satz 54. Sind H, .-- H, homogene Functionen, die eine Gruppe 
i 5 ? 
bilden, und bezeichnet F’ eine beliebige Function dieser Gruppe, so 


k=n 
e oF ‘ 
gehort auch , Pr unserer Gruppe an. 
fi OP 


Denn die Gleichung 
k=n k=n i=r ? 
ys or NON oF OH, 
ew Pi op Sa es OG, Op 
k=1 k k=1 t=1 i k 
geht, wenn man zuerst hinsichtlich & summirt und sich dabei erinnert, 
dass alle H; homogen, etwa von der s;'" Dimension sind, in 


ft 


k=n i 
%,’ a. F rvs . oF H. 
a? ip, on, 


iiber; hier ist aber die rechte Seite eine Function von H,--- H,. 


Satz 55. Bilden A,--- K, eine Gruppe, welche die Eigenschaft 
k= . 
m 2 ~. C K,; x ’ - ” : a 
besitzt, dass jedes , p, sich durch die K ausdriickt, so ist die 
; j a P* ap, 
Gruppe homogen. 
Sind niimlich einige der Ausdriicke 
k=n 


Bi ok, - = 
> a) ee 
a 


von Null verschieden, so ist die Gleichung 


k n 
Yy 
- eg 
S Pi =— @ F 
re Op, 
an P 
oder die entsprechende 
tt # 


S'o o® wait 
2, % 3K = 
eine lineare partielle Differentialgleichung mit 7 von einander unab- 


hingigen Lésungen 


®, ++ Q@,, 
welche homogen von 1'** Dimension sind und unserer Gruppe ange- 
héren. Also ist die Gruppe homogen. — Sind endlich alle Q; gleich 


Null, so heisst dies, dass alle K von nullter Dimension sind; auch in 
diesem Falle ist also die Gruppe homogen, 

Satz 56. Sind alle Functionen einer homogenen Gruppe von 
nullter Dimension, so ist die Gruppe ein Involutionssystem. 

Seien niimlich N,--- N, Functionen nullter Dimension, die eine 
r-gliedrige Gruppe bilden. Ist der Ausdruck (N;N;,) von Null ver- 


schieden, so muss derselbe (Satz 53.) von — 1' Dimension sein; nun 
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ist es aber unmdglich, eine Function —1'* Dimension durch Gréssen 
nullter Dimension N, --- N, auszudriicken; also miissen alle (N;N;) 
gleich Null und die Gruppe ein Involutionssystem sein. 

Satz 57. Enthilt eine homogene Gruppe Functionen, die nicht 
von nullter Dimension sind, so kann die Gruppe die Form N,---N,—1H 
erhalten; hier bezeichnen alle N Functionen nullter Dimension und H 
eine Function 1'** Dimension. 

Sind niimlich H ---H, homogene Functionen unserer Gruppe, so 
ist es immer méglich, indem man jedes H durch eine gewisse Potenz 
desselben ersetzt, der Gruppe eine soleche Form 


N, +++ No Hogi: +H, 


zu geben, dass sie nur Glieder von nullter und 1 Dimension enthiilt. 
Setzt man nun 

Hi, 4, oa T H,,_, = N 

— ee eee 

r r 
so ist 
Rick Rak 

eine orm unserer Gruppe, welche die gestellten Forderungen erfiillt. 


oae 


Die Polargruppe und die ausgezeichneten Functionen einer homogenen 
Gruppe sind homogen. 
45. Die Theorien dieses Abschnittes beruhen auf einem Theoreme, 
welches wir jetzt beweisen werden. Zuerst jedoch ein Hiilfssatz. 
Satz 58. Die Gleichungen 
k=n 
- .) oH 
(HK)=0, Sp: : =sH, 
rs ik, 


in denen s eine Constante bezeichnet, zichen die folgende 


k= 
P 7} K 
x > “® 
(4, i “9 
nach sich. 
Denn setzen wir 
k= 

om ‘ in a oe 
A(H) = (HK), me) 2m ap, sH, 


so geniigt, weil A(0) = B(0) =O ist, jede gemeinsame Lisung H 
unserer beiden Gleichungen zugleich auch der Gleichung 
A(B(H)) — B(A(A)) = 


Durch Ausfiihrung findet man aber: 











a 
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kis=a 


A (B(H)) — B(A(A)) = (A, K) — (H, > Pi oe): 


—J 


Also ziehen in der That unsere beiden Gleichungen die dritte 


nach sich. 

Theorem XVIII. Die Polargruppe einer homogenen Gruppe ist 
homogen. 

Beweis. Seien H,--- H, homogene Functionen, die eine r- 
gliedrige Gruppe bilden, und sei K,--- Ky,—, die Polargruppe. Als- 
dann gelten die Gleichungen 


i= 9 oH 
mE .) OH, 
(H;K,.)=0, ” m; = $H;, 
’ i 


die nach dem vorangehenden Satze die folgenden 


&=28 


Y oK = 
( Hi, Sn 2 e) =o, (¢=1---r) 
; dp, : 
eS i 
nach sich ziehen. Also besitzt die Gruppe K, --- Ko,—, die EKigen- 
k=n —" 
a NN). OK . . : : 
schaft, dass der Ausdruck D De jedesmal eine Function der 
k=1 OP, 
Gréssen K, --- Kg,—, ist. Also (Satz 55.) bilden K, --- Ke,—, eine 


homogene Gruppe. 
Satz 59. Sei H,---H, eine homogene Gruppe. Alsdann bilden 
die Gleichungen 


k=n 
(2,6) —0,---(BO—0, Das md 
= op 


ein vollstiindiges System, wenn nicht zufilliger Weise die letzte Glei- 
chung eine algebraische Consequenz der tibrigen ist. 


Die Polargruppe von H, --- H, ist niimlich homogen und besitzt 


daher (Satz 57.) entweder die Form N, --- No,—,~1H oder die Form 
N,--+Nen—,. Im ersten Falle giebt es unter den 2n — r Lésungen 


des vollstindigen Systems 


(A) (H,%)=0,.--- (H,0) =0 
2n —r —1, niimlich N, --- No,—,~1, welche zugleich der Gleichung 
k=n 
\) an 
B Dea = O 
”) — OP, 


geniigen. Alsdann bilden also 
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k=n 
ae —_ —. o>. 
(H,%) =0, --- (4,9) =0, a” ap, = 0 
ein vollstiindiges System. — Im zweiten Falle sind siimmtliche Lé- 


sungen der Gleichungen (A) zugleich Lésungen von (B), welche Glei- 
chung also eine Consequenz und zwar eine algebraische Consequenz 
von (A) ist. 

Es ist zu bemerken, dass in diesem letzten Falle + > » sein muss. 
Denn die Polargruppe, da sie aus Functionen nullter Dimension be- 
steht, ist (Satz 56.) ein Involutionssystem, und kann also héchstens 
m Glieder enthalten. 

Ich werde mit Benutzung des letzten Satzes eine Integratjons- 
methode der Gleichungen 

N, (x, ooo Ly Ps eee Pomt ) = Const. 
. Pr Pre, 
angeben, die hinsichtlich der Zahl und der Ordnung der nothwendi- 
gen Integrationen mit Mayer’s und meinen friiheren Theorien iiber- 
einstimmt. 
Ich stelle auf das vollstiindige System 


AT oF 
I “)=Q j = 0 
(N, F : > Pr Fp, 


und bestimme eine Lésung N, desselben vermége einer Operation 
2n —3. Alsdann ist N,N, ein Involutionssystem. Ich stelle auf das 
vollstindige System 
[Tr aT Pp y oF 
(N,F) =0, (N,F)=0, N\ Pk as = 0 
- — OP; 
und bestimme eine Lésung desselben N,, die von N, und N, ver- 


schieden ist, 


durch eine Operation 2x — 5. In dieser Weise findet 
man zuletzt ein Involutionssystem 


N,=a,, N,=—a 


eliminirt man zwischen diesen Gleichungen die Differentialquotienten 


2) Nn = 4G 3 


P, *** Pn, Was immer mdglich ist, da die p nur als Verhiltnisse auf- 
treten, so erhilt man eine Gleichung zwischen x, --- 2, oder unter Um- 


stiinden mehrere, die eine vollstaindige Lésung der vorgelegten Gleichung 
darstellen. 

46. Wir wenden uns nun zu den ausgezeichneten Functionen der 
homogenen Gruppen. 

Theorem XIX. Die ausgezeichneten Functionen einer homogenen 
Gruppe bilden eine homogene Gruppe. 

Sei nimlich H, --- H, eine homogene Gruppe und K, --- Ke,_, 
die homogene Polargruppe derselben. Besitzen diese beiden Gruppen 


m neinsame ausgezeichnete Functionen, so ist es (Theorem VII.) 


ve 
ger 
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immer mdglich, * — m solche Glieder in der ersten Gruppe, etwa 
H,---H,—-» au wihlen, dass zwischen den 2x — m Grossen 


H, Fact |; K, >t Kon—+ 


keine Relation stattfindet. Alsdann bilden diese functionen eine Gruppe 
und zwar eine homogene Gruppe, deren Polargruppe, die ebenfalls homo- 
gen sein muss, aus den ausgezeichneten Functionen der urspriinglichen 
Gruppe besteht (Satz 25., Beweis). Hiermit ist unser Theorem erwiesen. 

Satz 60. Giebt es unter den m ausgezeichneten Functionen einer 
homogenen Gruppe einige, deren Dimensionen von Null verschieden sind, 
so kann man stimintliche ausgezeichnete F'unctionen vermige der Opera- 


teonen 
m—1, m—2,----3,2,1, 1 
bestimmen. Meine alte Methode verlangte die Operationen m, m—1, 
+ oy ie Be 
Beweis. Wir beschriinken uns auf den Fall, dass unsere Gruppe 
schon die Form N,---N,—1H besitzt Bezeichne ich mit N eine 
Function von N,--- N,—1, so bestimmen die Gleichungen 


(N,N) =0,--- (N,-1N)=0, (HN)=O, 


oder entwickelt 


k=r—1 k=r—1 
ae. ee .7 aN 
= () eo rs s¢ A = =— 
(a) 2 (N, Ni) ON, , p2 (HN;,) aN, 0 


die ausgezeichneten Functionen nullter Dimension. Nun sind die 
(N; N;)-Functionen —1'* Ordnung und (HN;) ist eine Function nullter 


Ordnung von N,---N,—: H. Es miissen daher diese Ausdriicke die 
Form 
mee fix (Ni: > Np 4) 
(N; N;) = H ? 


(H Nx) = Qix (N, es Ne. 1) 


haben. Durch Substitution dieser Werthe verwandeln sich die Glei- 


chungen (#), wenn man die r — 1 ersten noch mit H multiplicirt, in 

y Gleichungen, die nur noch die + — 1 unabhiingigen Variabeln 
to] ? oS 

N,---N,—1 enthalten; die Variable // ist giinzlich verschwunden. 


Man entscheidet nun in der gewdhnlichen Weise, wie viele gemein- 
same Lésungen unsere r linearen Gleichungen besitzen. Haben sie m 
solehe, d. h. sind simmtliche ausgezeichnete Functionen von nullter 
Dimension, so verlangt ihre Bestimmung wie gewodhnlich die Operatio- 


nen m, m—1,---3,2,1. Haben dagegen unsere Gleichungen nur 
m — 1 gemeinsame Lésungen, so findet man dieselben durch die Ope- 
rationen 

m—1, m—2,.--- 3, 2, 1. 
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Nachdem man in dieser Weise m— 1 ausgezeichnete Functionen nullter 
Dimension bestimmt hat, findet man eine weitere ausgezeichnete Function, 
die nicht von nullter Dimension ist, durch eine Operation 1. 


§ 23. 
Kanonische Formen der homogenen Gruppen. 

Zuerst beweisen wir einige Hiilfssiitze. Sodann stellen wir zwei 
kanonische Formen auf; eine jede homogene Gruppe kann die eine 
oder die andere dieser beiden Formen annehmen. Der Bequemlichkeit 
wegen brauche ich im Folgenden immer das Symbol P, um eine ho- 
mogene Function 1'* Dimension zu bezeichnen. 


47. Satz 61, Unter den Functionen I’ einer homogenen Gruppe 


N,---N,~:P, welche der Gleichung 

(NF) = 
geniigen, giebt es einige, die von 1'* Dimension sind und also die 
Form P-N(N, ---N,-1) besitzen. N, darf selbstverstiindlich keine 


ausgezeichnete Function sein. 
Denn durch Ausfiihrung finden wir 
(N,, PN) = (N,P)N+ (N,N) P 


oder 
k=r—1 


N,, P N, P)N N,) aM 
(N,, PN) =(N,P)N+ > (Ny, ¥. 


&=1 
Hier ist (N, P) von nullter ag anaes (N, N;.) dagegen von — 1" 
rng wl also auch (N, N;,) P von nullter waite. 9 Es miissen 
daher diese Ausdriicke, die bekanntlich Functionen von N, ---N,—,P 
sind, die Form haben 
— . ' 

(N,P) =o(N,---N,-1), 

(N, Ni) P = fi (N, «++ Ne-1) . 
Durch Substitution dieser Werthe verwandelt sich aber die Gleichung 
N,, PN) = 1 in die folgende: 

1? 5 
k=r-—1 


g-N+ > hi 


ON 


=a == 1, 
oN, 


welche P gar nicht mehr enthilt, und eine lineare partielle Differen- 
tialgleichung mit den unabhiingigen Variabeln N, --- N,_; ist. Ist N 
eine beliebige Lésung derselben, so ist P-N eine Function 1'*t Ord- 
nung unserer Gruppe, welche die Forderungen unseres Satzes erfiillt. 


Satz 62. Eine homogene Gruppe von der Form N, --- N,i1P 
enthalt Functionen nullter Dimension N (N, ---N,-1), welche die 


Gleichung 
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(PN) =1 
befriedigen, vorausgesetzt natiirlich, dass P keine ausgezeichnete 
Function ist. 


Denn man hat 
k 


(PN) = > (PN) 2h 
asst 


ON, 
und (PN;,), als eine Function nullter Dimension, muss sich durch 
N,--- N,-: allein ausdriicken lassen. Wenn daher 

(PN;) = fe (N, eee Ny) 


ist , SO ist 


k=r—1 
.) ~« ON 


eine lineare partielle Differentialgleichung zwischen N und den unab- 
haingigen Variabeln N,--- N,—1, deren Lisungen unserer Gruppe an- 
gehdren und in der verlangten Beziehung zu der vorgelegten Function 
P stehen. 

Satz 63. Enthilt eine homogene Gruppe N,--- N,—,P eine 
zweigliedrige Untergruppe N,P, so ist auch die (r—2)-gliedrige Un- 
tergruppe, die mit der zweigliedrigen in Involution liegt (Satz 34.), 


homogen. 
Ist niimlich H, --+ Hz,—, die Polargruppe von N, --- N,1P, 


so ist bekanntlich 

H,--- Hen-,N,P 
eine homogene Gruppe, deren homogene Polargruppe eben die bespro- 
chene (r—2)-gliedrige Untergruppe ist. Also ist unser Satz bewiesen. 

48. Theorem XX. Eine homogene Gruppe kann immer die 
Form 

RA-- BES. ey 
erhalten. Hier sind X; und P; Functionen bez. nullter und erster Ord- 
nung, die in den bekannten gegenseitigen Bezichungen stehen. U, +--+ Un 
sind die ausgezeichneten Functionen der Gruppe, die selbst eine homo- 
“ é 
gene Gruppe bilden. 

Beweis. Wenn die gegebene homogene Gruppe H, --- H, ein 
Involutionssystem ist, so hat sie schon unmittelbar die verlangte Form. 
Ist dies nicht der Fall, so nehme man fiir X, eine Function nullter 
Ordnung der Gruppe und bestimmé nach dem ersten Satze dieses Para- 
graphen eine Function 1'** Ordnung P, der Gruppe aus der Gleichung 

, P\ 
(X,P,)=—1. 
Sodann bestimme man (vorang. Satz) die homogene (7 —2)-gliedrige 
Untergruppe 
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(1) (1) 
—* Hy») 


die mit X,P, in Involution liegt. Hierdurch erhilt die urspriingliche 
Gruppe die Form 


a 1 
aoe «++ Ee .. 

Ist H\”. -»+H™, ein Involutionssystem, so ist die urspriingliche 
Gruppe schon auf die verlangte Form gebracht. Ist dies nicht der 
. ° 1 1 P . ° ° R 
Fall, so zerlegen wir H! ’....H™, in die beiden, involutorisch ge- 

, (2) 2 . 
legenen, homogenen Gruppen X,P, und H”..--H™,, wodurch die 


urspriingliche Gruppe die Form 
, >) (2) (2) 
X, P, X, PH; : H, " 

. . 2 2 . ° ° ° 
annimmt. Ist hier H,”.... H’” , ein Involutionssystem, so ist die 
verlangte Form gefunden. Im entgegengesetzten Falle fiihren wir eine 
neue Zerlegung aus u. s. w. 

Sind endlich so viele Zerlegungen als méglich, etwa q solche aus- 
gefiihrt, so hat unsere Gruppe die verlangte Form 


X,P,:---X,PH®..--H®,, 


erhalten. — Hier sind nun noch zwei Falle denkbar. Entweder sind 
simmtliche ausgezeichnete Functionen von nullter Dimension, oder aber 
es giebt einige ausgezeichnete Functionen, deren Dimension von Null 
verschieden ist. Also: 

Corollar 1. Sind sémmtliche ausgezcichnete Functionen einer ho- 
mogenen Gruppe von nullter Dimension, so ist 


Bah «+ «+ EB -.- Bie 


die kanonische Form der Gruppe. Hier bezeichnen X; und P; Functio- 
nen bez. nullter und erster Ordnung, die in den bekannten gegenseitigen 
Beziehungen stehen. 
Corollar 2. Enthdlt eine homogene Gruppe ausgezeichnete Func- 
tionen, die nicht von nullter Ordnung sind, so ist 
X, Pio + ++ Ky Py Xygis ++ + Xp4m—1 Pygmy 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
cS eS ae 
die kanonische Form der Gruppe. 
Die Entwickelungen am Schlusse des vorangehenden Paragraphen 
zeigen, wie man entscheidet, ob eine vorgelegte homogene Gruppe der 


einen oder der anderen von den besprochenen beiden Kategorien ange- 
hort. 













ee es 
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§ 24. 






Invariante Eigenschaften einer homogenen Gruppe. 































Ich werde jetzt beweisen, dass die einzigen Kigenschaften einer 
homogenen Gruppe, die von der Form derselben unabhingig sind und 
dabei bei beliebigen homogenen Beriihrungstransformationen (welche 
offenbar die vorgelegte Gruppe immer in eine neue homogene Gruppe 
iiberfiihren ) ungeiindert bleiben, sich durch drei ganze positive Zahlen 
ausdriicken lassen, 1) die Zahl der Glieder, 2) die Zahl der ausgezeich- 
neten Functionen, 3) die Zahl der ausgezeichneten Functionen nullter 
Orduung. — Ich schlage bei dieser Untersuchung einen Weg ein, der 
demjenigen sehr iihnlich ist, dem ich in § 13., auf den ich verweise, 


DEE Pd mimin ¢ 


gefolgt bin. 

49. Zuerst betrachte ich Gruppen, deren simmtliche ausgezeich- 
nete Functionen von nullter Dimension sind. 

Satz 64. Bilden X,--- X,4, P,---P, eme homogene Gruppe, 
so giebt es immer solche Functionen P,41, dass X, +++ Xj4m P,-++ Pos 
eine neue kanonische homogene Gruppe bilden, welche die vorgelegte 
umfasst. 

Denn die Polargruppe von X,--- X, X,42--+ Xjpan P,:-- Py 
ist homogen und enthilt X,.,, welches keine ausgezeichnete Function 
> ist. Nach dem zweiten Satze des vorangehenden Paragraphen enthiilt 

unsere Polargruppe daher Functionen erster Dimension, etwa P,+,, 
welche 





= J —_— 
| (Xo41 P41) = 1 
ergeben und somit allen unseren Forderungen geniigen. 


Satz 65. Bilden X,--- X,4» P,+++ P, eine homogene Gruppe, 
so giebt es immer solche Functionen P,4; +--+ P)4m, dass X,--+ Xj4u 
P,-+-Py4m eine kanonische homogene Gruppe ist, welche die ur- 
spriingliche umfasst. 

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus der m-maligen Anwendung 
des vorhergehenden. 

Satz 66. Bilden X,--- X, 
ist ¢g < ”, so giebt es immer eine Function nullter Dimension X,4,, 
die mit unserer Gruppe in Involution liegt. Alsdann ist X, +--+ X,4; 
P,.--+P, ee neue kanonische Gruppe, welche die vorgelegte Gruppe 
> umfasst. 

Denn die Polargruppe von X,--- X, P,--+ P, ist homogen und 
besteht aus wenigstens 2 Gliedern. Sie enthalt daber wenigstens eine 
Function nullter Ordnung, die unseren Forderungen geniigt. 


P, .-+ P, eine homogene Gruppe und 





ee 


Satz 67. Ist X,--+ Xo4m P,--+- P, eine homogene Gruppe, so 
giebt es immer solche weitere Functionen X und P, bez. nullter und 
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erster Ordnung, dass X,--- X, P,--++ P, eine kanonische homogene 
Gruppe bilden, welche die vorgelegte umfasst. 

Dieser Satz folgt als Corollar aus den vorangehenden. 

Theorem XXI. Besitzen zwei homogene Gruppen, deren ausge- 
zeichnete Functionen stimmtlich von nullter Ordnung sind, gleich viele 
Glieder und gleich viele ausgezcichnete Functionen, so giebt es immer 
homogene Beriihrungstransformationen, welche die eine Gruppe in die 
andere iiberfiihren. 

Beweis. Es seien die Glieder der einen Gruppe Functionen von 
%,-*+pn, die der anderen Functionen von z,---p,’. Nach den ge- 
machten Voraussetzungen kénnen die beiden Gruppen resp. die kano- 
nischen Formen erhalten 


a a Se 


gq? 
ae ae 

wo natiirlich die X, P Functionen von den wp und die X’, P’ Fune- 
tionen der x’ p’ sind. 

Nach dem vorangehenden Satze giebt es nun immer solche weitere 
Functionen X, P resp. X’, P’, dass 

X,:---X, P,---P, und X,’--- X, P--- P, 

wiederum kanonische homogene Gruppen bilden. 

Nach Theorem X. (Beweis) bestimmen daher die 2m Gleichungen 

X:=X;, P=—P; 

eine Beriihrungstransformation. Diese fiihrt aber die eine Gruppe in 
die andere iiber; sie ist iiberdies homogen, also ist der Satz erwiesen. 


50. Wir wenden uns nun zu homogenen Gruppen mit ausge- 
zeichneten Functionen, die nicht siimmtlich von nullter Ordnung sind. 


Satz 68. Bilden X,--- X, P,--- P,4m eine kanonische homo- 
gene Gruppe, so giebt es immer solche Functionen X,4,, dass 
X, +++ Xo4i1 P,--- Po4m wiederum eine kanonische homogene Gruppe 


ist, welche die vorgelegte umfasst. 

Denn die Polargruppe von X,---X, P,---P, Py4e+-+ Poin 
ist homogen und enthalt P,.:, welches keine ausgezeichnete Function 
derselben ist. Daher enthalt diese Gruppe (Satz 62.) Functionen null- 
ter Ordnung X,,,, welche 


(Po41 X41) = 1 


Al oe 
ergeben und also unseren Forderungen geniigen. 


Satz 69. ist X,---X, P,---P 4» eime kanonische homogene 
Gruppe, so giebt es solche Functionen X,41-++ X,4,,, dass X, ++» Xg4m 
P, - ++ Po4m eine homogene kanonische Gruppe bilden, welche die vor- 


gelegte umfasst. 








—_— 


= 
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Dieser Satz entspringt unmittelbar aus der m-maligen Anwendung 
des vorhergehenden. 


Satz 70. Bilden X,--- X, P, +++ P,4m eine kanonische homo- 
gene Gruppe, so giebt es solche weitere Functionen X und P, dass 
X,---X, P, +--+ P, eine kanonische homogene Gruppe bilden, welche 


die vorgelegte umfasst. 
Dieser Satz folgt durch successive Anwendung der vorhergehenden 
Siitze dieses Paragraphen. 


Theorem XXII. Besitzen zwei homogene Gruppen, deren ausge- 
zeichnete Functionen nicht sdimmtlich von nullter Ordnung sind, gleich 
viele Glieder und gle ich viele ausge zeichnete Functionen, SO guebt es immer 
homogene Beriihrungstransformationen, welche die eine Gruppe in die 
andere tiberfiihren. 

Denn nach unseren Voraussetzungen kénnen unsere Gruppen bez. 
die beiden kanonischen Formen 


ee © wee 


,~ med ZY. -+ A B+ p+ Bee 


q 

erhalten, wobei alle X P Functionen von #,---p,, alle XP’ Fune- 
tionen von z,'---p, sind. Alsdann giebt es solche weitere Functio- 
nen X, P und X’, P’, dass auch 


X,-:-X,P,->-P, ond Z,::- ACF --- Rh 


kanonische homogene Gruppen sind. Also definiren die 2” Glei- ° 
chungen 


X;= X;, Pp= P; 
wiederunt eine homogene Beriihrungstransformation, welche die eine 
der beiden Gruppen in die andere iiberfiihrt. 

Corollar. Die einzigen Eigenschaften ciner homogenen Gruppe, 
die von der Form der Gruppe unabhingig sind und bei beliebigen ho- 
mogenen Beriihrungstransformationen ungedndert bleiben, sind 1) die 
Zahl der Glieder +, 2) die Zahl der ausgezeichneten Functionen m, 
3) die Zahl der ausgezeichneten Functionen nullter Dimension, welche 
entweder gleich m oder m — 1 sein muss. Hier ist r eine ganze posi- 
tive Zahl, die nicht grisser als 2n sein kann; wir haben ferner in dem 
vorangehenden Abschnitte gefunden, dass r — m eine positive gerade 
Zahl sein muss, und endlich, dass r + m hichstens gleich 2n ist. 


51. Es hat nun gar keine Schwierigkeiten, die Theorien der 
Paragraphen 14., 15. und 16. auf homogene Iunctionen und homogene 
seriihrungstransformationen auszudehnen. 

Es zeigt sich, dass die invarianten Beziehungen zwischen einer 
homogenen Gruppe und einer homogenen Untergruppe vollstiindig durch 
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acht Zahlen bestimmt sind. Die sechs ersten definiren die individuel- 
len invarianten EKigenschaften jeder der beiden homogenen Gruppen. 
Die zwei letzten sind die Zahl @ der gemeinsamen ausgezeichneten 
Functionen, und die Zahl @ oder 7 — 1 der gemeinsamen ausgezeich- 
neten Functionen nullter Ordnung. 

Soll man ein Involutionssystem aus einer homogenen Gruppe aus- 
scheiden, so ist es immer mdglich, eine Erniedrigung in der Ordnung 
der nothwendigen Integrationen zu erreichen. 

Soll man entscheiden, ob x» gegebene homogene Functionen 
H,---H, durch eine homogene Beriihrungstransformation bez. in 
H,---H, sich iiberfiihren lassen, so kann man immer (§ 16.) vor- 
aussetzen, dass alle H; und ebenso alle H; von einander unabhiingig 
sind. Kine erste Forderung ist, dass die entsprechenden Functionen 
der beiden Systeme von derselben Ordnung sind. Ist diese Forderung 
erfiillt,,so bestimmt man wie in § 16. die beiden durch unsere Func- 
tionen bestimmten Gruppen 

H,---H,--+H, wi H,.--+H, +++ He. 
Hier muss a@’ gleich « sein und ferner muss sich jedes (H/ H,) in der- 
selben Weise durch die H;, wie das entsprechende (H;H,) durch die 
H; ausdriicken lassen. Sind alle diese Forderungen erfiillt, so sieht 
man wie damals ein, dass die verlangte Transformation méglich ist; und 
zwar wird dieselbe offenbar eine homogene ‘Transformation. . 

Hiermit sind alle zwischen H, --- H, stattfindenden Beziehungen 
bestimmt, die bei beliebigen homogenen Beriihrungstransformationen 
invariant bleiben. 


i 
§ 25. 


Integrationserniedrigungen, die sich auf die vorhergehenden Ent- 
wickelungen stiitzen. 


Die vorangehenden Theorien zeigen, wie man (die bei der Inte- 
gration einer partiellen Differentialgleichung 
F (zz, ° °° Lp—1 P °° * Pa—1) = 0 
eintretenden Umstinde am vortheilhaftesten ausnutzen kann. Indem 
ich insbesondere auf § 17., 18. und 19. verweise, kann ich mich auf 
das Folgende beschriinken. 
52. Ich setze voraus, dass ein Involutionssystem nullter Ordnung 


MN, =€,, ++. N, =O, 


I 
integrirt werden soll, und dass man eine Anzahl homogene [unctionen 
H, ---+ H, kennt, welche allen Gleichungen (NV; H;,) =0 geniigen. Ist 
es unmdglich, vermége des Poisson-Jacobi’schen Theorems weitere 
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Functionen H zu bestimmen, so bilden N, --- N, l/,---H, eine ho- 
mogene Gruppe. Wir betrachten nun zuerst den Fall, dass diese 
Gruppe ausgezeichnete Functionen enthiilt, die nicht von nullter Di- 
mension sind; sodaun den Fall, dass simmtliche ausgezeichnete Fune- 
tionen von nullter Ordnung sind. 

A. Enthiilt die Gruppe N,--- 
m ausgezeichnete Functiouen 


No+1 ad N, + — | H , 


die nicht siimmtlich von nullter Ordnune sind, so bestimmt man die- 


, H,--+H, ausser N,--- N, 


yo q 


selben (Satz 60.) vermége der Operationen 
m—1, m—2,---3, 2, 1, 1. 
Hinterher behandelt man das [nvolutionssystem 
y - , 1 Y 
Wwe O,, +++ Bean veetis..5, Bat 
nach den in Nr. 38. gegebenen allgemeinen Regeln. 
B. Enthiilt die Gruppe N,---N, H,---H, ausser N,--- N, 
noch m ausgezeichnete [unctionen, die siimmtlich von der nullten 
Ordnung sind: 


| eee 


so bestimmt man dieselben vermége der Operationen 


qQ+m 9 


m, m—1, ie an 


Hinterher stellt sich die Aufgabe, das Involutionssystem nullter Ord- 
nung 

n= Cytm 
mit »—m homogenen Lésungen //,--+ H,—,, der g-+-m Gleichungen 
(N,H) = 0 in méglichst einfacher Weise zu integriren. Zu diesem 
Zwecke stellt man die Gleichungen auf: 


(A) (N,N) =0, +--+ (NoanN)=0, (4, N) =, ---(A-»N) =O, 


ko=s 

1 an 
Ta ll, 
=i OP 


die ein vollstiindiges System bilden miissen. Bestiinde niimlich die 
Polargruppe der Gruppe 


| ee. we eee 


nur aus Functionen nullter Ordnung, so wiire diese Polargruppe mit 


m 


dem Inbegriffe der ausgezeichneten Functionen N, --- N,+, identisch. 
Dann aber wiire die Integration unseres Involutionssystems (‘Theorem 
XIII.) schon als geleistet. zu betrachten; diesen Fall brauchen wir also 
nicht zu beriicksichtigen. Von dem vollstiindigen Systeme (A) kennt 
man nun m-+- gq Losungen N,---+- N,+,3 also findet man eine weitere 


? 


Lisung N,+.+1 vermége einer Operation 










! 
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Hiermit ist Alles zuriickgefiihrt auf die Integration des Involutions- 
systems 

N,=C,,--- No+m+1 = Ch4m+i 
mit r—m Lésungen H,---H,_,, des Systems (N;H)=0. Man geht 
nun in entsprechender Weise weiter und bestimmt eine Function 
Nj4+m4+2 Vermége einer Operation 


2n — 2q r m 2 


u. s. w. und endlich eine letzte Function N vermége einer Operation 1. 
Hiermit ist nach meinen friiheren Entwickelungen (Theorem XIII.) 
das Integrationsgeschift abgeschlossen. 


§ 26. 

Vervolistandigung der Theorie des Poisson-Jacobi’schen Theorems. 

Das Peisson-Jacobi’sche Theorem ist einer Vervollstiindigung 
fihig, die ich jetzt geben werde. Zuniichst betrachte ich beliebige 
Functionen von 2,---p,, sodann homogene Functionen von xp. 

53. Sind gm, und g, Lésungen der Gleichung 

(f @) — 0, 

so sagt das Poisson-Jacobi’sche Theorem aus, dass auch (q@, Q,) 
eine solche Lésung ist. 


Es existiren mehrere verwandte Theoreme, von denen ich hier das 
folgende, von Laurent herriihrende anfiihre: 


Sind m = q,,--+ Qi, Wy,°°* Ue irgend 2k Lésungen der Glei- 
chung (f mp) = 0, so ist immer auch 
oe CPr Ow OW, 
2 my 4 c c a ( mh ( Pa, ¢ Pi, 


eine solche. 

Mayer machte mich gelegentlich auf diesen Satz aufmerksam und 
bemerkte dabei, dass derselbe wahrscheinlicher Weise nur solche Lé- 
sungen geben wiirde, die man auch durch successive Anwendung des 
Poisson-Jacobi’schen Theorems erhalten kénnte. Als Antwort 
konnte ich ihm die Theorie dieser Nummer mittheilen. 

Satz 71. Geniigen alle gemeinsamen Lésungen £’ der Gleichungen 

(9, I’) =0 coe ® (D, F’) = () 
gleichzeitig auch der Gleichung 
(Tr) =O, 


so gehort TT der durch ®, ---®, bestimmten Gruppe ®, ---®,--- ®, an. 
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Denn die gemeinsamen Lésungen der gegebenen q Gleichungen 
sind die Lésungen des vollstiindigen Systems 
(o,F)=0,--- (0,F)=0. 
Bezeichnet man dieselben durch F’, -- + F2,—,, so muss 
(TF) = 0 q oes (TFs n- » = () 
: sein, das heisst TT muss der Polargruppe von I’, --- /2,—, angehdren. 
Diese Polargruppe ist aber eben ®, ---®, selbst. 
Hieraus ergiebt sich sogleich das nachstehende bemerkenswerthe 
. Theorem. 
Theorem XXIII. Kennt man irgend q Lisungen 9,---® 
Gleichung 


» der 


(’'%) = 0 
und findet man aus diesen Lisungen durch irgend welche Operationen, 
die ganz unabhiingig sind von der Form der Iunction I’, eine weitere 
Lisung TI, so gehirt TT stets der durch ®, ---®, bestimmten Gruppe an. 
wenn die Function 
F’ gewissen Beschriinkungen unterworfen ist. Ich werde den wichtigen 


54. Dieses Theorem bleibt nicht mehr richtig, 





Fall, dass J’ eine homogene Function ist, betrachten und fiir denselben 
eine entsprechende Theorie entwickeln. 

Wir haben friiher gesehen (Satz 54.), dass eine jede homogene 
Gruppe, die cine Function ® enthiilt, zugleich die Function 


k= 

NI og 

he PRG p 

k=1 os 
enthalten muss, und (Satz 55.), dass umgekehrt eine Gruppe 9, - - - ®, 
homogen ist, wenn jedes 


k=—n 

be, C 0; 

J, Dh i 
fl" oP 


sich durch die ® ansdriicken liisst. Folglich kann ich iiber die durch 
eine gegebene Function bestimmte lhomogene Gruppe, und ebenso iiber 
die durch mehrere gegebene Functionen bestimmte homogene Gruppe 
sprechen. 


Satz 72. Sei F eine homogene Function, ® irgend eine Function, 
welche zu jener in der Beziehung 
¢ (Fo) = 0 
steht, und endlich , --- ©, die durch ® bestimmte homogene Gruppe. 
Alsdann gelten siimmtliche Gleichungen (J°®,) = 0. 

Dieser Satz ist eine Consequenz eines friiheren (Satz 58.), dass 
nimlich die Gleichung 


— 


(Fo) — 0 





Fe OT OT 








302 
die folgende 


k—n 
(x, Sn, oP ) —" 


top 
k=1 Pi 


nach sich zieht, in Verbindung mit dem Poisson-Jacobi’schen 
Satze. 

Satz 73. Sei # eine homogene Function und 9, --- ®, 
Functionen, deren jede mit J in Invoiution liegt, d. h. (4’0,) = 0 er- 
giebt. Bezeichnet dann ®,---®,---®, die durch ®,---, bestimmte 
homogene Gruppe, so stehen auch die neuen Functionen ® in Invo- 


gegebene 


lutionsbeziehung zu F’. 
Dieser Satz ist eine Consequenz vom vorangehenden in Verbin- 
dung mit dem Poisson-Jacobi’schen Theorem. 
Satz 74. Geniigen alle gemeinsamen homogenen Lésungen FI’ der 
Gleichungen 
(OF) =0, 


zugleich der Relation 


ce (D, fF) = 


(Tr)=O0, 


so gehért TT der durch ®, - ®, bestimmten homogenen Gruppe 
M, ---@,---, an. 

Denn die gemeinsamen homogenen Lisungen I’ der gegebenen q 
Gleichungen sind die homogenen Lésungen des vollstiindigen Systems 


(o,F)=0, cee (Q®, r)y=0. 


Es giebt 2n — yr solche Lisungen F’; -- + I2,—,, welche eben die Po- 

largruppe von ®,--- 4, bilden. Also geniigt TT den Gleichungen 
(IF,) =0, --+ (1 Fea_,) =0, 

das heisst TT muss der Polargruppe von J’, --- F2, angehdren. Diese 


Polargruppe ist aber eben ®, ---@® 


Also haben wir den Satz: 
Theorem XXIV. Kennt man irgend q Lisungen ®, ---®, der 
Gleichung 
(Fo) = 0 


in welcher F eine homogene Function bezeichnet, und findet man durch 


? 


irgend welche Operationen, die von der Form der homogenen Function 
I’ unabhiingig sind, eine weitere Lisung TT, so gehirt TT der durch 
®, ---®, bestimmten homogenen Gruppe an. 

Endlich kénnte man eine entsprechende Theorie fiir den Fall ent- 
wickeln, dass /’ homogen von nullter Ordnung ist. Hierdurch wiirde 
man einige bemerkenswerthe Resultate erhalten. Man wiirde nimlich 
a priori die Méglichkeit einiger Integrationsvereinfachungen einsehen, 
die ich in § 25. in anderer Weisse erreicht habe. 
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Indem ich schliesse, stelle ich ein allgemeines Problem: 
Seien H, ---H, homogene Functionen erster Dimension, die in 
solechen gegenseitigen Beziehungen stehen, dass jedes (H;H,) sich als 
lineare Function mit constanten Coefficienten der H ausdriickt: 

o—a@ 

y ik 
(HH, = >'C) H,. 

w=1 
Alsdann sage ich, dass alle H eine Transformationsgruppe bilden, und 
hetrachte dabei alle lineare Functionen der H von der Form 


d,H, + d,H, +---d,H, 


als mit den H selbst gleichberechtigt. Ich frage nun nach den Kigen- 
schaften einer gegebenen Transformationsgruppe, die bei homogenen 
Beriihrungstransformationen invariant bleiben. Ich habe gefunden, 
dass es eine begrenzte Zahl Typen von Transformationsgruppen giebt. 
Es muss spiteren Arbeiten vorbehalten werden, den priicisen Sinn, 
die Richtigkeit und Bedeutung dieser Behauptung darzulegen. 


Christiania, 5. Juli 1874. 
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Directe Begriindung der Theorie der Bertihrungstrans- 


formationen. 


Zusatz zu der vorhergehenden Abhandlung. 


Von A. Mayer in Leipzig. 


In dem vorangehenden Aufsatze begriindet Lie die Theorie der 
Beriihrungstransformationen in der Weise, dass er die Aufgabe, alle 
Beriihrungstransformationen zu bestimmen, als einen speciellen Fall 
des Pfaff’schen Problems auffasst und auf dieselbe die Resultate an- 
wendet, die Clebsch fiir das letztere Problem gewonnen hat. Man 
kann aber auch ohne allzugrossen Rechnungsaufwand die genannte 
Aufgabe ganz direct angreifen, und bei ihrer fundamentalen Wichtig- 
keit hat dieselbe gewissermassen ein Anrecht auf eine solche selbst- 
stiindige Behandlung. Aus diesem Grunde und weil hierdurch die 
Lie’schen Untersuchungen auch demjenigen zugiinglich werden, der 
sich noch nicht niher mit dem Pfaff’schen Probleme beschiiftigt hat, 
lasse ich hier diejenige directe Ableitung der Fundamentalformeln aus 
der Theorie der Beriihrungstransformationen folgen, die ich bereits in 
den Géttinger Nachrichten 1874, 8. 317, mitgetheilt habe und auf die 
sich Lie am Ende der Kinleitung und im Eingange zum ersten Ab- 
schnitte bezieht. 

Ich schicke zuniichst, um spiiter den Gang der Untersuchung nicht 
durch Nebenbetrachtungen aufzuhalten, einen Hiilfssatz tiber Functio- 
naldeterminanten voraus: 

Ks seien X,, X,,--- X, Functionen der » + 1-+h Variabeln 


Ly, V5 +++ La4, und allgemein: 


Wenn dann siimmtliche Determinanten der Form: 
| 
0k 
(Ok, cee e.) == S + a, a, oc ee 
: ' 
verschwinden, in denen k,,---k, irgend x von den Zahlen 1, 2,--- 
n-+-h bezeichnen, so verschwinden, vorausgesetzt, dass nicht jede 


. 
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der » + 1 Functionen X frei von 2, ist, tiberhaupt alle Determinan- 


ten von der Form: 
u a k 
(kg hy +++ kn) = > + a) a,'>++a,", 

in denen ky, k,,---kn» beliebige »-+ 1 der Zahlen 0,1,---n+h 
sind, und die Functionen x. X,,-+°+ Xn+, sind Pie nis unab- 
hiingig von einander. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Bezeichnet man niim- 
lich durch A die Determinante: 


Ps +a’,,a. aX ais ++ a‘ 
n4+1% 1 n ? 

k 4 ky =) 2 2 \ 2 » > x7 j > 
in der On419 @11>°** G4, beliebige neue Elemente sind, so ist 
nach den gemachten Voraussetzungen : 

OA OA OA 

= meee = = O 
ko : a” a ky, ? 
C @41 4 n+1 ¢ n+1 
. oe 0 0 0 . . . T . 
wiihrend die Gréssen a, a,, +--+ a, nicht simmtlich Null sind. Aus 
den Identititen : 
. e @a@ . ke OA k, OA 
0=a, —— + a;- a = lida k, 
MG sy OG a1 OG. 41 
in denen i=(, 1, +--+ ~ ist, ergiebt sich daher sofort: ‘ 
0A 7 ’ 
Oo= Peg as (kjk, ee. - ky), 
OG 44 


was eben zu beweisen war. — 

Das allgemeine Problem der Beriihrungstransformationen nun, zu 
dessen Lésung ich mich jetzt direct wende, besteht nach der Lie’schen 
Definition in Folgendem: 

Man soll “om 2n-+1 Grissen Z, X,,--+ Xn, Py,--+ Pa als 
Functionen der 2n-+-1 unabhiingigen Voriahele B, Ly, °° Buy Dry? * Dn 
so bestimmen, dass identisch ; 


i=s k=a 
dZ > Pax, = o(dze— Dy des 


wird, wo @ irgend eine Function jener Variabeln ist. 


Diese Forderung zerfillt unmittelbar in die 2n+1 Gleichungen: 


i= 


az Ox; 
(1) dz me P; =, 
= 
i=n aw 
= aZ Ox, 
(2) in BP, oz, — 
k (= 
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ag 4 ax. 
(3) oe we O, 
OP; _ OP, 


Bezeichnet man aber zur Abkiirzung durch das Zeichen 


d . : "7 
die Operationen -— ++ ), 
dx, Ox, 


~ 


so lassen sich nach (1) die Gleichungen (2) durch die folgenden er- 
setzen: 
(= . 
1Z , dX, 
c Z Pa S P; a 0. 
dx, —_ dx, 
‘=% . 
Das vorgelegte Problem wird also gelést durch die 2” Gleichungen: 
i=n “ 
dZ yp aX; 
A, = = » P 


, . = 
dx, a : dx, ? 


, i= Rn b 
B, = oz — > P. : =), 
OP; f= OP; 
in Verbindung mit der Gleichung (1). 


Nun gelten, wenn man unter f eine beliebige Function von gz, 


X%y,*** En, Pyy*** Pa Versteht, identisch die Relationen: 
d df d df _ 0 
dz, dx, dz, dx, 
t df _ d a OP; of 
Op, ax, dx, Op, OP, dz’ 
c of —.. Of __ 0 
OP, OP; Op, OP, 


und durch Anwendung derselben ergeben sich unter Benutzung der 
Gleichung (1) aus den Gleichungen (4) sofort die folgenden Beding- 
ungen fiir die Functionen X und P: 


i n 


II 





=~ (4@P, dd, dP, aX, 
S ( 1 — 1 - _ iz. 1 *) = O , 
=, 6 a), ad, € XL, ¢ x), 
‘RS ap, ax, aP, eX, Op, 
(a) P: ( Op dx da Op, ) eis 0 os 
me NOP, FX GX, CP, Pr 
> ‘OP, aX; aP, éX,; 
‘s=2 ( OP, OP, OP, OP), ) i ; 


Mit Hiilfe dieser Relationen erhiilt man aber aus den 2” linearen 
Gleichungen: 
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k= 8 
dx; oe Ari 
a a (Ge: Ye + OP, a), 
(b) nn n 
N dP, oP, ) 
we — ( dx, mF op, ~* 
sofort die folgenden 2n: 
i= ~4 / 0 P, a Xx; 
S (w mA) —— ee ) = OY, ; 
i=" C P;, OP, 
(c) = 
: = & r 
>> aP; dX, 
pe) (w dx, oe te.) — 
i 1 ae a/ 


Die Gleichungen (a) lassen sich also auffassen als die nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die Gleichungen (ce) die 
Auflésungen seien der Gleichungen (b). Daraus erhellt unmittelbar, 
erstens dass die Determinante: 
rd 4 dX, dX, OP, OP, 


5 ~ c ih : sod 
\) , hal —- AX; dx, Op OP» 


nur mit @ zugleich verschwinden kann, und also, da g, in Folge der 
Natur unseres Problems, nicht identisch verschwinden kann, nothwendig 
verschicden von Null sein muss, und zweitens, dass man die Gleichungen 
(a) ersetzen kann durch die folgenden: 


(6 { (X;X,] = [ X, P;) = (P;, Pi] =0, 
0) l 'P,Xs) =e. 


wo allgemein das Symbol [/’®] den Ausdruck bezeichnet: 


Op, dx, dx, Op, 


Azan 
[Fo] = >> (35 d® dk z=}. 
i—1 


/ 


In Folge der Bedingungen (6) aber gelten fiir die durch (4) definir- 
ten Ausdriicke A, und 2B, die identischen Relationen: 


~ 


=n 


— , aX, OX, ae 
(B ee oe A; = ) = [ZX], 
si wh OPx 
t= 
dP, oP; 
> eat 4 un [FP 2 
Dy) (Bitz, — At ip, ) =P + oP. 


Wegen der oben bewiesenen Higenschgft der Determinante RF lassen 
sich daher die 2n Gleichungen (4) ersetzen durch die folgenden 2n: 
[ZX J=—0, (ZR) —— oh 


und wir erhalten somit den Satz, den Lie ohne Beweis angiebt: 


20* 








Damit identisch 





‘=. ie 
dZ — > P,d X; = o (dz — > pred xy) bd 
s=1 k=1 g 
werde, ist es nothwendig und hinreichend, dass £ 
re -—- w= 4 > , % 
7) { (2X2) = (X; Xi) = (XL Pi] = (Pi: Pj =0, 
(7 > " ‘ 
\ (PAMij=e, (4P:)—— eP, 
Sei, wo 
i=n 
— N’p ox, 
ve _— ‘02 
- 
ist *), 
Man sieht ferner leicht 
Il. dass diejenigen Functionen Z, X,,--+ Xn, P,, +++ Px, welche 
das betrachtete Problem lisen, von einander unabhingig sind. 
Die Functionaldeterminante 
am >) + 92% ... 2a... 
- G2 OX Ox, OM OP, 
niimlich lisst sich so schreiben: 
A = . j -f- of aX, 2 = é Xi oP, “ee oP, . 
a -—- 02 ax, dx, Op CP» 
Setzt man aber hierin fiir die Elemente: 
@Z aZ dZ OZ OZ 
os ° dz,’ dz,’ Op,’ OP, i 
ihre Werthe aus den Gleichungen (1) und (4) ein, so erhilt man sofort 
A=oR, 
was nach dem Vorhergehenden die obige Behauptung beweist. i 


Auf der andern Seite ist stets: 


i= és @ 
*, Z 07 4 r , 

2 (Bde, — 48 See) = ZX, 

r=1 k Pr i=1 

k=n 1X ax ‘= 
@Ay OM \ egy. > Pl Pa 

be (2 Tat — Ae Ge ) =(42%i) + DPX Xi. 

Sobald man also » + 1 Functionen Z, X,,--- X, gefunden hat, 


‘welche die eer Gleichungen 
(8) [Z Xi] = 0 ; [X, Xj] = () 
erfiillen und fiir welche iiberdies nicht alle Determinanten von den 


Formen: 


*) Staz 13. von Lie. 
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* 
x 
? 
3 

'] 











Beriihrungstransformationen. 


dX, dX; OX;44 0X,, 
eile’ eee aD, > 


-** te Op 
dx, dx, Pr, 


oder: 
xX, ax aX, 
d X;, o ais Cc 3 


7 aZ 4X, , 
>+4 —_ Les Saapee 
Ly, Ay, 2}. OPx, oi CPx, 


Null sind, so ziehen immer » von den 2” Gleichungen (4) die » iibrigen 
nach sich. 

Nun kénnen jene Determinanten nicht siimmtlich den Werth Null 
besitzen, sobald irgend eine Determinante der Form: 





(9 S74 2H oe. | OM OMar || Oy 
: me — 02 Cay, Oa, OPK, OP, 
_. a she oZ ax, dX; 2 X41 ox, 
et ke. Big dx, diy OP, OP. 


verschieden von Null ist, und es bestimmen dann die » Gleichungen: 


Ay, =0,-++Ap=0, By, =0,--+ By =0 


ie 1 
in Verbindung mit der Gleichung (1) eindeutig die n-+-1 tibrigen Un- 
bekannten des Problems P,,--- P, und g. 

Die Determinanten von der Form (9) selbst aber kénnen nach dem 
vorausgeschickten Hiilfssatze nicht alle identisch verschwinden, sobald 
Z, X,, -+ X, von einander unabhingige Functionen sind und nicht 
jede derselben frei von z ist, und diesen Bedingungen miissen die ge- 
nannten Functionen geniigen, wenn sie unser Problem lésen sollen. 
Denn nach II. miissen sie von einander unabhiingig sein und in Folge 
der Gleichung (1) muss wenigstens eine von ihnen die Variable z ent- 
halten. 

Hiermit ist der folgende Satz gewonnen: 


Ill. Um das Problem 


(== 8 k n 
dZ— >) P.aX; = 0 (de — >) mda) 
ge et 


zu losen, ist es nothwendig und hinreichend, dass man n-+-1 von ein- 
ander unabhingige Functionen Z, X,,++- X, der Variabeln 2, %,,+++ In, 
Prot* Pa gefunden habe, welche nicht stimmtlich frei von z sind und 
paarweise den Gleichungen geniigen: 


(‘shi O, (Mike. 


Die noch tibrigen n + 1 Unbekannten P,,--- Px und @ bestimmen 
sich hierauf eindeutig aus der Gleichung (1) und aus n von den Glei- 
chungen (4). 

Den Zusatz: ,,welche nicht stimmtlich frei von z sind* kann man 
aber ganz weglassen, wodurch unser Satz iibergeht in das Theorem I. 
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von Lie. Denn es giebt keine »-+ 1 von einander unabhingigen 
Functionen, welche die Gleichungen (8) erfiillten und frei wiiren von <. 
In der That betrachtet man Z, X,,--- X, als blosse Functionen von 
Ly,°** 2a, Py» *** Pa und nimmt an, dass X,,--- X, paarweise den 
Bedingungen: 
[Xa X;| ans () 
geniigen und von einander unabhiingig sind, so bilden die » Glei- 
chungen : 
[ZX,)=—0, wes [ZX,] = 0 

ein System von # linearen partiellen Differentialgleichungen fiir die 
Function Z, welches nur 2” unabhingige Variable enthilt und in 
welchem keine Gleichung eine blosse algebraische Folge der iibrigen 
ist. Dies System kann daher nicht mehr als x unabhiingige Lésungen 
besitzen und diese sind eben X,, X,,--- Xn. 

Aus diesem Lie’schen Satze ergeben sich zwei héchst wichtige 
Resultate fiir die partiellen Differentialgleichungen 1. O. 


Betrachtet man X, als eine beliebig gegebene Function von z, 


Xy,***Xny Py, +++ Pn, die Variable z als Function von z,,--- 2, und 
die Gréssen p,,---p, als die partiellen Ditferentialquotienten von z 
nach #,,--+2#,, so wird die Gleichung 

X, = const. = a, 


eine partielle Differentialgleichung 1. O. zwischen der unbekannten 
Function z und den » unabhiingigen Variabeln 2,, - - + 2. 
Nach der Cauchy’schen Methode*) geniigt nun zur vollstindigen 
7d 5 5 
Integration dieser Gleichung die Kenntniss aller Lésungen der linearen 
partiellen Differentialgleichung mit 2 -+ 1 unabhiingigen Variabeln 
2) By°°*Uny Pir >>> Pn: 
(10) [X,F])=—0. 
Hat man aber » von einander, wie von der gegebenen Function X 
? o's 1 
~ se : r . n (n+ 1) 
unabhingige Functionen X,,---X,, Z gefunden, welche den - / 
Gleichungen (8) geniigen, so kann man nach dem letzten Satze durch 
blosse Auflésung linearer Gleichungen » andere Functionen P,,--- P, 
finden, durch welche die Gleichung 


= =a 
lZ > P,dX le— >'md 
Gi -—— id@A; = @(dz2 — , Prd ey) 
s=1 &=1 
zu eimer identischen wird. Da aber nach Satz I., alsdann fiir i = 2, 


3, oe en 
|X, 2] —_ Xx, X;| == [X, P;) = 
ist, so sieht man mit Riicksicht auf II., dass: 


*) Vgl. diese Annalen Bd. III., S. 446. 




















Beriihrungstransformationen. 





Pen ,, X,,°*:2,, 2, B,°++ Pf, 
die 2” unabhiingigen Lésungen der Gleichung (10) sind. Man hat 
daher den Satz*), auf welchen sich die wichtige Verallgemeinerung 
griindet, die Lie der Jacobi’schen Integrationsmethode der partiellen 
Differentialgleichungen 1. O. gegeben hat**), 
IV. Um die gegebene partielle Differentialgleichung 1. O. 
A, (2, My°** ny Pyy- * Pn) =e 

vollstiindig integriren zu kinnen, braucht man nur irgend n von einander, 
wie von H, unabhdngige Functionen H,,--- H, der Variabeln z, x,,--+ Xn, 
Prot Pn gefunden zu haben, welche paarweise den Bedingungen: 

| H;H,) = 0 
geniigen, wober cs durchaus nicht nothwendig ist, dass, wie friiher ver- 
langt wurde, die F'unctionen H,, H,,--- H, gerade in Bezug auf z, 
Prs*** Pn von emander unabhdngig seien. 

Hat man umgekehrt die partielle Differentialgleichung H, =a, voll- 
stiindig integrirt, so kann man immer***) auf rein algebr raischem Wege 
n von einander, wie von H, unabhiingige Functionen H,, --- H, finden, 
welche alle Bedingungen 





[H, Hi] =0 
erfiillen. Nach dem Vorhergehenden bedarf es dann aber nur noch 


der Auflésung von linearen ‘Gleichangen , um alle 2 Lésungen der 
linearen partiellen Differentialgleichung 
iP) = 
zu erhalten. Dies ist aber nichts anderes als eine neue und allgemei- 
nere Form des bekaunten Jacobi’schen Satzes: 
V. Die Auffindung aller Lisungen F der Charakteristik: 
[HF] = 0 
liisst sich zuriickfiihren auf die vollstindige Integration der partiellen 
Differentialgleichung 1. O. 
H, =e 
Die wichtigste Classe von Beriihrungstransformationen ist diejenige, 
bei welcher in den Functionen X,,---X,, P,,---P, die Variable z 


gar nicht vorkommt. Aus dem Vorhergehenden folgt sofort, dass in 
diesem Falle die Function Z die Form haben muss: 


=Az+TI, 





*) Satz 17. von Lie. 
**) § 7. der Lie’schen Abhandlung,. 
***) Vgl. Nr. 17. der Lie’schen Abhandlung. 
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Pry *** Pu ist. 


wo A eine Constante und TT eine blosse Function von 2,, - - - 








Beriihrungstransformationen, 





Bay 


In der That,. wenn die Functionen X und P die Variable z nicht 


enthalten, so ist auch 


@ = (Pi Xi) 


frei von z, und indem die Gleichung (1) unter der gemachten An- 


nahme sich auf: 


OZ __ 
. . . 02 bs ° 
reducirt, ergiebt sich: 
Z=o2+T. 
Durch diese Substitution 
= ax 
e@ a oTT — P OA; 
Ox, + Cx, — * 02, 
: : (=e aX 
QO. = a S' p OA; 


aber werden die Gleichungen (2) und (3): 


=—— OP; 


und zeigen daher, da in ihnen die Variable z nur je in dem ersten 


Gliede vorkommt, dass 9 = const. sein muss. 


Hiermit ist der Zweck dieser Note erreicht, insofern darin nur 
gezeigt werden sollte, wie man die Theorie der Beriihrungstransfor- 
mationen unabhiingig von der Theorie des Pfaff’schen Problems dar- 


stellen kann. 


Pa 




















Ueber eine Erweiterung der Lie’schen Integrationsmethode*). 


Von A. Mayer in Leipzig. 


Unter der Voraussetzung, dass H,, H,,---H, von einander un- 
abhiingige Functionen der 2” Variabeln: 
V aV 


°° DO, = 
el eae 


es? ee 


sind und dass diese Functionen paarweise die Bedingungen: 
(H;, H.] = 0 
erfiillen, liefert bekanntlich die Lie’sche Methode den Satz: 

I. Sind H,, H,,---+ H, gerade in Bezug auf die Differential- 
quotienten p von einander unabhingig, so lisst sich die simultane In- 
tegration der r partiellen Differentialgleichungen: 

(1) H, =h,, H, =h,,---H, =h, 

zuriickfiihren auf die vollstiindige Integration einer einzigen partiel- 
len Differentialgleichung mit nur noch n — + + 1 unabhiingigen Va- 
riabeln. — 

Lassen sich dagegen--— immer unter der oben angegebenen Vor- 
aussetzung — aus den Gleichungen (1) die Gréssen p vollstiindig eli- 
miniren, so besitzen diese Gleichungen iiberhaupt keine gemeinsame 
Lésung und daher kann auch von einer simultanen Integration der- 
selben ké@ine Rede mehr sein. Immerhin aber bilden noch diejenigen 
von den Gleichungen (1), die von einander unabhiingig sind in Betreff 
der p, fiir sich ein Jacobi’sches System, und wenn die Lie’sche 
Methode wirklich dasselbe zu leisten vermag, was seit ihrer Verbes- 

‘) meine Vereinfachung der Jacobi’schen Methode 





serung durch Lie** 
leistet, so muss sich ohne Zuhiilfenahme fremder Betrachtungen zeigen 
lassen, dass man auch in dem letzten Falle jedes in den Gleichungen 
(1) enthaltene Jacobi’sche System mit Hiilfe der iibrigen Gleichungen 
(1) zuriickfiihren kann auf eine einzige partielle Differentialgleichung, 
die nur noch x» — 7 -+ 1 unabhiingige Variable besitzt. 

Diesen Nachweis zu liefern und damit der Lie’schen Methode die- 
selbe Allgemeinheit zu geben, die durch Lie der Jacobi’schen Me- 


thode zu Theil geworden ist, ist der Zweck der folgenden Mittheilung ***). 


*) Vgl. diese Annalen Bd. VI., S. 162. 

**) Vel. S. 240. 
***) Kine friihere Note (Géttinger Nachr. 1873, Nr. 11) verfolgt zwar bereits 
einen iihnlichen Zweck, betrachtet aber nur den speciellen Fall, wo r — 1 von 
den Gleichungen (1) ein Jacobi’sches System bilden. 
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Der Wunsch, durch dieselbe meinen friiheren Aufsatz im VI. Bande 
dieser Annalen in der Art zu ergiinzen, dass beide zusammen so zu sagen 
ein einheitliches Gesammtbild der Lie’schen Methode gewihren, mige 
es entschuldigen, wenn ich zum Theil auch bekannte Sachen, wie na- 
mentlich den oben angegebenen Satz |., von Neuem reproducire. — 
Neben dem bekannten Zeichen: 

hA=n 


“ae Y/oF ae oF @® 
(F, >) = > ( 

: fm, \ OM OPr CP, O%N, 
gebrauche ich im Folgenden noch, wenn F und ® als Functionen an- 
derer Variabeln g,',---@n, p; --~- Px angesehen werden, die Bezeich- 


nung: 
A= 


a 
, ' » F ¢® cF 60 
en ai (a op, OP, oa, ): 
Aus dieser Definition ergiebt sich unmittelbar der Satz: 
Il. Wenn man in den Functionen J’ und ® von 
Gir ** YImy Umit, *** Uny Pips * * Pmy Putis** * Pn 
diese Variabeln resp. mit: 


Gis° °° Ams Pmtiy*** Pay Pry s+ —Piny Umpry ++ Un 
vertauscht, so geht (J, ©) iiber in — (F, %)’. 
Dies vorausgeschickt seien nun H,, H,,---H,, Functionen von 
Gi>*** ny Pi>*** Pn, Welche paarweise den Bedingungen 


(H;, H,) = 0 
gentigen. Ich nehme an, dass sich aus den m Gleichungen: 
(2) H, =h,, H,=h,,---Hy,=h 
in denen h,, h,.,-- + h,, willkiihrliche Constanten bezeichnen, die Va- 
riabeln p,, ~.,-+ +m bestimmen lassen, und bezeichne durch: 


my 


(3) P =F, po = Fy, +++ Pun = Fn 
die so erhaltenen Werthe, wobei also in den Functionen I’, F’,,---F', 
nur noch die Variabeln q,, +++ Gn, Pm+41,°*** Pa Vorkommen. 
Durch die Substitutionen (3) wird dann mit der Gleichung H;=h; 
zugleich auch die Gleichung: 
im , ‘. 
oH; + Zz oH, oF, 0 
_ fi oR ® 


identisch erfiillt, sobald man unter « irgend eine der Variabeln 4, ,--- Gn, 


- ie. ‘ : OP, 
Pm+i,**: Pn Versteht. Da aber in dieser Voraussetzung jedes = = () 


ist, so kann man die letztere Gleichung auch so schreiben: 
A=m 


oH; % oH; OF — p,) 
(4) + az ee anil 


ass 


Ox Op, Cx 











hey 








| 
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und in dieser Form erhellt unmittelbar, dass die Gleichung auch fiir 


L=P;)P»,*** Pm noch richtig bleibt. Nun ist der Ausdruck (H;, H,) 


eine lineare homogene Function der Differentialquotienten von H;. Setzat 
man daher die aus (4) folgenden Werthe dieser Differentialquotienten 
ein, so ergiebt sich: 


A=m 


: cy @8y 
(Hy, Hi) = — a ape (Fi — ay Hi), 


und indem man die Formel (4) auch auf die Differentialquotienten von 
H, anwendet, sieht man, dass durch die Substitutionen (3) identisch 
wird: 


‘= 0H, "St oH, ... : : 
(Hi, Hi) = >) tS) 8 (ay Fu — 
Ps OPA a=} OP u 
Bedenkt man nun, dass die Determinante: 
Sp OH, Ot, ||| OMn 
<—— — OP; Ope CP, ? 


da sie an sich nicht Null ist, auch nicht dadurch verschwinden kann, 
dass man die in ihr gar nicht vorkommenden Grossen h den gegebe- 
nen Functionen // gleichsetzt, so ergiebt sich aus der erhaltenen For- 
mel sofort, wenn man zunichst die m Identititen: 
(H,, H.) =0,---+ (An, Mi) =0 
anwendet und sodann beriicksichtigt, dass dieselben auch fiir 1, 2, 
-m gelten sollen, dass in Folge unserer Voraussetzungen jedes 

? (Fi — pa, Fu — pu) 
identisch Null ist. Daraus aber folgt nach Satz LX. meines friiheren 
Aufsatzes, dass die m partiellen Differentialgleichungen (3) und dem- 
nach auch die gegebenen (2) sich zuriickfiihren lassen auf eine einzige 
partielle Differentialgleichung mit nur noch n — m-+ 1 unabhingigen 
Variabeln , womit der Satz I. bewiesen ist. — 

Nehmen wir nun aber an, dass uns irgend m-+s unabhingige 
Functionen H,, H,,--+ H+, der Variabeln q,,-++ Gn, Py>*°* Pn VOr- 
gelegt seien, welche die Bedingungen: 

(H;, H,.) = 0 
erfiillen, aber so beschaffen sind, dass sich aus den m-+s Gleichungen: 
(5) A, =h,, H,=hy, +++ An+s = hints 
die Differentialquotienten p ganz eliminiren lassen. 

Da der Fall, dass alle m-+ s Functionen H frei von den p waren, 
keinen Sinn hat, so will ich annehmen, dass etwa die m ersten Glei- 
chungen (5) sich nach p,, Po,+*- Pm auflisen lassen, wihrend durch 
Substitution dieser Auflisungen die s leteten Gleichungen (5) fret wer- 
den mégen von allen p. 








A, Mayer. 


In dieser Voraussetzung bilden nach dem Vorhergehenden die Glei- 
chungen : 


(2) H, =h,, H,=h,, >>: Ha he 


ein Jacobi’sches System und es fragt sich nun, wie kann man, ohne 
die Lie’sche Methode zu verlassen, zur Integration dieses Jacobi’schen 
Systems die s iibrigen Gleichungen (5) verwerthen? 

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir zuniichst untersuchen, 
in Bezug auf welche m-+s von den 2m Variabeln q und p die Functio- 
nen H,, H,,---+- Hn+s bei unseren Voraussetzungen von einander un- 
abhingig sind. 

Bezeichnen wir wieder durch 
(3) : ee F,, a F,, <= Fn 
die Auflésungen der Gleichungen (2), so wissen wir aus dem Vorher- 
gehenden, dass jedes 

(1°, — pa; F,, — Py) = 0 
ist. Weiter, wenn unter ®,,,1,---®,,,, die Werthe verstanden wer- 
den, welche die Functionen H,,..;, --- 1,4; durch die Substitutionen (3) 


erhalten, so erfiillen diese Substitutionen fiir k—m-+1,---m-+s und 
B= ,,°°* Any Pm+iz*** pn mit der Gleichung H, = %, gleichzeitig 


auch die Gleichun 


iM 
g: 
a ASM a mu 
oo, = OH, 4 Ny) OH, ¢F, 
Ou Ox fn! OP, = 0% 


welche, wenn man ihr die Form giebt: 


fe =m 


0x —ti« NT OP Ox 
auch fiir = p,,+-+p, noch Geltung behilt. Hiernach und nach (4) 


wird daher durch die Substitutionen (3) fiir i=1, 2,---m und k=m-+1, 
--m-+s: 
i=m 
5) OH; , 
(H;, H,) = — (Fy — pi, ®, ) 
=1 Ova 


A=m “=m 


TN 6H, éH, 
= OP, Py 


+- (Li— pa, Fi, — Pu) » 


i=1 
woraus folgt, dass die Identititen 
(H;, Hy) = 0 und (Fy — yr, Fu — pu) = 0 
die folgenden nach sich ziehen: 
(6) (Fi — pr, Ox) = 0. 
Nach Voraussetzung sind nun die Functionen ®,, 4;,+++®,.4.4, als die 
Werthe, welche H,,,.:,---Hn4, durch die Substitutionen (3) anneh- 









y 


ae 
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men, frei von allen p und von einander unabhiingige Functionen der 
Variabeln g. Nach (6) ist daher jede derselben eine gemeinsame Li- 
sung der m Gleichungen: 
A=n ? 
ago N) @F, a0 


% da. oo ( 
. I gan. OFA edn 





== (), 


Daraus folgt aber sofort, dass ®,,41,---®,,., von einander unabhiingig 
sind in Bezug auf s von den Variabeln 
Ym+1,°** In- 
Denn die Annahme 
®,, s = @ (D,41, pital Diunto- ts Ses dm) 
+ 1 

wiirde fiir 4 = 1,2,---m 

cP —( 

O%’7 
ergeben und folglich der Unabhingigkeit der Functionen ®,,41, --- Pn+. 
widersprechen. 

Hiermit ist der Satz gewonnen: 


Ill. Es seien H,, H,,--- H,4. von einander unabhingige Fune- 
tionen der Variabeln ¢,,-+- Gn, Pi, *** Pn, Welche paarweise den Be- 
dingungen ; 

(H;, H,) = 0 


geniigen. Wenn sich dann aus m von den Gleichungen 

H, = hy, H, od Res cas Bets as hin+s 
die Gréssen p,, p., --- Pm bestimmen lassen und durch Substitution 
dieser Werthe die s iibrigen Gleichungen frei werden von simmtlichen 
Variabeln p, so sind nothwendig die Functionen H,, H,,--- Hn+; 
unabhiingig von einander in Bezug auf p,,---pm und in Bezug auf s 
von den Variabeln gm4i, +++ Qn- 

Um nunmehr zur Beantwortung der aufgeworfenen Frage zu ge- 
langen, brauchen wir nur noch auf unser Jacobi’sches System (2) 
den folgenden Satz anzuwenden, der sich als specieller Fall unmittel- 
bar aus dem Satze II. in meiner friiheren Abhandlung ergiebt, wenn 
man dort 

QD = CnQm 4. “0 Oye 
nimmt und die Bezeichnung der Variabeln passend abiindert: 


IV. Wenn die m, nach p,, p.,-++ Pm auflésbaren Gleichungen: 
OV 
AH, =h,, H,=h,, +++ Hn =hn, (v = 24;) 


ein Jacobi’sches System bilden, so gilt dasselbe auch von den m 
Gleichungen : 
a ae 
H, =h,, Hy =h,,--- Hy, = hn, (». = ba" ), 
i 


in die sich die vorhergehenden verwandeln, wenn man: 
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G1> eee 
resp. mit: 

hs ee Ym) P15 Sn ‘Dns —Pis° a —Pm > Qm+1; subi qn 
vertauscht, und man kann aus einer beliebigen vollstiindigen Lésung 
des letzten Systems durch blosse algebraische Operationen eine voll- 
stiindige Lésung des ersten erhalten. — 


Wm; Ym+1) -* © Gas PP ~ Sieve Pm 5 Pm+1> SS) Pn 








Die Functionen H,’, H,',--- H),4, niimlich, die aus unseren 
1? 2) + ’ 
Functionen H,, H,,--- Hn+, durch die angegebene Vertauschung 


entstehen, sind nach Satz III. unabhingig von einander in Bezug auf 
die Differentialquotienten p’. Wegen der Identitiiten (H;, H,) = 0 ist 
tiberdies nach Satz II. auch jedes (H;, H,’) =O. Nach Satz I. bilden 
daher die m + s Gleichungen: 

H, =sh,, H, =h,, --+ Har: =har: 
ein Jacobi’sches System, dessen Integration sich auf die vollstindige 
Integration einer einzigen partiellen Differentialgleichung mit nur noch 
n—m—s-+1 unabhingigen Variabeln zuriickfiihren lisst. Jede 
vollstiindige Lésung dieses Jacobi’schen Systems ist aber zu gleicher 
Zeit auch eine vollstaindige Lésung des Systems: 

H/ =h,, H, =—h,, --- H, = ha 

und auf das letztere ist eben durch Satz IV. das vorgelegte System (2) 
zuriickgefiihrt worden. 

Wir erhalten somit als Endresultat das Theorem: 

Um das gegebene Jacobi’sche System von m partiellen Differential- 
gleichungen mit n unabhingigen Variabeln: 

Hi (15+ ** Qny Pip t+ Pn) =H hi, $= 1,2,---m 
auf eine einzige partielle Differentialgleichung mit nur noch n—m—s+1 
unabhiingigen Variabeln zuriickfiihren zu kinnen, geniigt es, irgend s 
von einander, wie von H,,--- H, unabhingige Functionen Hn+1, ++ 
H,,,4.; der Variabeln q und p gefunden zu haben, welche alle Gleichungen 
(H;, H.) = 0 erfiillen. 

Will man diesen Satz auf den wichtigsten Fall einer einzigen par- 
tiellen Differentialgleichung anwenden, so braucht man nur m = 1 zu 
nehmen. Setzt man iiberdies noch s =x — 1, so erhiilt man den Satz 
von Lie: 

Die vollstiindige Integration der gegebenen partiellen Differential- 
gleichung 

H, (M1 °° ny Dy,°** Da) = hy 
erfordert stets nur noch eine Quadratur, sobald man irgend »—1 von 
einander, wie von H, unabhiingige Functionen H,,---H, gefunden 
hat, welche den Forderungen (H;, H,) = 0 geniigen. 





































Untersuchungen im Gebiete des logarithmischen Potentiales*). 


Von MEuTZNER in Meissen. 


ee) 


§ 1. 


Hauptaufgabe; Ueberblick der Loésungsmethoden. 


Das Problem, welches den Hauptgegenstand des Folgenden bildet 
und welches sich dahin aussprechen liisst: 

Eine Function der beiden rechtwinkligen Coordinaten zu 
ermitteln, welche im Innern einer gegebenen Ellipsenfliiche die 
bekannten Eigenschaften des logarithmischen Potentiales besitzt 
und am Rande der Fliiche vorgeschriebene Werthe hat, . 

dies Problem ist nur ein Specialfall des allgemeineren: 

Kine Function ® der rechtwinkligen Coordinaten 2, y zu 

ermitteln, welche erstens innerhalb einer gegebenen Fiche % 


durchaus der Gleichung geniigt: 
j 0?® o?® 
Ad = £ — =0 
® 0x + oy Ks 
‘ ° o® om . 
welche zweitens sammt den Ableitungen ey nnerhalb der 


gegebenen Fiche iiberall eindeutig und stetig ist, und welche 
drittens endlich am Rande der Fliche %, d. i. auf der Begren- 
zungscurve derselben vorgeschriebene Werthe © = / besitzt. 

Zur Lésung dieser Aufgabe bieten sich im Allgemeinen vier ver- 
schiedene Wege dar, die im Nachstehenden kiirzlich charakterisirt wer- 
den sollen. 

Die erste Methode geht unmittelbar auf die Lésung des gestellten 
Problemes los; sie sucht niimlich allgemeine Functionen ausfindig zu 
machen, welche, jede fiir sich betrachtet, auf der gegebenen Fliache 
der ersten und zweiten Bedingung (den ,,Hauptbedingungen*) Geniige 
leisten. Indem man die gefundenen Functionen mit unbestimmten 
Coefficienten multiplicirt und ein Aggregat der so gewonnenen Aus- 
driicke bildet, erhilt man unmittelbar eine Function, welche ihrer Ent- 
? stehung nach die Hauptbedingungen befriedigt und gleichzeitig in den 
noch zu bestimmenden Coefficienten das Mittel an die Hand giebt, der 
dritten Bedingung gerecht zu werden. — Die so gefundene Function 


*) Anm. d. Red. — Dieser Name, wie iiberhaupt die hier gebrauchten Bezeich- 
nungen sind eingefiihrt von C. Neumann in seinem Aufsatz iiber die Integration 
der Gleichung A® =0 (Borchardt’s Journal Bd. 59, Seite 335). 















320 MeEuT2Nen. 









ist dann die einzige mdgliche Lésung der vorgelegten Aufgabe. Es m 
gilt nimlich der Satz: sti 
Soll eine Function ® sammt ihren ersten Ableitungen auf Be 
einer gegebenen Fliiche % eindeutig und stetig sein, soll sie Be 
ferner auf dieser Fiche der Gleichung A® = 0 Geniige leisten, - 
und soll sie endlich in den Randpunkten der Fliiche vorgeschrie- ™ 
bene Werthe ® =f besitzen, so ist hierdurch die Function auf - 
der Fliche % vollsténdig bestimmt; es giebt neben ihr keine bs 
zweite, von ihr verschiedene Function, welche gleichzeitig den- ” 
selben Bedingungen entsprechen kénnte. ' ™ 
Gleiches gilt natiirlich fiir die durch die iibrigen Methoden ermittelten 
Functionen. 
Die zweite Methode bedient sich, um das Problem zu lésen, der 
sogenannten Green’schen Function und liefert den Werth der gesuch- u 
ten Function in jedem inneren Punkte p der gegebenen Fliiche. Indess 
erscheint sie wesentlich abhingig von dem ersten Verfahren, sofern v 
die Green’sche Function G durch folgende Eigenschaften charakteri- d 
sirt ist: G, ce . one sind im Innern der gegebenen Fliiche & eindeutig 
und stetig; es ist durchaus auf der Fliche AG =O und es besitzt G ‘ 
Randwerthe, welche gleichwerthig sind mit den natiirlichen Logarith- ‘ 
men der von dem inneren Punkte p aus nach dem Rande s gezogenen . 
Radiivectores; letztere Eigenschaft kann ausgedriickt werden durch: t 


G=G,=L,,. 


Hat man fiir eine gegebene Fliiche die Green’sche Function gefunden, 
und setzt man zur Abkiirzung: 


1 ‘feet sr) (p) 
2x \dn dn —% 


so ist die Lisung der algemeinen Aufgabe gegeben durch die Formel: 
DB tae} ta] oD'"D 


”, -| no ds, 
vt 
wo ®, die gegebenen Randwerthe von ®, » die in das Innere der 
Fliche % laufende Normale der Randcurve s bedeutet. 

Die dritte Methode unterscheidet sich von der zweiten nur dadurch, 
dass man die Grdésse n”) nicht vermittelst der Green’schen Function, 
sondern durch ein mehr directes Verfahren findet. Sie beruht auf dem 
(aus der letzten Formel sich ergebendem) Satze, dass eine Randbelegung 
von der Masse 9” ds fiir alle iusseren Punkte fiquipotential ist mit einer 


& 


in p concentrirten Masse Eins. 
Die vierte Methode, die ,,des arithmetischen Mittels“, ist erst vor 
wenigen Jahren von meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. N eu- 
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mann in Leipzig, publicirt worden*). Hierbei wird die Liésung ange- 


strebt durch ein eigenthiimliches successives Verfahren, das — mit 
Bezug auf das vorschwebende Ziel ausgesprochen —- aus folgenden 


Bemerkungen erhellen wird. Gegeben sei die endliche Fliiche YA, welche 
nur eine einzige, tiberall convexe, stetig gebogene Randcurve s besitzt, 
und p ein irgendwo innerhalb & gelegener Punkt. Versteht man 
unter (ds), den Betrag des unendlich kleinen Winkels, welchen die 
von p nach den Endpunkten des Curvenelementes ds gezogenen Radii- 





i vectors einschliessen, unter f die vorgeschriebenen Randwerthe der ge- 
‘ suchten Function, so bilde man zunichst ,das arithmetische Mittel der 


Werthe f in Bezug auf den gegebenen inneren Punkt p*« 
A ge } 


1 ree 
lp = J [(ds)p 
Ny 
und hieraus: 
v=2u,—f, 


worin «, den Grenzwerth bezeichnet, gegen weichen u, convergirt, falls 
der Punkt p der Peripherie s niiher und niher riickt. In derselben 
Weise, wie man aus den Werthen f die Functionen w,, v ableitet, ge- 
winnt man aus den Werthen v die Functionen u,’, v’; aus den Werthen 
v’ die Functionen u,", v” etc. ete. Das vorgelegte Problem findet dann 
seine Lésung durch die Formel: 





: al2n+1) Df = : —— - amas ede glee 2n+1 
O, = v4 + 2 {uy — Uy + Uy Up + ular , 
wo v2"+ die Constante repriisentiit, gegen welche v@"+» fiir n = 00 
convergirt. 
§ 2. 


Grund fiir die Einfiihrung eines besondern Coordinatensystems. 


Ehe wir den sich aufdriingenden Aufgaben niiher treten, bedarf 
es gewisser Vorbereitungen. Da sich nimlich das dritte Verfahren auf 
das Potential linear vertheilter Massen griindet, so bediirfen wir im 
weiteren Verlaufe des Logarithmus der Entfernung zweier Punkte. Es 
leuchtet aber sofort ein, dass die gewéhnlichen Coordinaten hier unzu- 
reichend sind. Sei niimlich die Aufgabe gestellt, 
den Logarithmus der Entfernung £ des Ellip- ay) 
senpunktes (x, y) von dem gegebenen Punkte 
(x,, y,) zu berechnen! Wollte man hierbei aus a. 
gehen von der bekannten Formel ZZ 

BE? =r? + r,?— 2r-r, cos g, : 


welche ja leicht eine Zerlegung in zwei Factoren gestattet, so wiirde 


XV) 
FE Ve 


*) Berichte der math.-phys, Classe der K. 8. Gesellschaft der Wissenschaften 
1870, p. 49—56, und Jahrbuch iiber die Fortschritte der Math. Bd. III, p. 491 sq. 
Mathematische Annalen, VIII. 21° 
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sich hierbei die Unzutriglichkeit einstellen, dass fiir jeden anderen 
Punkt der Ellipsenperipherie der Radiusvector r einen anderen Werth 
besitzt, so dass in den Ausdruck fiir F zwei Variable eingingen. Die 
Behandlung des analogen Problems fiir die Kreisfliche fiihrt auf den 
Gedanken, im vorliegenden Falle eines Coordinatensystems sich zu be- 
dienen, welches die Punkte einer Ellipse determinirt durch Angabe 
einer fiir diese Ellipse constanten und einer anderen variabeln Grosse. 


§ 3. 
Natur des neuen Coordinatensystems, Bedeutung von @ und @. 
Zu Coordinaten, welche den gestellten Anforderungen geniigen, 
gelangen wir mittels der Gleichung*) 
z+ ity =—c- cos (wm — 2), 


woraus mittels der Euler’schen Formeln folgt: 


a —? 
e e 
| zZT=—c + - COS @, 
i.) | . —- 
e*—e . 
y=c- 5 - sin @. 
Hieraus wieder ergiebt sich: 
. a y? 
+ —ae + $ =< ieee I 
(Za eff) 
c*- sepa ld 
(iI.) . 2 z 
a? y 
| — _ 2, — 
Cc + COS* @ Cc - sin* @ 


Man erkennt sofort, dass, falls man in den vorstehenden Glei- 
chungen # beziehendlich @ als variable Parameter betrachtet, die erste 
dieser Gleichungen eine Schaar Ellipsen, die zweite eine Schaar Hy- 


yerbeln darstellt. — Schreibt man die Gleichungen (II.) aber in der 
I g Ate 
Gestalt: 
2 on 
(ete MS ~(ete ") ’ ‘ 
(II:.) ™ > ee ae init 
a ig 
lk, 
c- - COS* @ c* - CO8S* @ c 


und beachtet man, dass die Gleichung 


2 


FY y? 
Rk + ly 1 ? 


worin & (ein variabler Parameter) die halbe grosse Achse, ¢ die halbe 


*) Vgl. Briot et Bouquet: Th. d. fonctions doubl. périodiques (Paris, 1859), 
pag. 10. 
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Brennpunktdistanz bedeutet, ein System confocaler Ellipsen oder Hy- 
perbeln darstellen, je nachdem k2<¢, so folgt, dass die Gleichungen 
(II.) zusammen ein System confocaler Ellipsen und Hyperbeln darstel- 
len, deren gemeinschaftliche Brennpunkte die Coordinaten 
a=+ce, y=0; t=—c, y=9 
besitzen. Zugleich ergiebt sich, dass die beiden Halbachsen der El- 
lipsen durch: 
sete", GVO; 
die der Hyperbeln durch 
¢-cos@, c¢C-+sin@ 
ausgedriickt werden. 

Man hat sich also bei Einfiihrung dieses neuen Coordinatensystems 
die ganze unendliche Ebene durch diese beiden Curvensysteme erfiillt 
zu denken, so dass jeder Punkt der Ebene als Durchschnittspunkt 
einer der Ellipsen und einer der Hyperbeln aufzufassen ist. Mit an- 
deren Worten: jeder beliebige Punkt wird durch Angabe des ihm zu- 
gehérigen Werthes von # und @ vollig bestimmt sein. Fiir dieselbe 
Ellipse ist # = const., @ variabel: also walten hier ganz ihnliche Ver- 
hiltnisse ob, wie bei den Polarcoordinaten 7, gm des Kreises. 

Ks eriibrigt noch eine Untersuchung der Werthe, welche # und 


annehmen miissen, um alle Punkte der Ebene zu umfassen. — Da 
simmtliche Ellipsen des Systems auch erhalten werden kénnen, wenn 
man # von 0 bis — oo abnehmen lisst, so setzen wir fest, dass unter 


® stets nur positive Werthe sollen verstanden werden. Es kann also # 
alle Werthe im .Intervalle von 0 bis co annehmen, und es entspricht 
dem Werthe #=—0 die Ellipse, welche sich als Verbindungsgerade 
der beiden Brennpunkte darstellt und daher eigentlich eine doppelt 
gelegte Linie ist; dem Werthe #=—oo gehért die Ellipse zu, welche 
sich in unendlicher Ferne um die beiden Brennpunkte herumzieht; wir 
werden in der Folge von solchen unendlich grossen Ellipsen stets ab- 
sehen. Man kann diese Betrachtungen iiber die Werthe von @ dahin 
zusammenfassen: ,, wird jederzeit im Wachsen begriffen sein, sobald 
man von einer die Brennpunkte enger umschliessenden Ellipse zu einer 
dieselben aus weiterer Entfernung umgebenden iibergeht*. 

Was andererseits das Werthgebiet von @ betrifft, so kann man 
dariiber in folgender Weise sich aufkliiren. Setzt man 


C (2 9) C te? pt, oi. 
e(e+e-*)aa, (er —e )=b, 
so ist 
Z=a@-cos@, y=b-sing. 


Nun ist z= + a fiir y=0, also hat w dort die Werthe 0, 27, oder =z; 
es ist x =O fiir y= + J, also hat @ dort die Werthe 


bd 32 


er ee 





s' 
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Aus der vorstehenden Betrachtung ergiebt sich also: 

» Um alle Werthe der wnendlichen Ebene ecindeutig zu bestimmen, 
muss # alle Werthe von 0 bis co, @ alle Werthe von 0 bis 2x an- 
nehmen“. 

Zus. Dass , um alle Punkte der Ellipse # = Const. zu ergeben, 
die Werthe 0 bis 22 annehmen muss, folgt auch schon aus seiner al 
geometrischen Bedeutung. Die Bedeutung der Grésse ® wird der An- : ni 
schauung niiher gebracht durch die Relationen: 


Mt “Or - 
=< (¢ +e =e, = (a = ¢ *\ = 5b, 


wo a und b die Halbachsen der Ellipsen bedeuten. Nach leichten 
Transformationen findet man d 


=] a+ b 


a—b 


d. h. ,e? ist die Quadratwurzel des Quotienten aus der Summe und 
Differenz der Halbachsen der Ellipse.“ 

e 
4. 


Orthogonalitat des Curvensystems; das Flichenelement. 


Sn 


Das neue Coordinatensystem erweist sich als sehr geeignet zur 
Berechnung der Potentiale des elliptischen Ringes und der Ellipsen- 
fliche. Zuniichst ist bekanntlich ein System confocaler Ellipsen und 
Hyperbeln ein System von Orthogonalcurven. 

Diese Orthogonalitiit aber setzt uns in den Stand, das Flichen- 
element dx-dy in den neuen Coordinaten bequem zu berechnen. Das 
Quadrat dss Differentials ds des Bogens irgend einer Curve in den 
Coordinaten #, @ wird von der Form sein: 

ds? = dz? + dy? = 07d? + 2’. da’, 


worin 


P , OC na P P . 
Q? — Q? — ; -(29 + e-29 — 2 cos2@). 


Hieraus erhalten wir die Bogenelemente ds,, ds, der confocalen El- 
lipsen und Hyperbeln, wenn wir einmal #=const., d# =O, das 
andere Mal = const., do = 0 setzen; also wird 


ds. =Q-da, 


ds,=0-d?. 


Da die Ellipsen und Hyperbeln unseres Systems zu einander ortho- 
gonal sind, so schneiden die Ellipsen # = @ und = %-+ d@ au- 
sammen mit den Hyperbeln o = @ und a = w-+ dw aus der Ebene 
ein unendlich kleines krummliniges Rechteck aus, dessen Fliicheninhalt 
sich also durch ds,- ds, wird darstellef lassen. 
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,Lolglich wird das Flichenelement in den neuen Coordinaten aus- 
gedriickt durch: 


OF ns P aig - 
ds, ds, = + (29 + e-*9 — 2. cos 2a) d- da “*). 


Zus. 1. Zu demselben Resultate gelangt man mittels folgenden 
allgemeinen Satzes iiber die Transformation vielfacher Integrale auf 
neue Variabeln (cf. Baltzer, Determ. § 12. (5, 6)): 

ysoll das n-fache Integral 

(m) 


F (@, %y,+ ++ Xn) da, -dx,++ dy 


e 


durch die mittels der » Substitutionsgleichungen 


a 


1 = 2 (Yrs Yo Yn) 
Hy = Hy (Yy, Yo" * Yn)» 


Ln = En (Yi Yo * * Yn) 
eingefiihrten » neuen Variabeln y,, Y.- + Y, in ein neues n-faches In- 
tegral transformirt werden, so besteht die Relation: 
(n) (n) 
| Pda, + d&,++ + dt, = / FP, - Rn, dy, + dy, ++ dyn. 
e e 
Hierin hat man rechter Hand unter F, die in den neuen Variabeln y 
ausgedriickte Function J’,, und unter #, die Functionaldeterminante 
Re Ste... 2S 
"we —= OY, OYa OY, 
zu verstehen “. 


Mit Zugrundelegung dieses Satzes haben wir jetzt zu bilden 


> ye Ox Oy 
af y od oF 
da-dy = dt-do. 
‘ ox OY 
ve 0® Ca 
Nun folgt aus den Definitionsgleichungen (I.) § 3.: 
ex . = : oy 
aa = a . (¢ — @-* ) -cos o = je ’ 
Cx e ¢s _* : oy 
a = — +(e e—*)- sino = — =: 
Ca 2 a ) ov 


Daher erhalten wir 


SS dx -dy = i{ (e?9 + e-2% — 2 cos2m)dt-da, 


*) Vergl. Hesse, Anal. Geometrie d. Raumes ? p. 291. 
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woraus fiir das Flachenelement derselbe Werth sich ergiebt, der oben 


A 
gefunden wurde. Fk 
Zus. 2. Ym Anschlusse hieran berechnen wir den Inhalt des El- ( 
lipsenringes (J,) und der Ellipsenfliiche (Jy). 
Es ist 
22 | 
ee 29 1 29 _ 9 cos $ 
J, = 7° ae. (2% + e — 2 cos 2a)da, 
5 
en 94 29 ‘ 
J, = <2. (8% 4 €-*9), 


Andererseits ist 


3 on 
c ‘ 9 9 ¢ 
J; = +* | | (29 + e—?% — 2 cos 2m) dt-da, 
J 
0 


0 


Jy = —*.(&9% — e-*9), 


v0. 


Sn 


Logarithmus der Entfernung zweier Punkte. 

Wir schliessen unsere Vorbereitungen al mit der Berechnung des 
Logarithmus der Entfernung zweier Punkte. Zuvor ist da Folgendes 
zu bemerken. Bekanntlich ist die Reihenentwickelung 

1 . ab te 
aye 1444+ PF 4+H4+-- in. inf. 
giiltig fiir jeden Werth von x, welcher der Ungleichung geniigt: 
—l<ar<+1. 

Hieraus ergiebt sich durch Integration von x =O bis =a die 

Formel: 


—lil aa fy 2y.., 
oder 
' S) a” , 
la - d—-— 2 >> (—l<a<-+1). 


Das Quadrat der Eutfernung FL zweier Punkte (2, y) 
ist bekanntlich 


und (a, 4) 


bE? = (4 — 2,)° + (y—y,)*, 
setzt man nun 


' 
c °\ c ° 
t=, -(e? + e€—*)-cosa@, y == -(e? —e-*)- sing, | 
ee e+ e-%). cos @ y, = —- (e%—e-%) - sin 
at Yi p* COS @, ; aes é ; 1? 


7} cos@—[e%+e-]eose, )?+ ([e9—e-9 ]sina—[e%—e-*] sina, )* \ : 
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n Fiihrt man die Quadrate aus, wendet auf die cos die Euler’schen 
Formeln an und zieht wieder zusammen, so erhalt man: 


(i.) t= £ { (el +9) 4 e— (+H) — (elo-ten)i + —(o-+ai)\ 

: {(el®—9) 4 e— (9-9) aad (elmo + —(w—enyi) \ : 
Bezeichnet man augenblicklich 
; eF +h: — & . eF—A =< B . 
so kommt man auf: 
, _ 27 9 w+ wi ,— (w+o,)i 
(IV.) log(E?)=log — + log (1— — )+ log 1 2--. ) 


a 


plo—o)i — (w—w,)i 


+log(1—-—, )+log(1— + — . 


Die Benutzung obiger Summenformel giebt: 








> r= @ 
ry en ee A 1 { cosn(w-+ a) cos” (@ — @;) 
(V.) log LE = log —— — nl ~nl+H) eee e—ts 5 
2 “- P e 
r= 
rn—=—@ 
go nd —nt 
r , ad Yipe’ +e : , 
(VI) log EH = log a = s COS N@, COS 1 
n=1 ¢ 
e”* a € -nd, F : 
+ aa sin 2@, sin ” o} . 


Da die Giiltigkeit der Summenformel fiir / (1 — «) durch die Un- 
gleichung —1<a@<-+1 beschriinkt ist, so folgt aus der Ent- 
wickelung (V.), dass (VI.) nur giiltig ist, so lange #, < & Ferner 
ist zu bemerken, dass die Zerlegung von 

cos n (@ -+- @,) 
in 
COS N+ COs N@, + Sin N@- sin Na, 
und die dann ausgefiihrte Vereinigung der Coefficienten von cos na, 
cos N@, sin n@, sin n@ deshalb erlaubt ist, weil 


n—@ rn—@ 

> 1 cosn(w+a,) S21 cosn (@ — a) 
n er(F+5,) ’ n enlF—H) 

n=1 n=1 


(letztere Reihe unter der Bedingung #, < #) unbedingt convergiren 
und ebenso die in (VI.) auftretenden Reihen convergent sind. 
Ist hingegen #, > #, so leitet man aus (III.) erstens ab: 


OE = e 2 9, (1 m eter (1 _ a (1 = —) (1 os e bat o,)é ) 
4 oy 0 j Py B, 


wo 
—— o — pvi—F 
a, =e it ; B, =e" 


esetzt ist; und hieraus ganz analog wie zuvor: 
? 5 5 
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n—@ 


g 
(Va) log E -log ee \’ 1 { cos n(@-+ a) 4 COs n (@ — «;) 


2 hal n | elA+FS) er(A—9) 
a=1 
rn—@ 
9 en? —nd 
. ’ e'ec 14e"*+e 
(VI*.) log h=log “aes te COS Na, COS N 
es I 
ert | ed : . ) 
-+ — Sin 0, SID NE; . 
dl | 


r 

Aus der Entwickelung (V*.) erhellt nun wieder, dass (VI*.) nur 
anwendbar ist, so lange # < @, ist. 

g 6. 
Potential eines unendlich diinnen, von confocalen Ellipsen begrenzten 
Ringes. 

Gegeben sei ein elliptischer Ring, welcher durch die beiden con- 
focalen Ellipsen ® = 4 und # = #+ d@ begrenzt werde. Der ange- 
zogene Punkt, in welchem wir stets die Masseneinheit concentrirt 
denken wollen, kann entweder ausserhalb (#,, @,) oder innerhalb (#;, @;), 
d. h. in der leeren Fliche des Ringes liegen. Wir denken uns die 
ganze Ringfliche mit Masse von derselben Dichtigkeit q gleichformig 
bedeckt. 

Die auf einem Flichenelemente befindliche Masse ist 

e 9 9« ¢ ¢ 
dm = q-~ (2? + e~?° — 2c0s2@) dt-da, 
woraus sich die Masse des ganzen Ringes berechnet: 
q:a-e 9 29\ 7« 
m= q-d,= -(e2F + e-?9) dt. 

Ist EL die variable Entfernung des angezogenen Punktes von den 

Ringelementen, so ist das Potential des Massenelementes gegeben 


durch dm log EL, folglich wird das Potential des Ringes ausgedriickt 
durch die Gleichung: 


gq: 2 J ¢ ¢ 5 ’ 
(1) v= = de. (e2* + e-?° — 2cos2@)da@-log I. 
_ e 


Liegt nun der Punkt ausserhalb, d. h. ist &, > #, so hat man nach 
§ 5. die Entwickelung saat zu nehmen: 


e? — ent Kt 
log E, = log 2<° + 008 na, cos 
gL, = log 2 7 COS 22@, COS 21.0 


e” Ta 


ma Sal ) 
+= —96 —s1n 2@, sin nore . 


Setzt man dies fiir log Z in die allgemeine Gleichung (1) fiir v 
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ein, so wird man gefiihrt unter Riicksichtnahme auf die bekannten 
Formeln: 






















22 


J cosup- do =O, 
v 
22 


i ry 


| snungp-dp=0, 


J 
0 
22 
. 
cosngp:-snmp-dp=O0, 
0 
2a 
} F (@ . nz) 
cos np + cosmp- dp =), je nachdem ) *(m, 


e 
0 


wo m,n eine der Zahlen 1,2,3--- bedeutet, auf den Werth: 


. 9 a 
Que. o. ie evac¢ cos 2@ 
t= _ (2? -e- 29). dd. flog _— + 29 “I 
aia * 2e°~%a 
oder 
Ta @ cos 2 o 
» ' os] P | , 6 Fe a al ; 
(4) Va = NM, jlog 9 : 29a ( 


Liegt zweitens der angezogene Punkt im Hohlraume des Ringes, 
so ist #; < #; man hat folglich in (1) fiir log H die Entwickelung zu 
substituiren, welche durch § 5. (VI.) dargeboten wird: 

r= @& 


+ x ni; —nd; 

, ec 7 2 es € i 

log £;= log — > a ' - +. r COS 11.00; COS 11.0 
e= 1 

: e a; e7" o; 


: ‘ ’ 
4 ap SI NO; SIN NO? . 


Schliesslich erhilt man: 


q 
? 


cos 20,;- dd 


‘ e“c q:u:Ct 74 ‘ 
(3) v= m,- log << 4+ P= (eH 4 e-2%) ~ . 
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Zus. 1. Liisst man die Punkte (0, @,) und (;, @;) auf derselben 
Hyperbel (@, = @;) liegen und lisst man beide auf letzterer sich immer 
mehr der Ellipsenperipherie nihern, bis sie in dieselbe fallen (#, —30;=9), 
so erhailt man als Grenzwerth: 


Gg: A Ths 








t wie dies die Stetigkeit des Potentials erfordert. 

Zus. 2. Aus (2) erkennt man, dass die Curven constanten Poten- 
tiales fiir einen jiusseren Punkt transcendenter Natur sind; die Un- 
tersuchung derselben Curven fiir 7; fiihrt, wenn man beachtet, dass 
die gewdhnlichen Coordinaten (7, y) des inneren Punktes mit (;, @;) 

verkniipft sind durch: 












Mevurzxer. 


(e% + e-%%) - cos @; , 


° 


y= (e% — e—%:)- sin @; 


te 


auf 

=A+t B(ze?—y’), 

wo A und B leicht angebbare Constanten bedeuten. Daraus lisst sich ' 
folgern, dass die Curven constanten Potentiales fiir innere Punkte s 
gleichseitige Hyperbeln sind, concentrisch und homothetisch mit den 

Curven des Coordinatensystems, 


XQ 


Qo 


§ 7. 
Logarithmisches Potential der Ellipsenflache. 


Auch hierbei ist zu unterscheiden, ob der angezogene Punkt 
ausserhalb oder innerhalb der Fiiiche sich befindet. Wir beginnen mit 
dem ersteren Falle, als dem einfacheren. Zu dem Ende zerlegen wir 
die Ellipsenfliche in unendlich schmale, von confocalen Ellipsen be- 
grenzte Ringe 1 v0" lie resp. Potentiale derselbe V 
grenzte Ringe und nennen v’,v”---- die resp. Potentiale derselben 
auf (%,, @,). Ist V, das Potential der ganzen Ellipsenfliiche, so ist 
offenbar 


7 7 ” , ” eva c cos 2 @, 
Va=v + + ++ = (m’ +m +--+) (log s~ + 5 ) 





2e°%a 
oder i 
9 cos 2 @ 
r Cc oe, } 
= M Slog — - 
V.=M \! ‘3 58a ff? 
wenn m’,m”--- die Massen der einzelnen Ringe, M die Masse der 


Eliipsenfliiche bedeutet. Nun ist (§ 4. Zus. 2.) 


also 


9% “N29 
‘ a quc* 9 « 29 eae cos 2 @, 
(4) Va= 422 (29 — 629) (log os 


>> 
2e°Va 





Liegt der Punkt (#;, @;) im Innern der gegebenen Fliche, deren 
Masse wieder M sei, so theilen wir die ganze Fliiche in zwei andere, 
indem wir in der urspriinglichen Fliiche die dem Werthe 0; entspre- 
chende Ellipse gezeichnet denken. Alsdann liegt der Punkt (;, «;) 
ausserhalb, niimlich am Rande der durch die Ellipse #4; begrenzten . 
inneren Ellipsenfliche, und innerhalb, nimlich am inneren Rande des 
durch die Ellipsen #9; und #4 begrenzten elliptischen Ringes. Ist 
nun V; das Potential der ganzen Fliche, V’ das der innern Ellipsen- 
fliche, V” das dem Ringe zugehdrige Potential, so ist 


Y=v+r. 








REDS 








V'= 


(A) 


Vv’ Ces quc 


4 


(c 


Aus (4) folgt sofort: 


a; 
q 9 ete 
29; e-*%) (log ; 
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cos 2 oo; ) 


9 Fj 


Fir V” erhalten wir unter Bezugnahme auf den Werth von »; in 


§ 6. (3): 


oe  @Q2e f, o 9¢ 
Vm te fete) 


° 
o; 


Das erste Glied hat den Werth: 





2 
€ec 
og -- -dé- 





i 
6 
—cos 2@; 


9; 


o 


edt. 


o 
- 9 29 ~29 
quc ai ee ee € e 
(B) = [ce — e~**)-log = + ] F 
9, 
4 UJ 
das zweite aber: 
que ei Pid evi as C 
(C) = + . -cos 2@; — ~ 7 ; cos 2 w;! : 
se "s 2¢ 
Nun ist V” = (B)+(C), d. i. 
: 9 9; 29 —29 29. —29; 
QuzCfpo5 99 € 99 29. evic ev +e ** evite "iy 
rn 1 (¢ —e-*9) log _ er —< i) log  -—— “ -—-+f- * f 
4 que f eri +e 29; cos2a,; eri de e295; cos 2a; ) 
4 \ 2 evi ed — ee? { 


Hieizu ist, wm V; zu finden, noch (A) zu addiren. 


inneren Punkt den Ausdruck: 


9 
re , qze fs o9 —2§ _ ee 
(5) V; 7 \\" — e-**). log " 

L que? f{ e i +e 

1 \ 2 
‘ 29; —29; 
a r queef e&vi+e °vi 
Vie K+ {4 ee 


Wir gelangen daher 
ist das Potential 


stanten 


(#;, @;) ausgedriickt durch: 


2 29; —29; 29; 
que e “tte “ve dls 
que fs Se + cos 2 @; (1—- 

2e 
das auf einen dussern Punkt (Aa, @a) erhilt man, indem man die Masse 
M der Ellipsenfliche multiplicirt mit 


Zus. 1. 


! 


l 


» 
“ 


1 "ae 


2 
2 


cos 


2e 


— 9 od; e a? 
—— + cos 2 @;- (1 — — 


2 Oa 


294 


ee rs e729 
9 


+e 
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So erhilt man 
schliesslich als Werth des Poteutials einer Ellipsenfliiche auf einen 


ite —_ 





“7 


i] 


zu dem Resultate: , Abgeschen von einer Con- 
einer Lllipsenfliiche auf einen innern Punkt 


Wendet man zur Probe unsere Formeln auf einen Punkt 





4. 





Meurzner. 


am Rande der Ellipsenfliche an, so ergiebt (4), indem dann fiir den 
Rand der Fliche #, = # wird und, wenn man @ statt @, schreibt: 


9 o 
que 95 9 ec cos 2 @ 
Ve. = ; (e9 —e 9) . (log s- + = ) : 
2 2 @ 


> 


Aus (5) aber folgt, da jetzt #;— @ wird, und wenn man o fiir 
@; einsetzt: 


que 4 a ee quc pe _.¢% 
V¥,= +4 9G? —— o-**) leg + : = os Se -— 39 
Ks ist also V, = V;, wie es zufolge der Stetigkeit des Potentials 


sein muss. 

Zus. 2, Mit Riicksicht auf den Werth von V, gelangt man leicht 
zu der Folgerung: , Die Potentiale zweier confocalen homogenen Ellip- 
senfldchen auf irgend cinen und denselben ausserhalb beider gelegenen 
Punkt (%a, @q) sind den Massen dieser F'lichen proportional*. 


§ 8 


Geometrische Beweise zweier Satze iiber elliptische Ringe. 


Wir wollen in diesem Abschnitte zwei Siitze iiber elliptische Ringe 
ableiten, welche den von Steiner (Crelle’s Journ. XII, p. 141) fiir 
Ellipsoidschalen bewiesenen parallel stehen. — Bei Zugrundelegung 
des logarithmischen Potentials wird das Anziehungsgesetz der um r 
von einander abstehenden Massentheilchen m und w ausgedriickt durch 
die Gleichung: 

Wie km 
= 

Es sei nun eine von zwei dlnlichen, concentrischen und coaxialen 
Ellipsen begrenzte Ringfliiche gegeben, welche gleichférmig mit Masse 
von der Dichtigkeit q belegt sei; ¢ sei die unendlich kleine Breite des 
Ringes. In seiner inneren leeren Fliche befinde sich ein Punkt von 
der Masse w und es soll unter Anwendung des obigen Anziehungs- 
gesetzes die Wirkung, welche der Ring auf den Punkt ausiibt, ermit- 
telt werden. Betrachten wir zuniichst die Wirkung eines einzigen 
Ringelementes auf u. Zu dem Ende legen wir durch w zwei einander 
unendlich nahe Sehnen, welche aus der inneren Peripherie das Linien- 
element f ausschneiden. Wir beschreiben sodann um uw einen Kreis 
vom Radius 1, aus dem jene Sehnen das Linienelement  ausschnei- 
den, sowie einen Kreis vom Radius 7, aus welchem durch die Sehnen 
das Stiick g ausgeschnitten wird. (7 ist der kleinere der beiden von wu 
nach den Endpunkten von f gezogenen Radiivectoren.) Offenbar ist 


g =f cos (f, 9) =f cos (n, v) 
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wenn » die Normale der Ellipse, » die des Kreises x bezeichnet. 
Ferner ist aber auch 


’ Fe es 
folglich 
i ee 
aes cos (n, v) 


Das von den beiden Ellipsen begrenzte Stiick o der Normale » 
ist gegeben durch 
é=6-cos(n, Vv), 
daher ist 
+@ 


und das Flichenelement f+ ¢ hat den Werth 
jf.e=¢-@-6, 


daher endlich das Massenelement 


m= G-r-M-sG, 
Das m entsprechende*) Massenelement m, findet sich ebenso 
Mm = 9°11; P-G,. 

Nun gilt der Satz: ,Legt man durch zwei dhnliche concentrische 
coaxiale Ellipsen eine beliebige Transversale, so sind die zwischen bei- 
den Ellipsen enthaltenen dusseren Segmente gleich*. Daher ist 6 = 6,. 
Bilden wir endlich die von m und m, auf w ausgeiibten Kriifte, so folgt 

P=u-q-g9-o=P,. 

Da diese beiden Kriifte nach entgegengesetzten Richtungen zu wirken 
streben, -zerstéren sie sich gegenseitig. Lésen wir den ganzen Ring 
in der angedeuteten Weise in Elemente auf, die immer zu zweien con- 
jugirt sind, und sich daher gegenseitig in ihrer Wirkung aufheben, so 
erhalten wir den Satz: , Hin unendlich diinner elliptischer Ring, welcher 
von zwei dihnlichen, concentrischen, coaxialen Ellipsen gebildet wird, und 
gleichfirmig mit Masse belegt ist, tibt auf Punkte im Innern keinerlei 
Wirkung aus“. 

Natiirlich gilt dieser Satz auch noch fiir Ringe von endlicher 
Breite, welche entweder gleichférmig mit Masse belegt sind, oder zu- 
sammengesetzt sind aus homogenen, zwischen ihnlichen Ellipsen ent- 
haltenen Schichten, deren Dichtigkeit sich auf irgend eine Weise von 
der einen zur anderen Schicht fndert. 

Der Punkt uw liege jetzt ausserhalb des Ringes. Wir ziehen von 
uw aus das Tangentenpaar an die Ellipse, construiren die den Winkel 
der Tangenten halbirende Gerade, welche die Beriihrungssehne in k 
schneide. Durch Sehnen, welche einander unendlich nahe liegen und 


*) Die Sehnen schneiden niimlich andererseits ein Linienelement /; aus, 
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durch k gehen, zerlegen wir den Ring in einzelne Elemente; 


zuvor ist 

M=q-Q-r-o, 

m= 9° Pr, 6, 
daher 

mir=m, ir, . 
Da nun 


Lkum =Lkum,, 


so ist, wenn mu =o und m,u = e, genannt wird, 


g 
f2%, = 0:0, . 
Daher ist endlich 
um amy 
e O 

Die conjugirten Massenelemente m und m, wirken also gleich 
stark auf w und auch unter gleichen Winkeln (da 1 kum = Lkum,), 
so resultirt aus ihnen eine Kraft, welche in die Richtung der Winkel- 
halbirungsgeraden fillt. — Zerlegt man den ganzen Ring in der oben 
angedeuteten Weise, so gelten analoge Relationen fiir je zwei conju- 
girte Ringelemente, wobei der Satz in Anwendung zu bringen ist: 
»Venkt man sich an eine Ellipse von einem Punkte p das Tangenten- 
paar gelegt, ferner die Beriihrungssehne desselben durch einen Pankt 
q in zwei von p aus gleich gross erscheinende Segmente zerlegt, so 
wird jede andere durch g gehende Sehne von q in zwei Segmente ge- 
theilt, welche von p aus gleich gross erscheinen“. — So gelangt man 
zu dem Theoreme*): , Die Wirkung, welche ein wnendlich schmaler, 
von zwei dhnlichen homothetischen Ellipsen gebildeter Ring auf einen 
diusseren Punkt w ausiibt, fallt jeder Zeit ihrer Richtung nach zusam- 
men mit der Winkelhalbirungsgeraden der vom Punkte u an die Ellipse 
gelegten Tangenten“. 

Fallt der angezogene Punkt in die iussere Peripherie, so geht die 
Winkelhalbirungstransversale tiber in die Normale dieses Punktes, 
woraus gleichzeitig erhellt, dass diese iiussere Ellipse eine der Curven 
constanten Potentiales. 


se) 


9 


we 


Potential der mit Masse belegten Ellipsenperipherie. 


Indem wir nun unserer ,,Hauptaufgabe“ niiher treten wollen, stellen 
wir uns das Problem, eine Massenvertheilung auf einer Ellipse zu er- 
mitteln, welche mit dem Massenpunkte m riicksichtlich eines Punktes 
aiquipotential ist. Von allen méglichen Lagen des angezogenen Punktes 


*) Dieses Theorem und die fiir dasselbe gegebene Ableitung schliessen sich 
unmittelbar bekannten Steiner’schen Untersuchungen an (Crelle’s Journ. Bd. 12 
p. 141). 


2 
bd 
rs 















Untersuchungen im Gebiete des logarithmischen Potentiales. $35 


und des Massenpunktes beziiglich der Ellipse werden wir im folgenden, 
ausser dem fiir uns besonders wichtigen Falle, wo der Massenpunkt 
innerhalb, der angezogene Punkt ausserhalb der Fliche sich befindet, 
auch den umgekehrten Fall in Erwiigung ziehen. 

Kine Ellipse sei ungleichformig mit Masse belegt. Die in den 
F einzelnen Linienelementen vorhandene Masse wird dann gegeben sein 
a durch: 





M48,, G.ds., ,d8;. 
Die auf der ganzen Peripherie angehiiufte Masse ist dann: 


mM, = } q:ds. 
e 


Das Potential dieser Massenvertheilung auf einen Punkt 6, der um E; 
von ds; entfernt ist, lautet: 
e =, ds, - log EL, + q+ ds, - log E,+--- 


Vi = f q-ds-log E. 

Der Index s deutet an, dass die Integration iiber den ganzen Um- 
fang der Ellipse hin zu erstrecken ist. 

Hinsichtlich der Dichtigkeit qg der Belegung machen wir sofort 
die allgemeinste Annahme; wir denken uns, q sei eine solche Function 
von @, g =f (@), bei welcher eine stetige Vertheilung der Masse statt- 
findet. Alsdann kénnen wir fiir diese Function eine Entwickelung 
annehmen, welche nach sin und cos der Vielfachen von w fortschreitet, 
also: : 

q =f (@) = A, + A,’ cos @ + A,’ cos 2@-+ A,’ cos3@+-- 

+ B/sno-+ B, sin2@+ B, sin3@+--, 
wo die A’, B’ gewisse Entwickelungscoefficienten vorstellen. Wiirde 
man unmittelbar diese Entwickelung fiir q in die Integrale fiir m, und 
V einfiihren, so wiirde man auf elliptische Integrale kommen. Be- 
achtet man aber, dass q wie log E (vergl. § 5.) sich in Reihen dar- 
stellen, welche nach cos und sin der Vielfachen von @ fortschreiten, 
so ergiebt sich, dass man auch ds in eine derartige Reihe wird ent- 
wickeln miissen. Ist nun letzteres auch méglich, so fiihrt doch dies 
Verfahren auf Ausdriicke, welche vermége ihrer verwickelten Natur jede 
| Uebersichtlichkeit des Resultates benehmen, alle weiteren Folgerungen 

unméglich machen. Wir suchen daher folgendermassen zum Ziele zu 
gelangen: das Bogenelement ds steht zu d@ in einer gewissen Beziehung, 


die sich ausdriickt durch 
ds 


-da@. 


ds = 


Dies eingefiihrt, erhalten wir 


































































(V9 — f(a 
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. 


nun, = } q ds la 
mM, 7 e -¢ ; 
‘ da 
s 


y(s) ; . ds ; = y 
iS -| e+ do log E , 


s 


' ° ds. . 3 . < ‘ 
Nun ist ja Clue stetige Function von @; wir kénnen es mit ¢ 
a@ 


zu einer neuen Function q’ 
ds a 
q =" de = 9 (@) 
vereinigen, welche nach einem bekannten Satze wieder eine stetige 
Function von @ ist. Wir werden nun fiir gm (@) eine iihnliche Reihen- 
entwickelung wie zuvor fiir f/(@) annehmen kénnen und schreiben: 


s=— = 
’ NI > ° 
q =A,+ Md (A, cosno@ + DB, sin no). 
n=l 


Was ferner den in der Gleichung fiir V“’ auftretenden log E be- 
trifft, so kénnen wir laut (VI.) und (VI*".) des § 5. setzen: 


r—@W 


— 
log EF =A, + Ss (A, cos na + B, sin no) , 
a=! 


wo unter den A, B nach § 5. leicht angebbare Coefficienten zu ver- 
stehen sind, die verschiedene Werthe besitzen, je nachdem 6 innerhalb 
oder ausserhalb der Ellipse liegt. 

Bei Benutzung der eben angegebenen Entwickelungen folgt nun 
endlich: 


22 r— 
i 
(6) m= (A, + S { A, cosn@ + B, sinn o}) do —22A,. 
——_ 
0 n 1 


22 


a=1 


v 


n= 


an 22. AyAy +2 DI A, An + B,B 


Liegt 6 ausserhalb der Ellipse (® = 6), so dass #, > 6, so ist 


e ag 
Ay = log > ; 
1 ene eno 
A, = — a “s COS NO, , 
n ea 
1 en éZ£ no 
= —- . Ss 
B,, - — IN 2 @, 


ue 
— 


Liegt 6 innerhalb der Ellipse 


, so dass 3; < 0, so 





ot b (A, cosno-+ B, sinna)) (A, + S (An cosn@-- B, sinna))-de 


4% 


esse La 





de 





a 
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6 « 
et Fi 4} e 8; 


cos 2@); , 


n e”® 
1 e" a; e* 9; ; : 
B, = — =~ = sin 2 @; (ef. § 5.). 
F 


Je nach der Lage des angezogenen Punktes hat man also: 
»—@ 


2 ae et Va Yq 


a 0 —nv nea —neo 
r(s) c eae V1 eo te ev —e - 
(8) Vi" =27 A,-log — > — {A, —cosn@,+ 3, SINN@g> . 
a e 


. 0 a 5 . nd sand ni nd; 
9) V2" A log Oo ge DAS CTE coe , 
(7) rs 22 A,: log ; oP = pA = cosna;+- B,, = 


Auch hier folgt, wenn o in die Peripherie riickt, d. h. wenn man 
o, = 3 = 0 werden liisst und @, = @; durch @ ersetzt: 


7(s) rs 7 (s) 
im Oe. 


‘ 


$ 10. 


Dichtigkeit einer der Masse » aquipotentialen Massenvertheilung auf 
der Ellipse: der angezogene Punkt ausserhalb. 


Unsere eigentliche Aufgabe besteht aber doch darin, die Ellipsen- 
belegung zu ermitteln, welche mit dem gegebenen Massenpunkte m 
iiquipotential ist in Bezug auf einen beliebigen anderen Punkt; und 
zwar ist fiir uns insonderheit wichtig, die Massenbelegung, d. h. die- 
jenige Dichtigkeit g, derselben zu finden, deren Potential auf einen 
beliebigen iiusseren Punkt 6, gleichwerthig ist dem Potentiale eines 
inneren Massenpunktes auf 6, Offenbar kommt es also darauf an, 
die noch giinzlich unbekannten Coefficienten A’, B’ der Entwickelung 
von ¢ oder, was auf dasselbe hinausliuft, die Coefficienten A und B 
der Entwickelung von q’ in § 9. obiger Forderung gemiiss zu _be- 
stimmen. 

Den Werth des Potentiales einer Massenbelegung der Ellipse auf 
6. haben wir durch Gleichung (8) § 9. bestimmt. Dies Potential soll 
gleichwerthig sein mit dem Potentiale des inneren Massenpunktes m 


auf 6,, welches den Werth 


m-log m6, =m- L 


moy 


besitzt. Sind (#,, @«) die Coordinaten von 6,, (#,, @,) die von m, 


so folgt (ef. (VI*.) § 5.): 


Mathematische Annalen, VIII. 








sinna;! i 















| 
| 
| 
| 


a TA ee: 


Meurte<ner. 


x— @ « 
Sac N11 (2 Spte—™ py 
pa 


é 
me: Lrg —=m-log~, = =< COSN @,+ COSN Wa 
a=! e 
eFp_e-**p . P 
; — SINN@,*SINN@a) . 


Wir suchen jetzt die noch unbestimmten Coefficienten A, B im 
Werthe von V“ so zu bestimmen, dass der Bedingung 
a 


7 (s) 

m 7 = oo 
Geniige geleistet wird. Nun sind in den beiden Potentialwerthen als 
Constanten gegeben 6, #,, ,, m, Variabeln sind #,, @,, welche aber 
in beiden Ausdriicken genau in denselben Verbindungen auftreten. Die 
erwihnten beiden Potentiale werden folglich fiir jeden Werth von 
%,, @, einander gleich sein, wenn wir die Coefficienten von 
bia eae COs Nw, sin No, 
og 


5 ’ 4 ? ‘ 
2 e” Va ea 


beiderseits gleich setzen. Dadurch erhalten wir die Bedingungsglei- 
chungen: 
2x2A,=—=™m, 
a -A,-(e"® + e—"°) = m (e*%p + €—"%r) COB NO, , 
a- B, +(e"? — e—"°) = m (e"%p — e~™%p) sin Nw, , 
oder also, es wird 
A,=m:22, 


me" +e" Tp 
A,= . ee a ee - COS N@, , 
e Le 
m e*p—e yp 
B, = a? a a * SIN NO, . 
e —é 


Damit ist die gesuchte Massenvertheilung ermittelt. Ihre Masse 
ist nach (6) des § 9.: 
m,=22A, =m. 


Die Substitution der Werthe fiir A und PB in den Ausdruck fiir q’ 
($ 9.) ergiebt ferner, da 
do 


g = q: ds? 


fiir die Dichtigkeit g, der gesuchten Massenbelegung: 


n z 
nd —n?d 
An __m 9 NS’ (er te ee : 
(10) w= {1425 oo en COS 2, - COS NO 
n=1 


et Ip = en" , 


F : da 
—_—__—_—_——— ~~ $1 ”% @»y * Sin 2 @) 1 a? 
e@® __ oe 29 s 
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Sonach erhalten wir den Satz: ,,Jst m ein gegebener Massenpunkt 
innerhalb einer gegebenen Ellipse und denkt man sich eine andere Masse 
m gleich der Masse jenes Punktes liings der Peripheric in solcher Weise 
vertheilt, dass ihre Dichtigkeit an jeder Stelle (8, @) durch die vor- 
stehende Formel fiir q, wiedergegeben wird, so iibt die so erhaltene Rand- 
belegung auf alle diusseren Punkte genau dieselbe Wirkung aus, wie der 
gegebene Massenpunkt m.* 

Die so ermittelte Randbelegung uennt man auch kurz ,die dem 
gegebenen Massenpunkte m entsprechende Randbelegung“. 










Zus. Von hier aus gelangt man leicht auch zu dem Theoreme: 
»Ist innerhalb einer Ellipse cine beliecbige Massenvertheilung (diserete 





x Massenpunkte oder auch Massen auf Fliichen) gegeben, so kann die 
Wirkung derselben auf dussere Punkte jeder Zeit durch eine geeignete 


Randbelegung der Ellipse neutralisirt werden.* 


§ 11. 
Fortsetzung: der angezogene Punkt innerhalb der Ellipse. 


Betrachteten wir im vorigen Paragraphen den Fall, wo der Massen- 
punkt innerhalb, der angezogene Punkt ausserhalb der Ellipse lag, so 
fragt es sich, zu welchem Ergebnisse fiihrt es, wenn wir diese Lagen- 


‘ verhiltnisse umkehren? Es handelt sich also jetzt darum, die Dich- 
' tigkeit einer Massenvertheilung auf der Ellipse zu finden, welche mit 
' einem iiusseren Massenpunkte m iiquipotential ist in Bezug auf einen 
inneren Punkt (#;, @;). 
Das Potential einer Randbelegung der Ellipse auf einen inneren 
Punkt haben wir allgemein in § 9. durch Gleichung (9) ermittelt. Es 
5 >) 5 
fand sich dort 
n ry “ ad = 
e. y ns nd; 
r(s)__ 9 ,ee Nw eee ae 
J a, as: A, log = * _ A, a COS NO; 
nd; —nd; 
e" "i —e a 
+ B,- ——— -— sin ne:) . 
€ / 
Das Potential des iiusseren Massenpunktes m auf den inneren Punkt 
6; (#;, «@;) ist gegeben durch: 
mM: L 
' m ‘, 
und, da jetzt 3, > %;, so folgt unter Anwendung von (VI*.) § 5.: 
| n= . Fe 
{ eve >> tf Pit @*% go 
m:-L- =m, log =< — % COS 0, + COS N @; 
mo, \ « r | pa a |) e* Pp 
' s S=t 
"ei bee Pe . 
. sin N@, + sin N@;)F . 
es j 


22% 
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Soll nun das Potential oy der Ellipsenbelegung mit dem vor- 
stehenden Potentiale identisch sein, so muss sich aus der Vergleichung 
beider die Dichtigkeit g, der erforderlichen Massenbelegung oder, was 
dasselbe besagt, miissen sich die Entwickelungscoefficienten A, B in 
= bestimmen lassen. Man findet: 


lor 22° 
A m * 
or Qn ee > 
“s—; 
{ m e”"° ‘ 
An = 5, * 9, COS NM , 
> m neo . 
Bb, = ---, sin n@, . 
via e” . Pp 


Mit Kinsetzung dieser Werthe wird q’ (vergl. § 9.): 
4 
P 
| log e = e rx=@ aie 
mw 4 é€ 
+2 S cos ” (@ — @,) 
© ——- 


ts ; 
i 4 ee — e” +p 
log n=1 
foal » 


Die Masse der Randbelegung aber ist: 


ere 

leg — 

m, = 22 A, =m - - 
We 

log 5 


Wir gelangen sonach zu dem Satze: ,Jst m ein gegebener Massen- 
Lan) 5 
punkt ausserhalb einer gegebenen Ellipse und denkt man sich eine andere 
Masse 


lings der Peripherie der Ellipse in solcher Weise vertheilt, dass thre 
Dichtigheit q, in jeder Stelle (8, @) des Randes der Gleichung 

, do 

"ds 

geniigt — (fiir q’ gilt der vorher ermittelte Werth) —, dann wird die 
so erhaltene Randbelegung auf alle inneren Punkte genau dieselbe Wir- 
kung ausiiben, wie der gegebene Massenpunkt m selbst. “ 


§ 12. 
Lésung der Hauptaufgabe nach der dritten Methode. 


= 4 


Wir wenden uns endlich direct zur Lésung unserer Hauptaufgabe. 
Sie ist kiirzlich wiederholt: Eine Function ® von solcher Beschaffenheit 
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soll ermittelt werden, dass sie selbst, wie auch ihre ersten Ableitungen 
ao ao 
ox’ oy 
iiberall auf der gegebenen Flache der Gleichung A® = 0 geniigt, und 
endlich am Rande der Flache vorgeschriebene Werthe ® = 9, besitzt. — 
Wie bereits in der Einleitung, § 1., erwahnt, bringen wir zur Lésung 
dieses Problems diejenige Methode in Anwendung, welche die Lésung 
reducirt auf die Ermittelung der einem gegebenen inneren Punkte ent- 
sprechenden Randbelegung und die Lésung darbietet durch die Formel: 


®, “J ” -®M,.ds. 
% 


Der Index % bedeutet hierbei, dass das Integral iiber die ganze 
Begrenzungscurve der gegebenen Fliche 2% hin zu erstrecken ist; ferner 
ist p ein innerhalb der Fliche gelegener Punkt, in welchem die Massen- 
einheit concentrirt zu denken ist; ” ag endlich ist die Dichtigkeit 
der diesem Punkte entsprechenden Randbelegung der Fliche 2%. 
Man iibersieht nun mit einem Blicke, wie die Gleichung (10) des § 10. 
die wichtigsten Dienste leistet; es geht nimlich der dort gefundene 
Werth von g, unmittelbar in den von y‘” iiber, wenn man m=1 setzt. 
Sonach erhalten wir aus § 10.: 


(p 1 i: y dy —a7 
4? = {1+2, (5 — —w cos N ©), + COS 1.@) 


22 


auf einer gegebenen Ellipsenfliche eindeutig und stetig ist, 


9 9 : 
ple = ge | da 


é L . . 
+ — SIN N@),+ SIL NO )F - 
en® — 9 8° P yj ds 
Nehmen wir ferner an, die Randwerthe ® der gesuchten Function 
® seien gegeben durch die Entwickelung: 


r= 


o=—%,=—P,+ = (P, cos na + Y, sin no) , 


=i 


so lautet die Lésung des Problems fiir den Punkt p: 


a 


wenn wir augenblicklich 
) , do 
durch q’. 
= ¢ ds 


ersetzen, Stellen wir nun zeitweilig q’ dar durch 
A= 
, 1 ; me 
d=, {142 > (A, cos no + B, sin no)} ; 


st 


so wird 









ae EES a AS AA TE I Ta 


oy ee ee a RS a 


eet aa Oe a ne a 


| ie i el A, ie AE A Aas a a 


ee ee 


MeutzNxer, 


= t 


d. i. 


z—& 


ne nea 


+ e new 


a= i 


Dass die so gefundene Function fiir sich und mit ihren ersten 
Ableitungen den Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit geniigt, 
auch die Gleichung A® = 0 erfiillt, folgt unmittelbar schon aus der 
Herleitung der Formel, welche zur Lésung des Problems in Anwendung 
gebracht wurde. Indess wird sich im folgenden § Gelegenheit bieten, 
die Richtigkeit dieser Behauptung direct einzusehen. Fiir jetzt wollen 
wir uns damit begniigen, zu verificiren, dass die gefundene Function 
die vorgeschriebenen Randwerthe besitzt. Dazu lassen wir den Punkt 
p in die Peripherie riicken, d. h. wir setzen #, —6 und bezeichnen 
einfach @, mit @, so folgt: 


a— me 
me iy ° 
o,= Py, + > (P, cos na + Y, sin no) . 
a= 1 


§ 13. 
Untersuchung dreier Functionen o, y, x. 


Die Form der gewonnenen Lésung (11), welch letzterer man auch 
die Gestalt geben kann: 


no 
, P 
,, — P 7 1 ts f n ” (e® Fp e-" Fp) COS 1.0), 
} 0 Fo | eM 4 gH \ + / | 
Y . 
+ no : —no (e"%p — e~"%p) sin 1), ? 
e —é€ 


legt die Frage sehr nahe, ob nicht vielleicht die Functionen 


yg=l, 
SC 54 ‘ 
y= , (e** + e-")- cosna, 
¢ nd? —n?d “4 
A= 75 (e"'" —e-"")-sinna, 


Functionen von solcher Beschaffenheit sind, dass sie sammt ihren 
ersten Ableitungen den Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit, 
sowie der Gleichung 


Pe see ee 


Ox? oy 


auf der gegebenen Ellipsenfliche geniigen? — Was zuniichst nun die 


F L —~ . . : 4 . 
J — J 1+2 > (A, cosn@-- nse’ | P,+ S (P,, cosna-+- VY, sina) 
e =% | { | ss 
§ == 


j 


: crs ep te" orp — 6 "Pp 
(11) %=—P,+ > (P. — COSN y+ VY, ° sin 1, ) : 
e € 


? 
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Function » anlangt, so bedarf es keiner weiteren Auseinandersetzung, 
dass sie in der That den Hauptbedingungen Geniige leistet. Was fer- 
ner die Functionen y und x betrifft, so sind, um deren Stetigkeit und 
Kindeutigkeit zu untersuchen, folgende Vorbemerkungen zu machen, 
die auch fiir die Ableitungen dieser Functionen von Wichtigkeit sind. 
Fiir # = 0 reduciren sich, wie schon friiher er- 


wahnt, die Ellipsen unseres Systems auf die ol . 
Verbindungslinie der beiden Brennpunkte FF’. +A | 4\ 


> 


Sofern diese Strecke FF” einen Specialfall einer 





Ellipse reprisentirt, ist sie als eine doppelt ge- {ie “er 
legte Gerade aufzufassen, welche von F’ nach \ 2ke | J 
FE’ und wieder von F” nach F' zuriickreicht. ~ | 4e/ 
So lange nun #> 0, besitzt cos no, sin no ‘* r N “i 


in jedem Punkte der Ellipsen einen einzigen at 
bestimmten Werth, der mit seinen Nachbarwerthen stetig zusammen- 
hingt; in gegentiberliegenden Punkten jedoch, d. h. in Punkten A, A’, 
welchen die Winkel und 2x7—o zugehéren, hat wohl cos n@ den- 
selben Werth, weil 

cos n (2a —@) = cos Nn, 
dagegen sin n@ den entgegengesetzten Werth, weil 


sin n(2a—@) = — sinno. 


Wird nun #=0Q, so fallen gegeniiberliegende Punkte wie A, A’ in 
a, a’ auf einander und, wihrend cos nw auf FF” eindeutig und stetig 
bleibt, wird sin n@ zweideutig und unstetig. Sonach erhalten wir das 
Resultat: ,, Wahrend cos nw auf der ganzen geyebenen Ellipsenfliiche 
eindeutig und stetig ist, wird sin n@, das sonst iiberall dieselben Eigen- 
schaften besitat, auf der & =O entsprechenden Verbindungslinie der 
Brennpunkte FF’ zweideutig und unstetig.“ 

Kehren wir nun zu unserer eigentlichen Untersuchung zuriick, so 
folgt, dass w und x auf der ganzen Ellipsenfliche eimdeutig und stetig 
sind; denn fiir # = 0 wird 


u =C-+CcOSn@, 


9¢=0 
As=0 = ue 
Ks fragt sich weiter, wie verhalten sich die ersten Ableitungen 
von w und x beziiglich der Kindeutigkeit und Stetigkeit auf der ge- 
gebenen Fliche und speciell fiir #—0? Nun ist 


ow | +9 - 9 ot « —s . do | 
; =a  ¢ ev’ — e-v) COs 7 ea, on 3 e- 2 Pe end 
Om @ \4 ge COS ND (en? + )+ sin WO +a), 
0 €c be , oF ; . : . ae 
=n: ; { (ono = os 9) 7 cos nw — (er9 e—*) - sin n@ - = : 
oy 2 oy get, dy J’ 
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Z c f n? n? oe .. nd —nF) 208 Go | 
<— == 0 ym? t. e-"9) —— sin n@ ey —e - COS NO + 5 
0x wos i + on * ie ex}? 
a ae +e f (en? + e-*?) ve sin n@ + (e" e~-"*) . cos n@ oe} : 
oy 2 \ ° Oy a oy J 
Zur Bestimmung der hierin auftretenden Grodssen: 
ot 0d | Co do 
02? Oy*® du’ dy 


bedienen wir uns der Gleichungen: 
. c 9 — as 
z£=—(e? +¢e-*)- cosa, 
Cc « « . 
y= , (° —e-”)- sna, 


aus denen sich leicht ergiebt: 


ov oak (e” — € ae!) - COS @ es 30 
- ; as +eé 27 __ 2 c0s 2 @) oy’ 
ae e” + ¢—”)-sin Pere oF 
i _ (ce? + e—?9 — 2 cos 2 w) oy 


; : . : : me CD OA C 0 
Setzt man diese Werthe in die Formeln fiir ©”, 2%; 2%, 2% 
Ox CY C2 oy 
ein, so erhilt man: 


oe uM « ‘ ‘ ais 
oY = 53 fc" —e- ®9) (e* —e— 9) cosn@-cos@ 
ox ee’ +e ““ — 2cos2a@ 
id a =< a : . 0 
+(e"? +e-") (e? + e-%) sin @- sin @ } = oa? 
ai n —— p ‘ P : 
a =9 89 { (e"*? —e-"*)(e9 + ¢—*) cosna@-sine 
cy e'+e—*" — 2cos2@ 
__ (gr 3? —nFI\ (pF o—F) 3 m aan. 2 
(en? +-e—™*) (e? —e—*) sinn@-cos@ } = re 


Fiir den besonderen Fall #—= 0 erhilt man: 


é ‘é n ‘ ‘ ‘ . : 
(<*) r (<2)  4-sin?@ (er iil ”) oe + -*)) a ees 


9==0 I= 


I= 9=0 


Da nun sin n@ und sin @ in entgegengesetzten Punkten a, a’ auf 
FF’ gleiche, aber entgegengesetzte Werthe hat, so haben eben dort 
die Producte 

sin? @ und sin n@ - sin @ 


gleiche Werthe mit gleichen Zeichen; also ist 


(3 _ nr) 
Ox oy 


3=0 


eindeutig und stetig. Gleiches gilt von 





ms EI RNS PO 








fiir 
iib 
Al 
Sa 
dle 


Zl 





fiir welchen Fall beide Ableitungen verschwinden. 


b deutig und stetig.“ 


3 Aw 


Ax 


(3s Pan 19) 
oy oa)? 
0 


I= 


ow 


Cx 


o*y o*y 
+ oy? ? 


on Ct 3 
om + < 
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Fiir Werthe #> 0 
iiberzeugt man sich leicht von der Eindeutigkeit und Stetigkeit obiger 
Ableitungen. Daher das Ergebniss: ,Die Functionen op, y, x sind 
sammt ihren ersten Ableitungen auf der gegebenen Ellipsenfliche ein- 


Es eriibrigt endlich die Untersuchung der Ausdriicke: 


Die wirkliche Ausfiihrung der angedeuteten Differentiationen wiirde 
zu sehr ungeschickten und wenig iibersichtlichen Ausdriicken fiihren. 
Es bietet sich nun hier ein sehr elegantes Verfahren, diese Unttr- 
suchung abzukiirzen, in der Jacobi’schen Transformationsformel dar. 


Hat man nimlich an Stelle der urspriinglichen Variabeln 2,, x, - - 
-¥Y, eingefiihrt mittels der » Substitutions- 


nm neue Variabeln y,, y, - - 
gleichungen: 


ay = 


Ly (Yry Yo Yn), 








i=n 


Ox, 


n= & (ay 


4=1 


. 


I Ly = Ly (Vy Yo °° Yn)» 
Xn — Ln (W4> Yo Hike. Yn) ? 
welche der Bedingung Geniige leisten: 
, i= 
OX, Cay, 4 OX, OX, 4. + OX, CX, ais ’ 
Oy, = OY; OY, OY; OY, = OY — 
so gilt die Relation: 
A=n i=n - 
\ oeV 1 0 (Se °: FT 
i, a = meee . 7 
wo, Ok" WeYarsY, sm OY; ( y? 
worin 


bedeutet. In unserem Falle ist » — 2, ferner ist 


1=t= -(e? +e-*)- cosa, 


c 
2 


y=7 5% =O, 


weiter ist die Bedingungsgleichung: 


-(e? — e-*)- sna, 


Ox, 


0 Yy, 


° 7 


Ox, 


CY; 


), 


* Xn 


? 
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denn indem man hat: 


erfiillt ; 
Cx c 9 i oy 
— = e’? — e-*)- cosa = = 
ot 2 ( ) Ga? 
ox C 4.9 — . ey 
o=—=— CSC e > ‘ -s —— = 
Aan s (e? + e-%)- sin @ ae? 
folgt: , 
Cx Cx oy cy 
. . . . = . 
co? 0a + ct 0a 


Wir kénnen demnach die Transformationsformel anwenden. Dazu 


miissen wir ferner bilden: 
=% s) + (8). 


ve = (52) + (52), 
° pe a 0a 
woraus also sich ia 
Y¥; =%- 
Dadurch vereinfacht sich die Transformationsformel zu: 


1 O*w O° 
Ay=—_. 
1° Ye ( + : 


oe? Cw 
A,— 1 (#2 4 Oe 
a Wes os 6 w* 


und hierin ist 


c __ ‘ ec , e\2 2s 
YY, = Y. = —-- (e? — e—*)*- cos? w@ — +(e? + ¢—*) sin? a. 
I 2 4 4 7 


Da sich. durch die Ditierentiation ergiebt : 
Oty € 2p » c . — , 
ae ee ee ZT P+ oo") - ene, 
so ist Ay = 0. 
Ebenso findet sich: 
Ox hd 2 € , a . 
— oar —e >: (e"? — e—**) -sm na, 
folglich ist auch Ay = 0. 
So hat sich in der That die Erwartung bestiitigt, dass die Func- 
tionen m, ~, x, auf welche die dritte Methode uns in natiirlichster 
Weise hinleitete, den Hauptbedingungen Geniige leisten. 


§ 14. 
Lésung des Problems mittels der ersten Methode. 


Nachdem wir in solcher Weise passende Functionen ermittelt 
haben, kénnen wir die Lésung des Problems nach der ersten Methode 
versuchen, wie dieselbe in § 1. angezeigt ist. 
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Es sei also eine Ellipsenfliiche gegeben, begrenzt von der durch 
(8, @) charakterisirten Ellipse (@ seien die den einzelnen Punkten der- 
selben zugehérigen Winkelwerthe genannt), (#, @) seien die Coordina- 
ten eines beliebigen, inneren Punktes. Es soll die Function ® ermit- 
telt werden, welche auf der gegebenen Flaiche den Hauptbedingungen 
geniigt und gegebene Randwerthe ® besitzt. Letztere seien vermége 
der Entwickelung gegeben: 


=o 
® = f(a) = P. (P,, cos n@ , sin n@ 
/ 0 \ U ? 


s=1 
worin die P und & gegebene Constanten vorstellen. Wir machen fiir 
die gesuchte Function ® einen Ansatz, indem wir aus den Functionen 
@, ¥, zy, nachdem wir sie mit vorliufig noch uhbestimmten Coeffi- 
cienten multiplicirt, folgendes Aggregat bilden: 
r= 


O=A):1 +> (<A, (e"? +e-"*).cosna+—<- B, (er? —ce-"?).sinn@). 
a=l m 


Bei Zugrundelegung dieses Werthes wird: 
=e 


: Life € : F aa 
@ = A, + > iS A,,(e"* +e-"*) -cosna+ —-B, (e"® —e “*)-sinna} 


n=1 
Soll dieser Werth mit dem zuvor fiir ® —/(@) angenommenen 
identisch sein, so gelten die Bedingungsgleichungen: 


Ay — P, ? 


- c : 
r A - (ere + en n/) eile -P. ; 


c > a a rs 
= B ‘ (e* =e ne) oi Vn . 
oder 
Ay = P, ’ 
P 
A, = — 


c 


: (e"® + e~"®) 


Q 


Bb, = = 

i ™ 

c no p—n@) 
= (e"* —e 


Diese Werthe der A und B in © eingesetzt, lautet die definitive 
Lésung der gestellten Aufgabe: 
—? , P, 
(12) O=P,+ = ( o— - (er? + e-"*) + cos n@ 
. a A e” ’ aL no 


+} Ch - (er? — e—™9)- sin n@ ). 
en? A Pa neo 
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Diese Lésung stimmt mit der § 12. Gleichung (11) gefundenen 
vollig iiberein, denn fiir den bestimmten Punkt p im Innern der Flache 
ist ¢ = 3,, @ = @, zu setzen. 

Zus. 1. Durch die Untersuchungen des § 13. und die Ueberein- 
stimmung der jetzt und friiher gefundenen Lésung ist dargethan, dass 
die in Gleichung (11) gefundene Function ®, allen gestellten Be- 
dingungen gerecht wird. 

Zus. 2. Soll eine Function ermittelt werden, welche wieder auf 
der gegebenen Fliiche den Hauptbedingungen Geniige leistet, zugleich 
aber die Bedingung erfiillt: 


Y 


® = const. = C, 
so ist ® = C selbst die gesuchte Liésung. Es gilt nimlich allgemein 
der Satz: Soll eine Function ® sammt ihren ersten Ableitungen auf 
einer gegbenen Fliiche % cindeutig und stetig sein, soll sie ferner auf 
dieser Fliiche durchaus der Gleichung A® =O geniigen und soll sie 
endlich am Rande dieser Fliche iiberall denselben Werth © = const. 
besitzen, so wird sie auch innerhalb % iiberall gleich const. sein.“ 


§ 15. 
Die Green’sche Function der Ellipsenflache. 


Nunmehr kénnen wir es auch noch unternehmen, die ,dem Cen- 
tralpunkte p entsprechende* Green’sche Function G) fiir die Ellipsen- 
fliche zu bestimmen. Wie gleichfalls in der Einleitung (§ 1.) bemerkt 
wurde, ist die Green’sche Function G‘?) durch folgende Eigenschaf- 
ten charakterisirt: im Innern der gegebenen Fliche muss G, oc oy 
eindeutig und stetig sein, AG —0O werden und endlich miissen die 
Randwerthe G, mit den Logarithmen der von dem inneren Punkte p 
aus nach den Randpunkten gezogenen Radiivectores gleichwerthig sein. 
— Wir wollen also mit Bezug auf einen beliebig gegebenen, inneren 
Punkt p (#,, @,) die Green’sche Function fiir die Ellipsenflache be- 
rechnen. Die Coordinaten der Peripheriepunkte seien wie zuvor 0, a, 
die eines beliebigen Punktes #, w. Kine Function, welche auf der 
Ellipsenfliche den Hauptbedingungen geniigt, ist ein Aggregat der 
Functionen m, ~, 4. Daher kénnen wir von vornherein fiir die ge- 
suchte Function G?) den Ansatz machen: 

raze 
Ay+ a (; A, (e"? + €—"*) cosno@ + ; B, (e"? — e-”*) sin nor) : 
a=1 / 

Dieses den ersten beiden Bedingungen fiir G entsprechende Ag- 
gregat wird zur Green’schen Function G” selbst, wenn es noch 
gleichzeitig der Bedingung geniigt: 
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r= ow 
( ee 1 ({ 9p + ep = 
G” = L_ = log ——— — > ( tee cos N@, - COS NB 
F ps 2 n 7 
a= 1 


en? 


e” Vp an ene a ! : 
SNnNO@, + SINNOD). 
P 
ene 


Das angenommene Aggregat wird aber fiir den Rand: 
n= 
A, + Ps (S A, (e"® +-e—"°) cosna@ + = B, (e"° —e-"®) sinn a) > 
s=1 
Soll dieser Werth mit dem von L,, identisch sein, so miissen die 
Coefficienten A und B, iiber die wir verfiigen kénnen, so bestimmt 
werden, dass der Gleichung fiir G*” oder L,, durch die letzte Glei- 
chung Geniige geleistet wird. So findet man: 


1, = log “5 
—_ og 9 ? 
i 1 ep te p = cosna, 
A, = — ; . —., 
iT) wo a nea Cc 0 
2 
. 1 ep — ep sin Na, 
yee me ee aa"? ; 
° — new 
¢ € ~ 


A 


Indem wir bei solcher Bestimmung der Coefficienten A und B der 
dritten Bedingung fiir G gerecht zu werden im Stande sind, erhalten 
wir durch Einsetzen der gefundenen Werthe der A und B in das Ag- 
gregat als Ausdruck der Green’schen Function bei der Ellipsenfliche 
den Werth: 


(p) ee yn Tp 7 Fp pit 3a —nF 
hs ») = log 5" r haul . i a + = no +s * COS N@, - COSN@ 
‘ 7 n=1 ’ € - € e 
rn—=e P . . s 
N 1 en “ e~""p en ee nd i ‘ 
ale " . one —T . _ne - Sin NO, ‘“SnNa, 
es) _ 


wo #,, @, constante Parameter, #, @ die Argumente der Function 
sind. Nennt man (#,, @,) den Centralpunkt, (@, @) den Argumental- 
punkt, so sieht man, dass die gefundene Function in Bezug auf Argu- 
mental- und Centralpunkt véllig symmetrisch ist. Wie sich zeigen liisst, 
ist dieses eine allgemeine Eigenschaft der Green’schen Function. 


$ 16. 
Lésung nach der zweiten Methode. 


Nachdem wir im vorstehenden § die Green’sche Function ermit- 
telt, kénnen wir nunmehr auch die zweite der in § 1. zur Lésung des 
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gestellten Problems angegebenen Methoden anwenden. Bei letzterer 
spielt der Ausdruck: 


’ (Pp) (yp) 
d G, d Lys ‘eS dG. @) d Lie, ws 
dn = 4“ dn 


eine wichtige Rolle. Um denselben zu bilden, bedenke man, dass, da 
das von uns beniitzte System krummliniger Coordinaten orthogonal ist, 
das Wachsthum der @ senkrecht auf der Richtung des Wachsthums 
der  erfolgt. Hieraus erhellt sofort, wenn man sich des § 3. p. 322 
iiber # Gesagten erinnert, dass 

_  -«¢ d-- da 

dn dd du dav ds 
indem » die innere Normale bedeutet. 


Aus dem Werthe von G'”’ folgt: 


(9, o) 
(p) ” et: P 
dG oo \) e pt e—™%p et 9 __ one 
d? ae” ne : —nhrzw«vv 2 nu *COSNO), » COSN @ 
- sai e +e é 
$=—ea,e>o 


rae 
. 7 e a nas e7” ar) ote nea Z ; ; 
Te | He sata = ‘SINN@, + SINNE . 
é 


Ferner erhalt man aus wn p. 327: 


dL ~¥ a nt —ns ty 
‘ o e p+e . . 
as a= | +, ~ COS N@, COS NW 
n— 1 é 
I=—0,0=—@ 
—¢*"p . : ) 
+ — SIN N@, SIN Na; . 
no j 


Sonach ergiebt sich schliesslich: 





4 

/ ag?) « 7 'P) a=e 

| OG 5 0 Ls, 7) 9 7 e %» + € rit . nCs GQ 

—\—>  - = =1+42 + COS N@, + COS NO 
\ ef ot ne —ne I 
. 9 in a= 1 € + e 
r—H,a0—O 
e — ee *Fy ‘ ‘ si 
ao -SIn 2@, + Sin Na}. 

en a eg #° 


Die weitere Durchfiihrung der Rechnung fiihrt zu der auf § 12. p. 341 
fiir 7” gefundenen Formel. 


17. 
Methode des arithmetischen Mittels. 


I. Berechnung des Winkelincrementes dg. 


4 


Bei Anwendung dieser Methode kommt es zuvérderst darauf an, 
den Betrag des unendlich kleinen Winkels dg zu berechnen, welchen 
die von dem gegebenen inneren Punkte p (a, b rechtw. Coord.) nach 
den Endpunkten x, y; «+ dz, y+ dy des Curvenelementes ds ge- 
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zogenen Radiivectores einschliessen. Um jede Zweideutigkeit von 
vornherein zu entfernen, setzen wir fest, dg besitze einen positiven 
Werth, wenn der von p nach x,y gezogene Radiusvector E bei der 
Beschreibung des Curvenelementes ds — bei welcher ja doch gleich- 
zeitig jenes Winkelincrement +d erzeugt wird — eine positive 
Drehung ausfiihren muss. 

Der Radiusvector FE, fiir welchen 


E* = (« — a)? + (y — D)?, 
bilde mit der Abscissenachse den Winkel g, so dass 


3 be x—a 
cosgp= > 


y—b 


sin 9 = *—; 


Um d@ zu bilden, fiihren wir als neue independente Variable die 
Richtung w ein und bilden den Richtungsdifferentialquotienten : 


dg op dx op dy 
—_— 9 a ? ° 


du @w# dp oy du 
Nun ist 

Op __ y—b Op —x—a 

a 0lUCtC<“ SR ee ee 


ferner ist, wenn v die zu w senkrechte, mit der dusseren Normalen 
der Fliche iibereinstimmende Richtung bezeichnet, 


dx ae pe ae oe 

du cos (¢@, 7) = — COs (v,y) = dy’ 
2 —_ f = Pa dx 

de cos (u, ¥) cos (v, x) = an 


Folglich ist: 


dg x—-a az y—b dy 
: + 


du FE? ~ dv E? ~ dv’ 
oder 

dp _ d-logE 

“i dv j 


Nach obiger Bestimmung iiber v miissen wir bei Einfiihrung un- 
seres Coordinatensystems dafiir @ setzen, fiir w aber w. Daher ist 
endlich : 

d -log E 


dg = = ——° da =(ds),, s. § 1. p. 321. 


Sind die Coordinaten des inneren Punktes p: #,, @,, so ist: 


ao 
a ae, nd —ni, 
7 ee Ss 1 (e"’p+e Pp 
log E = log a - - =e 7 COSMMy - COS NO + 
s=1 € 
ep — g-*9. ‘ ; ) 
= “sin NO, - SIN NOY, 


é 
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e” Ip 4 e* Fy 


* COSN@, + COSN@ 


nd 
s=1 e 
et Ip — oe" Fp . f ) 
+- -sSIn N@, +> SIN NA; , 
en? } j 


woftir wir zuweilen kiirzer schreiben: 


n= @ 
d-log E 7 
— i + > e-"*. (C, cos n@ + D, sin n@) , 
e=>1 
indem wir setzen: 
C, = (e"*» + e-™%p) - cosn@, , . 


D,, = (e"*» — e—™%p) + sin N@, - 


Il. Berechnung der Functionen uw, u, --+ v, v 


Wir haben nun laut § 1. p. 321 zu bilden: 


1 . 
= sf f: (ds), , 


vw 


yv=2u,—f, 


> 
’ 1 
wm b fea, 


vo =2u,—v usfiusf., 


worin f die vorgeschriebenen Randwerthe der gesuchten Functionen, 
(ds), = dg das in dem ersten Abschnitte dieses § berechnete Winkel- 
increment, endlich u, der ,,Randwerth“ von u,. 


Nehmen wir nun fiir die Randwerthe folgende Entwickelung: 


n 


f=P,+ D, (Pr cos no + @, sin n@) 


ll 
8 


L a= i 
an, so ist 
22 
1 [> d-logE 
nas xf is dt ‘da, 
0 
d. i. 
22 n— om rx—@ 
, a] ' 
y= 5 -f )Py+ > (P,cosna+ Q,sin ne)! {14> e—? (C,,cosn@+D, sinna) ;} da , 
0 a=l asi 


n= 
1 = 
p= P, + =° En, \P, (ery 4+ e—"7y) eos NO», 4- On (e"%p —p7n +p) sinna, | ; 


a= 3 








(B) 24 


9 


- 
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nr—@ 
(B) 2u,==2 P, +> ip, (1+e-2"*) cosn@ + Q, (1— e-?"*) sinno} ‘ 
si 
a 
v=2u,— f= P,+> (P, cosna@ — Y, sinn@) -e~2"", 
e=! 


n x n= aK 


S 


n=l s=1 


rae 


Pts x y— Sn +( (2, en Fy -}- en +p) COs ” 0, — O. (en Hy nm ne +») sin n @p), 


a=1 


r= @ 


(D) 2u,== 2 P,+ 7 a ) P, (e~?"* +-€—4"*) cos na — Q,(e-*"” 
= = 


rza=—= 
Co 
vy =2u,—v=—=P,+ bo e-*"9 (P, cosn@ + VY, sinn@) 
a= 1 
u.s.f. u.s.f. Man itibersieht aus den Gleichungen (A), (C) das Bil- 
(D) das der v. 


dungsgesetz der Functionen uw, aus (B 


Ill. Lésung des Problems. 
Die gesuchte Function ®, ist gegeben durch 


ms (2n+1) 5) f , a “ 2n+1)\ 
o, = $2 tp — Up t+ Up — te t—s-+— he S» 
wo v@"+ die Constante ist, gegen welche fiir m= oo v@"+ conver- 
girt. Aus den Werthen der v ersieht man, dass fiir »==oo die Sum- 
men verschwinden, also ist 
(ad-)) a 
per+) — } ae 
Ferner erhalten wir: 
rx—@ ru—F 
% | 
€ 6 > 
+ 2uy 2P,+ 2 
21 a=1 


r21=—& nu—@® 


Qu’, 9P ae no, P,, (e"F pt e-rFy) -COSsna + \ ‘ enn x 8 (e" Fp e-" Fy) -sInna@ . 
I 0 / t hal Pp? 
1 


i: r= 


+2u;, 42 P, +> » ind, P (er %p4 e-n9 p)* COSN@, + > en. Q), (ep ep). SINN@,, 


gl s=1 


rx=—@® rx—D 


—2u;,— —2P, > e-™9. P(e" %p+e-™p) -COSN@, + > e~™9.Q), (e" » —e-™p) «sin n@, 


e=1 s=1 


Bei der Addition verschwinden die Constanten; bei der Vereinigung 


der Summen beachte man, dass 
Vill. 
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22 
Up= an, + ye —2n9./ P cosna (Q,sinne) ; {i+ Se n9 (C,,cosna+D,sinne) \ da, 


e—4*9) sin no; j 


-P, ens In enn 4») +COSN@», + 3 ennd -Q,(e"*p e-" Fp) - SIN N@,, , 


ete. ete. 
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-n3? J1 _. p—2n? —4nt __ p—6nd a er 1 
‘ r +e € aa (= arp en? 


»—nd | p—-2r® »— 4nd o— tr a 7 —_* 1 P 
. { 1 + ‘ + . + ¢ , + awl e” ee e* o 
Daher ist endlich 
=. / 9 9 9 D 
ey / et of e7" p e” "yn  ¢ né p 7 
a . > } _— , 
®,=—P,+ , (7 "nd gwd -cos na, + Y, ao _ nae * SIND, 
=} 





die gesuchte Function, welche mit den friiheren Lésungen auch formal 
vollig identisch wird, sobald der Parameter # der begrenzenden Ellipse 
mit 6 vertauseht wird. | 


18. 


Sr 


Untersuchung gewisser sechs Functionen. 


In § 13. wurde gezeigt, dass es drei Functionen giebt, 


ieee l ? 
we C (pn »— nF 2OS f 
y= (e+ ) + COSNw , 
4 e on —n i?) m 
1=-~— ("’—e-*")- sinna, 
. . . C ‘@ . 
welche selbst, wie ihre ersten Ableitungen ? As -, auf einer 
iy C 
Ellipsenfliche eindeutig und stetig sind, sowie der Gleichung A- - = 0 


geniigen und welche daher nach der in § 1. angedeuteten ersten 
Methode zur Lésung der Hauptaufgabe verwendet werden konnten 
(ef. § 14.). — Es legen nun die Entwickelungen des § 5. iiber den 
log der Entfernung die Frage nahe, wie verhalten sich auf einer El- 


acta oe CGT 


aoe 


lipsenfliche folgende sechs Functionen: ’ 
g 3 
. i 
Pe 
= - ,, = log os : 
om — «ee. COs 2 @ yy, = < 2 gn. COS N@ | 
= SN@, 2=-> Sn@, : 
c > c ale 

h=, er" -sinna, k= = ° e—"" - sin N@, 

Unter Riicksichtnahme auf die in § 13. niedergelegte Untersuchung 


iiber die Kindeutigkeit und Stetigkeit von cos »@ und sin n@ auf der 
Ellipsenfliche erhellt, dass 


Pir Por YW» ve 
selbst auf einer solchen Fliche eindeutig und stetig sind, wihrend x, 
und y, fiir #0, d. i. die Verbindungslinie der Brennpunkte zwei- 
deutig und unstetig werden. 
Es handelt sich zweitens um Beantwortung der gleichen Frage 





s 


: 
é 
t 
4 
ay 





— 
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betreffs der ersten Ableitungen obiger Functionen nach w und y.  Fiir 
g, bedarf es keiner weiteren Untersuchung. Fir y, findet man: 


C2 __ (e? — e—"). cos @ 
sad : { e? + oe?" _ 2 cos? @ } 
OP, __ (e? +e”). sino 
dy ; { 7? +. e-?"* _ 2 cos 2.0 \ 
Kiir #0 ist der erstere Ausdruck eindeutig und stetig, aber 


. Og. _ F 
nicht ebenso “3 - Weiter ist: 
01 


« 
nd 


ow n-€ , ‘ = . . 
'= 6 aa { (e°— e-*) - cosn@ - cos @ + (e? +e-*)-sinne-sina}, 

ox pee o =" _ Jags? ‘ j 

: e+e 2c0s 2a 
‘ ni 
o n-e , « . P Pe 
TP as = J (oe? e-*) .cosn@-sin@—(e*— e~*)-sinna-eosa! 

; 29) ,-29 \\ jf? 
oy e+e “"— 2c0s 2a 


daher ist wegen des Productes sin n@ - sin @ 


3. 


7=0 


eindeutig und stetig, hingegen 
OW; 
oy 
3=0 


zweideutig und unstetig. 


Ebenso findet man, dass durchaus auf der Ellipsenfliiche, d. h. 
auch fiir_? = 0, eindeutig und stetig sind: 
Oe On Ole 

Ozu? Oy’ dy 


; 


zweideutig und unstetig hingegen: 
Ov: Ot Obs, 
oy ? Ca” de 
Endlich eriibrigt die Untersuchung, ob unsere Functionen der 
Gleichung A - - = 0 Geniige leisten. Hierbei erinnere man sich nun, 
dass bei Einfiihrung der Coordinaten # und @ an Stelle von x und y 
laut § 13. nach der Jacobi’schen Transformationsformel, falls man 
von einem gewissen Factor absieht, die Gleichung gilt: 
Bag? > bhi: ~°, 
woraus Ag, = 0, Ag, = 0 u.s. f. folgt. 
Sonach fiihrt dies zu dem Ergebnisse: ,,Die Functionen 9, 9., 
Wir Vey Ar» Ae geniigen simmtlich der Gleichung A,,, - + += 0; was aber 
ihre Eindeutigkeit und Stetigkeit auf der ganzen Ellipsenfliche, sowie 
dieselben Eigenschaften ihrer ersten Ableitungen betrifft, so sind fiir 


> 
23° 
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&#= 0, d. h. lings der Verbindungslinie der Brennpunkte x,, %; 
Og, 0%: Ove an 2 taeedios 
_ A A zweideutig und unstetig.“ 
oy oy oy Ox" O2 

Hieraus erhellt sofort, dass und warum man, um die Lésung des 
Wiirmeproblems fiir die volle Ellipsenfliiche zu finden, nicht etwa ein- 
zelne der Functionen w,, ¥., %;, Y beniitzen darf, sondern vielmehr 
ausser ym = gy, = 1 die Aggregate 


tip 


Ceara: 1° 3—h F 
in Anwendung bringen muss. 
§ 19. 


Liésung des Wirmeproblems fiir eine von 2 confocalen Ellipsen 
begrenzte Ringflaiche. 





Handelt es sich aber um die Aufgabe: ,,Gegeben sei eine von den 
2 confocalen Ellipsen # = 6, und # = 6, gebildete Ringfliiche. Es soll 
eine Function © ermittelt werden, welche sammt ihren ersten Ableitungen 
auf der gegebenen Ringjfliche eindeutig und stetig ist, fiir welche AD=0 
wird und welche an den Réndern vorgeschriebene Werthe besitzt,“ so 
wird man hier unter Anwendung der ersten Methode (§ 1.) alle sechs 
Functionen ohne Bedenken einzeln beniitzen diirfen. 


pees 


ee ad 


Die vorgeschriebenen Randwerthe seien gegeben durch folgende 
allgemeine Entwickelungen, in denen 6,, @, die Coordinaten eines 
Punktes der inneren, 6,, @, eines Punktes der iiusseren Peripherie be- ‘ 
deuten: : 


nn: zs 


®, = P, + Ss’ (P, cos nw, + QY, sin n@,) , 


44 
eo 


®, = B, + S ($, cos na, + Q, sin N@,) . 
2 2 
- a= 1 
Wir kénnen nun folgenden Ansatz fiir die gesuchte Function ® 
machen, welcher ohne Weiteres auf der Ringfliiche die Hauptbeding- 


ungen erfiillt: } 
. n= @ a 
> é ‘ec Ye r ‘ > 9 i 
@= A,-1+ B, log ; + ; [(An e"? + B,e-”*) cos n@ : 
n= 1 Pal si 
+ (C,e"* + D,e-"") sin no|. 

Die unbestimmten Coefficienten lassen sich ermitteln, wenn wir 

die Randwerthe dieser Function ® bilden. Offenbar ist: ; 


ie 


ary Ye . - 
®, =A B, log *° /< [(A,er + Byem"™) cos no 
1 0 et — 2 L* 
ase i , : 
+ (C, ener oa D,€ nO) sin 7 @,|, 
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rn=—@ 
A, 
e-c¢ c - _ 
%,, =A,+ B, log —— + > = [(An en® -+- B,e-") COS N@>» 
ig =_! . 
+ (C, e+ D,e-"™) sin no, 

















Aus der Vergleichung dieser und der obigen Ausdriicke fliessen 
folgende Bestimmungsgleichungen: 


( 4, + By log ° = By, 
F (L.) 
| Ay + Bb, log — — Ko ? 


A,er™ + B,e- en P, : = 
(11.) 
A, e" oP Bie BO. one B, : —', 








: | Cen a Dae mO, —— Vn : Cc 
(II1.) | 


C,e"* + D,, C— M2 ss Dn : 
. Berechnet man hieraus die A, B, C, D und setzt die gefundenen 


Werthe in die Formel fiir ® ein, so erhilt man die Lésung des Pro- 
blems in der Gestalt: 


Leap cee ae 


% ” Hy, o 
: ec e"'¢ ee € 2 
Bp - (log —* log ; ) + P, (10 ai log 5 ) 
‘ po — 
Mo . AaTy > 
. eo Be 
: ‘ = Bo: 


n(t— )) + P» ( et (2 d) en 1 Me -9)) 


ST we (0) — : 
-}- — COS 1.00 


“ i et (82—%) ial n(A@,—0,) 
XN e. et ,) e a—O) ie On ( et 2 - a) e n(Ay 9) 
Nn . n — . 
-f ? : Sin 2@. 
et (Me Oe a n(A@.— 4) 
§ 20, 


Die Green’sche Function der Ringflache. 


9 nth a Rat 


Soll mit Bezug auf den innerhalb der Ringflache gelegenen festen 
Punkt #,, @, die Green’sche Function G” ermittelt werden, so tritt 
zu den ,,Hawpthedingungen* die Bedingung G‘” = L fiir die Rand- 
werthe hinzu (cf. § 15.). Man bildet daher wieder zuniichst ein Ag- 
: gregat der sechs Functionen: 


n- 


48 


G = Ay + B, log “5° + 


Cc ¢. « « 
— (An e"? + B,e-"*) cosna@ 


1 ; , 
+ (C, 6? + D,e-”*) sin no| 


\ 


n” 


II 
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und bestimmt die Coefficienten A, B, C, D mittels der Bedingungs- 
gleichungen: 


n—e 


9 neo —ne 
ere \ Y 1 "i € . 
L,,o, = log —=— — ; ba COS 12), » COS NA, 
“ “ fam! it i e” Tp 
= 2 
nm e ney, 3 : ) 
ot sin n@, + sin n,( , 
e Tp I 1f ? 
a, NO 1 ( eT p - e~" Don 
Ly. —— log ae = COS 1@,, + COS 1 @, 
- — t et < 
” 1 
P ‘ Ip — ” ty ‘ ) 
+ = SIN NO), + SIN NOs, 


aus folgenden sich leicht ergebenden Ausdriicken: 


, 0 
c ere 
| Ay + B, log —."- = log —2~ , 


a) , 
‘ Cc e c 
| A, + LB, log ._ log » ? 





Cc 1 P ner, | P ner, 
= (A,e°* + B,e—*") = a = * COSNM, , 
d n ep 
(11.) . 
y c i 7 B a 1 et Tp w e" » 
> (Ane f+ In€ = ~ . — * COSNM, , 
3 F 
C __ 1 i Mae 3 
- (¢ 4 oem =f Die ne, = ‘i ‘ ; * SIM 20, . 
2 n no ! 
III.) % 
( > nv nia 
c , nO. — I e“P —€ p : 
| a (Cre + Dye~*™) = — :* ee + SIL WG), . 
tai t 


Die hieraus folgenden Werthe einsetzend, findet man: 





2 a - = on 9 / ” o 
aoe eC — ec —_ ge 1 ere ¢"¢ ec 
(p) og 2 og os . -++ log = - (| log - log = 
(9,@) — SS es — + 
e-¢c ce 
log — log 
» ‘ 
ag— “ P 
4 YyY pind : (errr - e nn) +}. enn ’ (e nF», om e NOs _ e AW, e an, 
=. 45 (08 NOW, +» COS 10 -+- 
—_ n- eX (F+F)) : (e2*™ as enn) ( 0, v t 
n 
ra—@ 


4 ~N) 2 a (en = ec" p) 4. en" : (e""p _ e nu -} (ene e ane) 
NID y) , (2 mO2 


SIN N@, + Sin nO . 
w-e 
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On the group of Points Gj on a sextic curve with five double 
points. 


By A. Cay.ey. 


The present note relates to a special group of points considered 
incidentally by M. M. Brill & Noéther in their paper “Ueber die 
algebraischen Functionen und ihre Anwendung, in der Geometric” 
Annalen t. VII, pp. 268—310 (1874). 

I recall some of the fundamental notions: we have a basis-curve 
which to fix the ideas may be taken to be of the order n, = p+ 1, 
with } p(p—3) dps, and therefore of the “Geschlecht” or deficiency p; 
any curve of the order n —3, = p—2 passing thro’ the } p (p—3) dps 
is said to be an adjoint curve. We may have on the basis-curve a 
special group G/ of @ points (Q@ 6 2p — 2); viz. this is the case 
when the @ points are such that every adjoint curve thro’ @ —q of 
them (that is every curve of the order p —2 thro’ 4 p(p— 3) dps 
and the @ —q points) passes thro’ the remaining q points of the 
group: the number g may be termed the “speciality” of the group: 





if ¢ = the group is an ordinary one. 

It may be observed that a special group G* is chiefly noteworthy 
in the case where @ — q is so small that the adjoint curve is not 
completely determined: thus if p= 5 (viz. if the basis-curve be a 
sextic with 5 dps), then we may have a special group G, but there 
is nothing remarkable in this; the 6 points are intersections with the 
sextic of an arbitrary cubic thro’ the 5 dps (the cubic of course inter- 
sects the sextic in the 5dps counting as 10 points, and in 8 other 
points) and such cubic is completely determined by means of the 5 dps 
and any 4 of the 6 points. But contrariwise there is some thing re- 
markable in the group G,' about to be considered: viz. we have here 
on the sextic 4 points, such that every cubic thro’ the 5 dps and thro’ 
3 of the 4 points (thro’ 8 points in all) passes thro’ the remaining 
one of the 4 points. 

The whole number of intersections of the basis-curve with an 
adjoint, exclusive of the dps counting as p (p — 3) points, is of course 
= 2p —2: hence an adjoint thro’ the % points of a group G% be- 
sides meets the basis-curve in R, = 2p —2—¥ points; we have 
then the “Riemann-Roch” theorem that these R points form a 
special group G’,, where 

Q+h=—=2p—2 


(as just mentioned), 
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Q@—R=—2q—2r; 
viz. dividing in any manner the 2 p — 2 intersections of the basis- 
curve by an adjoint into groups of @ and R points respectively, these 
will be special groups (or at least one of them will be a special group) 
Go, G;,, such that their specialities g, r are connected by the fore- 
going relation Y — R=—=2q—2r. 

The Authors give p. 293 a Table showing for a given basis-curve 
(or given value of p) and for a given value of r the least value of R, 
and the corresponding values of g, %: this table is conveniently ex- 
pressed in the following form. 

Least value of 


R = p ‘gays 
and then 
=a p i 
aaa r+ 1 l ? } 





p ‘ 5) ; 
Ow = 
t p + r+ 1 U ™— 9 
where — = denotes the integer equal to or next less than the fraction. 
It is 1 think worth while to present the table in the more de- 
veloped form: 
Y= 
n p Dps 1 2 3 | 5 6 
“wer t 
G @ ' 
Sia 0 2 4 
G’ G 
1 ao : 
yl y2 hs 
Fs G Gr. | 
54 2? 
G, GG) @ 
yl y2 3 yl 
G & @& «@! 
6 5 2 1 0 0 0 
G a @ @ | 
_— - a a 4 
7 6 ) 2 1 ( 7 ( | 
S. & &€& € | ) 
yl y2 Bi) v4 i) 16 
GaeEeg& a & &, 
8 ‘ 14 Y yl 0 0 0 0 
Gag@eee@ @ 


GC 
where the table shows for any given values of p, the values of ‘s . 
m 
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J] recur to the case p= 5, the group G, which is the subject of 


the present note: viz. we have here a sextic curve with 5 dps, and 
on it a group of 4 points Gi, such that every cubic thro’ the 5 dps 
and thro’ 3 points of the group (in all 8 points) passes thro’ the re- 
maining 1 point. 

M. M. Brill and Néther show (by consideration of a rational 
transformation of the whole figure) that given 2 points of the group, 
it is possible, and that in 5 different ways, to determine the remaining 
2 points of the group. 

I remark that the 5 dps and the 4 points of the group form “an 
ennead” or system of the nine intersections of two cubic curves: and 
that the question is, given the 5 dps and 2 points on the sextic, to 
show how to determine on the sextic a pair of points forming with 
the 7 points an ennead: and to show that the number of solutions 
is = 5, 





We have the following “Geiser-Cotterill” theorem: 
If seven of the points of an ennead are fixed, and the eighth point 


describes a curve of the order » passing a,, a,--- a, times thro’ the 
seven points respectively, then will the ninth point describe a curve 
of the order v passing @,, @,---«, times thro’ the seven points re- 
spectively: where 

vy =8n—32a, and conversely n —=8yv—3 Za, 

a, =3n—a,— 2a, a,=3v—a,—Za, 

a, =3n—~-a,—Za, ad, =3v—a,—Za, 


(Geiser, Crelle-Borchardt t. 67 (1867) pp. 78—90; the complete form, 
as just stated, and which was obtained by M' Cotterill, has not 1] 
believe been published): and also Geiser’s theorem “the locus of the 
coincident eighth and ninth points is a sextic passing twice thro’ each 
of the seven points.” 

The sextic and the curve intersect in 6 points among which 
are included the seven points counting as 2 Xa points: the number 
of the remaining points is = 6» —2 2a. Similarly the sextic and 
the curve v intersect in 6 v points among which are included the 
seven points counting as 2 Xa points, the number of the remaining 
points is 6 vy — 2 La (=6n—2 Za). The points in question are, 
it is clear, common intersections of the sextic, and the curves n, v: 
viz. of the intersections of the curves », v, a number 6» — 2 Za, 
=6y—22a, =3n+3v — La — La lie on the sextic. 

The curves », v intersect in mv points, among which are included 
the seven points counting Lae times: the number of the remaining 
intersections is therefore nv — X aa, but among these are included 
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the 3n + 3v — La — La points on the sextic; omitting these there 
remain nv —3(n + v) — Laa+ La-+ Lea points, or what is the 
same thing (m — 3) (v — 3) — X{ (a — 1) (« — 1) — 2 points: it is 
clear that these must form pairs such that the eighth point being 
either point of a pair the ninth point will be the remaining point of 
the pair: the number of pairs is of course 


4 [(m — 3) (v — 3) — L(a — 1) (a — 1) — 2), 
aud we have thus the solution of the question, given the seven points 
to determine the number of pairs of points on the curve » (or on the 
eurve v) such that each pair may form with the seven points an 
ennead. 

In particular if m=6; d,, dy, G3, Ay, As, Mg, Ay = 2, 2,2,2,2,1,1 
respectively, viz. if the curve be a sextic having 5 of the points for 
dps, and the remaining two for simple points, then we find » = 12; 
Wy, My, Oy, Oy, Os, &, a, = 4,4, 4, 4, 4, 5, 5 respectively, and the num- 
ber of pairs is 
=${3-9—5(2—1)(4—1)—2], =4(27—15—2), =5, 
viz. starting with the 5 dps and any 2 points of the group G@, we 
can in 5 different ways determine the remaining 2 points of the group. 


In reference to the number 3 p — 3 of parameters in the curves 
belonging to a given value of p, it may be remarked as follows: such 
a curve is rationally transformable into a curve of the order p + 1 
with 4p (p—3) dps, and therefore containing 4 (p+ 1) (p+ 4), 
—4p(p—3), =4p-+ 2 parameters. Employing an arbitrary homo- 
graphic transformation to establish any assumed relations between the 
parameters, the number is diminished to 4 p+ 2—8, =4p—6; 
and again employing a rational transformation by means of adjoint 
curves of the order p — 2 drawn thro’ the dps and p — 3 points of 


the curve — thereby transforming the curve into one of the same or- 
der p+ 1 and deficiency p — then assuming that the p— 3 para- 


meters (or constants on which depend the positions of the » — 3 points) 
can be disposed of so as to establish »—3 relations between the para- 
meters and so further diminish the number by p — 3, the required 


« 


number of parameters will finally be 4p — 6 —(p—3)=S3p—83. 


Cambridge 26" October 1874. 














Ueber asymptotische Werthe, infinitire Approximationen und 
infinitéire Auflésung von Gleichungen, 


Von Pau pu Bois-Reymonp in Tiibingen. 


Ich habe mich entschlossen, diese Fortsetzung meiner Unter- 
suchungen iiber das Unendlichwerden der Functionen*) in ‘deutscher 
Sprache zu verdffentlichen, nachdem ich meine Scheu iiberwunden, 
das Wort ,,unendlich“, wie die Franzosen ihr infini, substantivisch zu 
gebrauchen**). Ich schmeichle mir sogar, durch dieses ,Unendlich“ 
unseren mathematischen Wortschatz in dankenswerther Weise zu be- 
reichern. 

In den erwiihnten Untersuchungen habe ich die verschiedenen Un- 
endlich der Functionen nach ihrer Grésse unterschieden, so dass sie 
ein Gréssengebiet (das infinitiire) bilden, mit der Festsetzung, dass das 
Unendlich von g(a) grésser als das von w(#) oder ihm gleich ange- 
sehen wird (in Zeichen: g(x) > v(x), p(x) co u(x), Relationen, die 
ich infinitire Ungleich- oder Gleichheiten nenne), je nachdem der 
4 2) 

w(x 


Quotien unendlich oder endlich ist. Es tritt also im infinitiren 


Gréssengebiet der Quotient an die Stelle der Differenz im gemeinen 
Zahlengebiet. Zwischen beiden Gebieten besteht, wie ich in der ersten 
cit. Abhandlung ausgefiihrt habe, manehe Analogie. Ich kann noch 
hinzufiigen, dass zwischen Null- und Unendlichwerden die vollstiindigste 
Symmetrie herrscht, dergestalt, dass iiberall dem Unendlichwerden der 
Functionen die positiven Zahlen, dem Nullwerden die negativen Zah- 
len, dem Endlichbleiben die Null in schlagendster Weise entsprechen, 
Statt der Zahlen als fester Merkzeichen im Zahlengebiet hat man im 
infinitiren Gréssengebiet eine unbegrenzte Anzahl einfacher Functio- 
nen: die Exponentialfunctionen, die Potenzen, die logarithmischen 


*) Sur la grandeur relative des infinis des fonctions, Annali di Matematica, 
Tome IV (Serie Il?) pag. 338, und Théoréme général concernant la grandeur re- 
lative des infinis des fonctions et de leurs dérivées (Borch, Journ. Bd. 74, pag. 294). 

**) Das Unendlich lisst nicht wohl einen declinirten Plural zu, und wird des- 
halb als undeclinirbares Substantiv, wie ,,das Wesen“ gebraucht werden miissen. 
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Functionen, die ebenfalls feste Vergleichungspunkte bilden, und zwi- 
schen deren beliebig nahem Unendlich noch eine unermessliche An- 
zahl von einander verschiedener Unendlich sich einschalten liisst. 


Diese als Zahlen dienenden Functionen erstrecken sich, dem heu- 
tigen Stande der Analysis entsprechend, von beliebig hoch gethiirmten 
Exponentialfunctionen : 


é 
e 


bis hinunter zum Unendlich beliebig oft wiederholter Logarithmen 
log (log (-- - log a) ---) = Ul--+-a@. 


Die sich hier erhebende Frage, ob man mit diesem Unendlichkeits- 
intervall wirklich das ganze Unendlichkeitsgebiet umfasst, dergestalt, 
dass man jedes gegebene Unendlich zwischen zwei Unendlich von 
Functionen jenes Intervalls einschliessen kann, wie dies fiir jede ge- 
gebene Zahl bei der Zahlenreihe mdglich ist: Diese Frage habe ich 
schon der Hauptsache nach und zwar verneinend beantwortet*), indem 
ich zeigte, dass es Abnahmen giebt von einer Langsamkeit, die hinter der 
beliebig oft wiederholter Logarithmen zuriickbleibt, woraus wir, da aus 


y 
e 


y=ll---lx folgt e®, schliessen, dass es Zunahmen giebt, mit denen 
keine noch so hoch gethiirmte Exponentialfunction Schritt hilt. 

Ich muss aber sofort bemerken, dass man irren wiirde, wollte man 
hierin eine wirkliche Unvollkommenheit aller solecher Theorien erblicken, 
die sich im Wesentlichen anf das von den Logarithmen und den Expo- 
nentialfunctionen begrenzte Unendlichkeitsgebiet beschriinken, und dass 
man failschlich meinen wiirde, die Function A(z) sei noch zu finden, 
die geignet sei, eine Form A(A(a -++A(x))) zu liefern, mit der man 
jedes noch so kleine oder grosse Unendlich iibertreffen kénnte. Nim- 
mermehr. Eine solche Function, die in der Gréssenfolge des Unend- 
lich die Rolle der Zahl in der gemeinen Grossenfolge spielen wiirde, 
ist unmdglich. Kine ganz iihnliche Construction, wie die im cit. An- 
hang auf den Logarithmus l,.p angewandte, iiberzeugt von der Unmdg- 
lichkeit einer so beschaffenen Functionenfolge 


A(z), 4,(@), 4,(@),°-°°, 


dass man nicht eine Function A sich zu denken im Stande wiire, die 
z. B. ein kleineres Unendlich hat, als irgend eine der in dieser Reihe 


*) Eine neue Theorie der Convergenz und Divergenz von Reihen etc, An- 
hang, Borch. Journ. Bd. 76. 
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(fiir endliche Indices) enthaltenen Functionen*). Durch diese Bemer- 
kung ist die Theorie der infinitiren Kigenschaften der Functionen 
wesentlich an die zu jeder Zeit gerade bekannten analytischen Ab- 
hiingigkeiten gekniipft, und sie begriindet den fundamentalen Unter- 
schied zwischen dem infinitiiren und dem gemeinen Gréssengebiet. 

Ueber den Inhalt der vorliegenden Abhandlung erlaube ich mir 
folgende Angaben zu machen. 

Nachdem in den Kingangs erwihnten zwei Untersuchungen ich 
mich zuerst mit der Beziehung zwischen dem Unendlich einer Function 


*) Es ist also zu beweisen, dass, wenn eine unbegrenzte Schaar von fort und 
fort langsamer zunehmenden Functionen: 
Ay(%), Ag(a), as(@),--> 
vorliegt, die fiir jedes + die Bedingung: 
1 (a 
: L(¢ 
lim : = CO 
ee ) 
erfiillen, man immer eine Function w(#) angeben kann, die mit # unendlich wird, 
aber langsamer als irgend eine Function jener Schaar, 
Unsere Voraussetzungen sind erstens, dass die Functionen von einem Werthe 
von 2 zu wachsen anfangen, der < 1 ist, zweitens, dass, unter 2, 4%, 43, --- 
Werthe verstanden, fiir die 


Ay(x) = 1, Ag(Hg)—2, A, (x,)=—3, 


die Function 4,(a) von a, an, 4,(@) von a an u.s. f. nicht mehr convex gegen 
die Abscissenaxe werden, in welchen Voraussetzungen keine Beschrinkung un- 
seres Satzes liegt, da man sie direct erfiillen kann, wie folgt: Man ersetzt ein- 
fach jede Curve y = 1,(a) in der Richtung der abnehmenden x, von dem Punkte 
an, von dem an sie in der Richtung der zunehmenden x nicht mehr convex gegen 
die Abseissenaxe wird, durch die bis zur Abscissenaxe verliingerte Tangente. ; 
Dies bemerkt, construiren wir die Curve w(a) so, dass sie fiir #—= a, %,, #3, °-- 
die Werthe 1, 2, 3, --- annimmt, Sie bleibt dann 
von x, an < A,(@), 
von #2 an < 4,(#) 
ie ee 
Denn fiir a, ist (ax_) = Ag (#2) << A, (a@_). Wenn also 4,(@) von a, bis a, nicht 
convex gegen die Abscissenaxe ist, so braucht man fiir »(x) nur die geradlinige 
Verbindung von 4,(a,) und 4,(a,) zu nehmen, und so in allen ferneren Interval- 
len. Es wird aber w(a) schliesslich unendlich, da seine successiven Werthe die 


unbegrenzte Zahlenreihe 1, 2, 3, --- bilden, Ausserdem wird das Verhiiltniss 
1,.(x 
(a) ’ 


wie gross 7 auch sein mag, einmal unendlich, da w(«#) einmal, und zwar von 
©,.4.4 an kleiner als 4,4 ,() wird und bleibt und 
1,.(x) 
Ang (a) 
unendlich wird. (. e. d. 
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und dem ihrer Ableitung beschiiftigt, dann, mit Hiilfe des Satzes 
von der Differenzirbarkeit der infinitiren Gleich- und Ungleichheiten*), 
die Unendlich der Ableitungen verschiedener Ordnung einer Function 
verglichen habe**), schien es mir von naheliegendem Interesse, Aus- 
driicke wie: /(~-+-a)—f (2), nero, und iihnliche , # unendlich werdend 
und a endlich bleibend oder schwiicher als « unendlich werdend ge- 
dacht, auf ihre Unendlich zu untersuchen, weil hierbei erst die Ana- 
logie zu den Voraussetzungen der Differentialrechnung eingehalten 
wird, indem z. B. dem unendlichkleinen @ und endlichen x im Diffe- 
rential f(#-+-a) — f(x) das endliche a und unendlichgrosse « im Un- 
endlich von f(a-+ a) — f(z) entspricht. Die hieraus sich ergebenden 
Formeln (Cap. I., wo nur endliche Grenzwerthe zusammengestellt sind, 
und Cap. III.) erweisen sich als sehr niitzlich fiir die erfolgreiche In- 
angriffnahme dessen, was man das praktische Problem der ganzen 
Theorie nennen kann, der Bestimmung des Unendlich nicht explicite 
gegebener Functionen. Es sei f (x, y) eine aus Logarithmen, Potenzen, 
Exponentialfunction zusammengesetzte Function, die, gleich Null ge- 
setzt, eine unauflésbare transcendente Gleichung fiir y bildet. 

Fiir viele Untersuchungen wird es ausreichend sein, von y nur das 
Unendlich zu kennen. Diese noch zu allgemeine Aufgabe gestattet Spe- 
cialisirungen, die der Analyse zugiinglich sind und noch immer um- 
fassend genug erscheinen. Freilich machte ich bald die Wahrnehmung, 
dass meine Methoden (welche hauptsiichlich in verschiedenartiger An- 
wendung der Lagrange’schen Restformel bestehen) hiufig nur un- 
vollkommenere infinitiire Aufschliisse iiber die gesuchten Functionen, 
als ihr Unendlich, geben. Aber gerade dieser Mangel gewiihrte wie- 
der den Vortheil, auf die Frage hinzuweisen, was man sich, analog 
der niherungsweisen numerischen Bestimmung der Wurzeln einer 
Gleichung, unter infinitiirer Approximation zu denken habe, mit an- 
dern Worten, wie man die Anniherung, mit welcher eine gefundene 
Function das Unendlich der gesuchten ausdriickt, za beurtheilen habe 
(Cap. IV.). 

Solcher infinitiiren Lésungen von Gleichungen theile ich in den 
Capp. V. und VI. mehrere mit, eine Auswahi unter einer grésseren 
Anzahl ihres Gleichen, die ich aufgesucht habe. Man darf hier noch 


*) Der Beweis dieses Satzes ist in seinem ersten Theile zu lang und durch 
einen Druckfehler entstellt. In der Anmerkung zu Art. 5. gebe ich diesem Theile 
des Beweises eine kiirzere und iibersichtlichere Form. 

**) Der Satz, der diese Beziehungen ausspricht (Borch, Journ. Bd. 74, p. 300), 
lisst in seinem zweiten Theile eine bedeutende Vereinfachung zu, wie ich seitdem 
bemerkt habe. Sie findet sich mitgetheilt und entwickelt in der zweiten Hiilfte 
der Anmerkung zu Art. 5. 
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keine allgemeine Theorie solcher Auflésungen erwarten, sondern jede 
einzelne Aufgabe verlangt, wie die Dinge stehen, ihre besonderen 
Kunstgriffe, etwa wie dies von den zahlentheoretischen Problemen be- 
sonders im vorigen Jahrhundert galt. Doch liegt gerade hierin fiir 
den Forscher viel Anziehendes. 

Die vorliegende Untersuchung ist fast in allen ibren Theilen aus 
dem Bediirfniss entsprungen, gewisse Siitze tiber Convergenz und Di- 
vergenz von Fourier’schen Reihen allgemein und unter genauer Fest- 
stellung ihres Giiltigkeitsbereiches zu beweisen. Wenn dies nun mit 
Hiilfe der hier mitgetheilten Siitze und Methoden in der That gegliickt 
, so habe ich dabei die Ueberzeugung gewonnen, dass es auf anderem 
Wege kaum mdglich gewesen wiire, so dass Jeder, der sich dasselbe 
Ziel gesteckt hiitte, es auch nur auf ungefiihr demselben Wege hiitte 
erreichen kénnen. So glaube ich zuversichtlich, dass die so schwierige 
und wichtige Theorie der Convergenz der Integrale, an welche bei 
weiterer Entwickelung der Analysis immer héhere Anforderungen ge- 
stellt werden diirften, nur durch ihnliche Untersuchungen geférdert 
werden kann, und hierin liegt ihr praktischer Werth. Aber abgesehen 
davon wird es von Interesse sein, zu sehen, mit welcher Leichtigkeit 
und Sicherheit es sich mit den infinitiren Kigenschaften der Funetio- 
nen rechnen liisst, und zu finden, dass es fast miihelos gelingt, bei 
transcendenten Gleichungen, vor deren Behandlung mit den gewodhn- 
lichen Kunstgriffen Jedermann zuriickschrecken wiirde, in sehr allge- 
meinen Fillen das Unendlich ihrer Wurzeln, ja noch niihere Bestim- 
mungen festzustellen. 


ist 


Tibingen, Juli 1874. 


I. Formeln fiir endliche asymptotische Werthe. 
1. Die einfachen Grunformeln fiir asymptotische Werthe. 
Aus der Lagrange’schen Restformel: 


fata) =f(a)+af’ («) +f" (e) +--+ 5fe+@), 0<aK<a, 





folgt zuniichst fiir » 1 und # =—oo, falls lim /’(#) endlich und 
bestimmt ist: eT 

(1.) lim {f(a+-a) —f(x)} =a lim f(a), 

(II.) lim /'*) — lim f(a) . 


Man erhiilt die erste dieser Formeln direct, die zweite aus der Um- 


formung: 
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“7a a) x f(a#+a) f(x) \ 
f (+a) = (1+ =) z+a x+af’ 


indem man darin erst a, dann # unendlich setzt. 
Allgemein ist: 
1 


I") lim }f(@+-a)— {(a)— af’ (a)—---— . ‘oD (g)t = lim “™) (a) , 
‘ Y 1! n! 


n— 
(II) lim ie =< lim f@ (zx), 


falls f"(oo) endlich und bestimmt ist. Die zweite Formel folgt wie 
oben aus: 


n 1 ‘ 
fiw) +af’ vy feet . ft D(a) | 
| feet a) n—1! 
®) (4+ a)=(1 ; 
“I ( + ( + =) l a+a)" (e+-a)" 


Setzen wir weiter in: 


f' (e+ «) = (1+ 2) (Eero — oe) 


a 
erst «, dann a gleich Null, so folgt, dass 
(11) lim, _, Me) f’ (0) 


st, falls ((0) = 0 ist. Allgemein hat man: 
f (x) _ Me 


, , 


lim, _, 
r=0 yn n! 


falls f(0), f°(0), - - f®—-(O) verschwinden. 


2. Daraus entspringende Grenzwerthformeln. 

Aus den Formeln des vorigen Artikels kann eine Schaar von 
Grenzwerthformeln abgeleitet werden, von denen ich-die naheliegend- 
sten hier anfiihren will. 

Setzt man in den drei Formeln (I), (II), (II) Uf(«) statt f(x) 
ein, so werden sie: 


(I.) — f(a+a) —— pt lim _—_ 
a f (2) 
. ar 1 lim St (x) 
(II,) lim f(z) =e” /s@ , 
1 fr’) 
(II, @) lim, _, { (2) r — ef (0) . 
von denen die letztere Formel f(0) = 1 verlangt, was z. B. bei 


{ (#7) = 1+ & zutrifft. 
Schreibt man ferner in (I) lz, la stat x,a und dann f(a) statt 
flx, so ergiebt sich: 


(I’) lim {f (ax) — f (2) } = la lim z/"(x), 


OS Ne eR, 


od 


o. 











Lo Nea, 


; , . f(a%) hima f 
: (1h) lim ia a fw, 
“ “a . *(a0*) lim ate 2 
Ik lim [) 
Us) 7) 
wihrend aus (II) und (II,) auf dieselbe Weise folgt: 
(11) lim ie = lim alz--+1l,_,2f" (a), 
: lim vla...1 v 
(11”) lim f(x)'n* =e ae 


Durch Vergleichung von (I), (1’), (1”) mit (I11™) und von (I,), 


(Ig), (IZ) mit (11%) erhiilt man die sechs Formeln: 
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und setzt man noch einmal Jz statt x, f(~) statt flxz, so folgt: 
(1”) lim {f (a) — f(x)} =a lim alaf’ (2x). 


Die niimlichen Umformungen, auf (I,) angewandt, ergeben: 


(11) lim {f(a + a) — f(z)} = a lim ad F 
' (111) lim {f(ax) —f(#)} =lalim = 
' (It) lim {f (a) —f(x)} =la lim fe) , 
(1TT,) lim fete = lim f(2)z , 
(Mz) tim 202) tim f (avis , 
(THY) lim fa) ~ = lim f(z) “- . 


deren erste und vierte fiir @= 1 schon von Cauchy abgeleitet wor- 


den sind*), 


Da alle diese Formeln mit Ausnahme von (Ll) und (I, @)) fiir den 
Limes # = oo gebildet sind, so kann es noch niitzlich erscheinen, sie 


' so umzuformen, dass sie fiir den Limes « = 0 gelten. 
moéglich bei den aus (II) abgeleiteten und denen, die statt 7 + a die 


Gréssen ax und 2 enthalten. 


Mathematische Annalen, VIII. 











fiir den Limes x = 0 giiltige ormelschaar: 
(I) lim {f(az) —f(«)} = lalimaf’(a), 
(I”) lim {f (a*) —_ f (x)} = —lalim 


*) Cours d’Analyse algébrique. 


eae 1 
Setzt man in diesen Formeln - 


. ae -t . : ‘ : 
x, wo erforderlich q Statt a, dann f(x) statt / = » 80 ergiebt sich die 


al . { (x), 
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e z “(an) li t'(x) 
(1) lim a ma” se, 3 
a] - 1 f'(@) 
” (0) , fle") tm wt —* 
(I, *”’) lim f(a) = 4 @ f(@), 
: (x) . 1 1 , 
(11) lim —/ ‘ alate lim #l—---h12- +f (2), P| 
tn x f 
» FO) 
(Ir) lim f(a)? =lime * sw, 
1 — 
om : Pt 1 f(x) 
(11™@) lim /( x) ®s = lime * 2°" 'n-12 I@ 


und durch Vergleichung: 


(HE) lim {f(ax) — {(«)} =— la lim ish , 
1 
(I") lim {f(a*) —f(2)}=  la-lim £) , 
a x 
la 
a : 
(i) lim (= lim f(x)'= , 
la 
a 1 
(ui) lim fe) = lim f(z)! 2 


3. Giiltigkeitsbereich der obigen Grenzwerthformeln. 


Es bleibt noch iibrig, den Giiltigkeitsbereich aller dieser Formeln 
anzugeben. 

Bei den Formeln, deren Nummer den Index a nicht fiihrt, ist der 
Giiltigkeitsbereich aus dér Vergleichung von (I) und (II) ohne Wei- 
teres 2u ersehen. Diese beiden Formeln gelten, f(x”) > 1 gedacht, 
wegen (II) fiir f(z)°2az. Ebenso gilt allgemein (I*) und (II*) fiir 
{(x)22". Daraus folgt, dass (I’) fiir f(a) lz, (II") fiir f(7)X Ua 
gelten. 

Was ferner die Formeln betrifft, deren Nummern mit dem Index 
a behaftet sind, so ist ihre Tragweite ebenso leicht anzugeben. Erstens 
(I,) gilt fiir If a, d. i. 


é eMz Y {(2) Y e~Mx *) | i 
*) Aus der Bedingung /fco x folgt, wie man leicht sieht, dass f eine der 
Bedingungen: 
aD fe) Lat, 2 *§ LY f(x) Va-*, 
M beliebig gross, u beliebig klein, erfiillen muss, und aus der Bedingung If<-x 
folgt, dass f ein kleineres Unendlich oder eine griéssere Null als eine Potenz 





ey 
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M beliebig gross. Mithin gelten (I,) und (Ix) resp. in den Bereichen: 


aM Sf@) La, 
la¥D f(a) LY la-*. 

Die niimlichen drei Giiltigkeitsbereiche kommen den Formeln (II,), 
(i), (I) zu. Die Formeln (IIT), (II), (1); (,), (Us), 1s, 
haben resp. dieselben Giiltigkeitsgrenzen wie (1), (1’), (1”); (la), 
(1a), (a). 

Die Giiltigkeitsbereiche der Formeln, deren Nummer eine Null 
oben fiihrt, erhilt man aus den bisherigen, indem man in den Giiltig- 





° . 1 . 
keitsbestimmungen ~~ statt « schreibt. 


Hinzuzufiigen ist noch die niihere Bedeutung des doppelten Zeichens 
© oder © in den vorstehenden Giiltigkeitsbestimmungen. Erstens bei 
den Formeln mit Nummern ohne Index a werden, falls die Function 
in den Bedingungen f(x) & a, [(x) La", f(x) Liz us. f. das un- 
tere Zeichen verificirt, beide Seiten der Gleichungen Null. Die For- 
melreihe anlangend, deren Nummern den Index a fiihren, so werden 
ihre beiden Seiten 1 fiir: 

M2 > f (2) > Lee, 

wt > f (2) >a-*, 

law> f(x) > la-# , 
w beliebig klein gedacht. Denn durch Logarithmiren geben diese Be- 
dingungen die andern [f(a) <a etc. zuriick. 

Endlich die Formeln (II,) und (II, @) gelten die erste fiir f(a) © 2, 
x Null werdend gedacht, die zweite ebenso fiir /f(x) © a. Setzt man 
hierin {(~) = 1+ g(x), wo lim g(%) = 0, so kann man schreiben: 
f(z) = v(x), wo lim vy = 1, und man findet also: g(x) a. Mit- 
hin wird die Bedingung fiir f(x) in (II,q)): f(7) —1S&2 a. Im Falle 
des unteren Zeichens < werden in (IIo) und (II, )) beide Seiten Null 
resp. Eins. 

Wenn in den Bedingungen fiir die Formeln, deren Nummern ohne 
Index @ sind, und in der fiir (JI, )) das Zeichen © mit > vertauscht 
wird, werden beide Seiten unendlich. Dasselbe findet statt, wenn in 
den Formeln, deren Nummern den Index a fihren, f(a) ausserhalb 
der Intervalle e”* - - - e~”* ete. liegt. 

Hiermit ist die Theorie dieser Grenzwerthe, so weit sie endlich 
sind, véllig erledigt, Es kniipfen sich aber an die bisher betrachteten 


von x haben muss, was man so zu schreiben hat: a“ > /f (a) >a“, w beliebig 
klein, woraus fiir 7/22 a die anderé Schreibart 
M ial 
; a" LS f(a) L a 
folgt. 
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Ausdriicke Fragen von weitergehendem Interesse. Es handelt sich be- 


sonders um das Unendlich von Gréssen wie ot A f(x + a) — f (x) 


u. s. w., falls sie keine endlichen Grenzwerthe haben und falls a nicht, 
wie bisher vorausgesetzt wurde, eine Constante ist, sondern auch eine 
unendlich oder Null werdende Function von x Diese Untersuchungen 
setzen aber Einiges aus der Theorie der Infinitiirtypen voraus, was 
ich voranschicken will. 


Il. Ueber Infinitiirtypen und infinitiire Gleichheiten. 


4. Ueber Infinitartypen. 
Infinitiir-Typus einer Function /(#) habe ich eime solehe Function 
¢t = t(#) genannt, welche die Gleichheit: 
tf (2) © f(2) 
befriedigt. Man wird unter allen solchen Functionen die einfachste 
zum Typus wiithlen. Z. B. wird i der Typus von (a2)’* sein. Sol- 
cher Typus hat dann die Eigenschaft, dass, wenn 


1 o— 
‘dlv 
dx 


t == 


dx . 
oder lv co i gesetzt wird, stets 
e 
f(%) = vo p(x) 
ist, wo p(x)t' <o*, w beliebig klein. Doch ist als Function v einer 
gegebenen Function {(x) stets die einfachste zu wiihlen, die der Gleich- 


heit lv co {*% geniigt. Im Falle f(x) = (az)’* ist lv co ala — a. 

Ks ist also v= 2%, m= b, »(x) = a’*. 
t, von p(x) und bildet 

lw wv ft 

l t, ? 


so kann man /(a#) = v™v,™, (a) setzen u.s. f., bis man zu der Form: 


Sucht man nun den Typus 


f(a) =v" vy" + + + vf" yy, (@) 
gelangt, wo ,(”) co 1. So findet man z. B. 
{ (x) = (ax)* = (a*)? - (e)*!4, 
Jede beliebige unendlich werdende Function von der hier betrach- 
teten Art kann in dieser Weise in Factoren zerlegt werden, deren es 


weniger giebt als unendlich werdender Functionen (Ann. di Mat. Bd. IV, 
p- 349). Denn jede Function von einer gewissen Grosse des Unendlich 






> 


————_- ~e- 












| 
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abwiirts kann T'ypus sein, da aber alle Potenzen einer Function v 
denselben Typus ergeben, so ist fiir die Zerlegung einer Function 
in Factoren v der Inbegriff aller Functionen, die auf die Form 
ve w(a) (w(ajt* < of, w beliebig klein) gebracht werden kénnen, als 
nur eine Grosse v aufzufassen, fiir die man, wie gesagt, die einfachste 
Form, also jedenfalls deren erste Potenz wihlen wird. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass der ,infinitiiren Prim- 
factoren“ v™”, in die eine Function zerfallt, unendlich viele sein kénnen. 
Es kann z. B. jede Function der Form e* ein Factor v sein, d. i. sie 
giebt fiir jeden verschiedenen Werth von m einen Typus mit einem 
verschiedenen Unendlich. Bilden wir nun die Function: 


p=2 Pp 


; 
. \ U 
f(z) = | | a 


=i 
1 
. . : xP . . Bee . 
so ist die Reihe > Mp ae» die m, endlich vorausgesetzt, fiir jeden 
Werth von x convergent, und f(x) besteht also aus unendlich vielen 
Factoren v”. 


5. Integrirbarkeit infinitarer Gleich- und Ungleichheiten. 


Borchardi’s Journ. Bd. 74, p. 297 habe ich gezeigt, dass jede in- 
finitére Ungleichheit oder Gleichheit differentirt werden kann, wenn 
erstens die Functionen und (so weit man sie vergleichen will) ihre Ab- 
leitungen uicht unendlich viele Maxima haben, zweitens keine der durch 
die Zeichen >, <, co getrennten Functionen einen endlichen von Null 
verschiedenen Limes hat. Ich fiige hinzu, dass auch die Ungleichheit 
{(«) > (x) differentiirt werden darf, falls p(x) co 1, da man alsdann 
p(x) = c+ g,(x), wo p, (v7) <1, setzen darf und aus f(x) > g(a), 
{’ (x) > (x) folgt *). 


*) Was den Beweis dieses Satzes anlangt, so kann der die Ungleichheit 
f (x) > q(x) betreffende Theil, der sich auf den Fall f(z) <1, p(x) <1 bezieht, 
erheblich gekiirzt werden, Da man niimlich dann statt f(«) >> m(#) schreiben kann: 


ve Dn 


Jf (ada > [9 (ade, 


x 


su ergiebt sich, /’ (a) = '(w)1(a) gesetat, A(a)>—1. Ist f(w) 1, p(@)<1, so 
braucht man statt f(a@)>-q(w) nur zu schreiben: 


fr (z)da > fo’ x)dx, 
6 & 


und dann q’(a)=4(a#) f’(v) zu setzen, um sofort zu sehen, dass 1(a) <1. 
Was die Ausnahme von der Diflerentiirbarkeit der infinitiiren Gleich- und 
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Es ist festzustellen, wann die infinitiiren Gleich- oder Ungleich- 
? 5 

heiten integrirt werden diirfen. Ld 
A 
: : ° o — so ki : P o 
Ungleichheiten betritft, die eintreten kann, wenn in f(z) Ao P(x) eine der beiden 5 

Seiten einen endlichen Limes hat, so beurtheilt man de Sache am leichtesten, : 
wenn man im Falle eines endlichen Limes /(a)=/,(@)-+ /(0©), p(x)=@, (2)+ (a0) 3 | 
setzt, wo /;(x) und q,(a)<“1 sind. Die Fille, die vorkommen kinnen, lauten: i . 
fi (2) + £(00) CO g(x) + p(oce 1 


f(x) + (co) > (a), also g(a) < 1, 
fix) + f(co) < p(x), also @(a)>1. 


Man sieht sofort: die beiden ersten Gleich- und Ungleichheiten werden dite 
rentiirt falsche Resultate geben kénnen, weil aus ihnen nicht auch folgt . 
f(x) CO gm (x) und f\(@) > (ae), wihrend die letzte, statt deren allerdings 

f(x) < p(x) geschrieben werden kann, differentiirbar ist. 


Bei dieser Gelegenheit miéchte ich mir noch erlauben einen Punkt nachzu- 
tragen, der die Differentialquotienten der Functionen mit Typen © «w betrifft, 
Wenn f(x) einen solchen Typus hat, ist « der Typus aller Ableitungen von f(x). 
Denn es sei: 

r@p(x)f (x) CO f(x), 
wo 1 < g(a) <a“, uw behebig klein. “Hieraus folgt: 
f(a) 
xg (x) 
d f(x) 
dx x(a) 


f' (x) Po 
und 


f" (2) 7% 


’ 


so dass also die Gleichheit: 


j 
d (x ‘(a 
fie). fle) 
dx x(x) Zp (x) 
zu beweisen ist. Die linke Seite 
a (p (a) + xq’ (a)) f(a) — x(n) f (x 
wv . x? g(a)? 
reducirt sich in der infinitiiren Gleichheit dadurch, dass im Ziihler des Bruches 
Alles gegen g(x) f(x) vernachlissigt werden darf, weil der Typus von g(a) >> x 
ist, und a@(x) f'(@) Co f(x) ist, so dass allerdings wf" (x) Qo f'(a), Weiter hat 
man also: 
{"(#) 7 [\@) 
i a? p(x)’ 
woraus ganz auf die niimliche Weise «/f"" (a) CO f” (a) folgt ete. 
Hierdurch vereinfaucht sich der zweite Theil des Theorems (Borch. Journ. \ 
Bd. 74, p. 300) etwas. Fiir t>~ x ist: 


f(x) CO tf’ (@) CO taf’ (2) OO ta®f’’(z) CO-:- 
und fiir f(z) =a” f,(x), falls m eine ganze Zahl, /,(a)+! < a", w beliebig klein, 
und ¢, der Typus von /;(a) ist: 


FB) xf (2) OC a2 f(r) Ke FOO a)O by FOOT ar a Ht, FUP) AQ , 
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Setzen wir in: 


f(z) V 92) 81 


A(x) p(x) statt f(a), wo A(x)col, so folgt durch Anwendung des 
gewohnlichen Mittelwerthsatzes: 

Sf (2) dx ws (x)dz. 
Handelt es sich um Integration der Ungleichheit /(2)> (x), so kénnte, 
wenn beide Integralfunctionen unendlich werden, der Differentiationssatz 
nicht richtig sein, sobald nicht {f(«)da> fp(a)dz wire. Wenn 


2) 


aber /f(x)dx endlich ist, so ist es auch Ig (x)dx, und wenn das 
letztere Integral endlich ist, so kann es auch das erste sein. Es er- 
giebt sich also: 
Die Gleichheit 
f(x) Og (x) 
kann stets integrirt werden. Die Ungleichheit 
f(x) > (x) 
kann es auch, falls beide Integralfunctionen unendlich werden. Wird 
S f(x) dx nicht unendlich, so folgt: 
St (a)da% oo aca dz, 
und wird Jp ajda nicht unendlich, so folgt: 
ff(ad«aP fopl(ajdz. 


- 


ILI. Siitze itiber das Unendlich von Ausdriicken wie / cay ete. 
6. Allgemeiner Satz iiber eine asymptotische Form fiir / Sh A 


Wir wenden uns nun zur genaueren Untersuchung des infinitiiren 
Verhaltens der Ausdriicke / a . f(a+a)—f (x), wobei wir mit 
wv) 
A oo B ausdriicken wollen: lim A=lim L. An die Spitze ist der 
Satz zu stellen: 
Wenn f(x) co f, (a), so ist fiir jede Grosse des Unendlich von a 
(a gedacht als Function von x): 
(IV) fete a Gete. 
' f(z) S  fi@) 
Denn aus 
f(e+a) f (@) 
f(@-+-a) 8 f(x) 
hi w+ a) : f (a+ a) fae) hi (a+ a) f(#) 
f \x) fi(@+a) CO f(x) f(a)’ 
woraus die Richtigkeit des Satzes hervorgeht. 


folgt: 
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Dies vorausgeschickt, haben wir den allgemeinen Satz: Ls ist: 
Seen ‘(a+ a) f(z) 
(V) f ri efi, ucol, h 
wenn aco 1 und 
‘ Me _ plz hs 
(\ 1) e LY { («) LY e , M beliebig gross. £ ; 
Zweitens ist : 
(x) 7 
= fla+a) at - 
(V’) : =€ f(z) , tool, ( 
f(x) 
7 
auch fiir aco 1 und 
“ax hh x 
Ud . —€¢ . . . 
e >f(«#)>e , & beliebig klein. 





aes 


Wenn drittens 1<a~<2, so gilt die némliche Gleichung unter der 
Bedingung 
M uv 
os z£ oe -X 4 ‘ 
(V,’) & Lf(*) Le” , M beliebig gross. 


Beweis. Es sei ¢ der Typus von f(x). Alsdann folgt aus 


i cps dl fia+e) 
lf(a+a)—I/(2)=a haa? 0O<a<a, 
diese Beziehung: 


f(a+a) gt +e) a T(x) 
f - = €C s(«e+e@) CO CT(x) Tlet+e), 
x) ’ 


wo T(x) co t(a). Nun ist aber auch: 


T’ (w+«a,) 


=e Te+a), O< ae. 





Kiir ein endliches « ist diese Grésse co 1, oder 601, sobald T©& 7”. 
Dies giebt entweder 
‘ _— + mx . 7 
trr Tre , m beliebig, 
ig 2 > M4 my 
wo das untere Zeichen genommen werden muss, weil es keinen ‘T'ypus 
e*™* Null oder unendlich werdender Functionen giebt, oder: 
tr. T<e-r*, w beliebig klein. 
Es ist aber ¢ co c~”* fiir Functionen, die den Intervallen 


” aad € —¢ —e€ 


angehoren. Wihrend fiir alle Functionen des tntervalls 


———— 


Mx Max 
e aig 
0 ee ¢e 


o 


, & beliebig klein, 
i>e«”” id. 

Wird zweitens @ unendlich, so sei a<., und dies gilt dann auch 
von « uid «,. Die Grosse: 


eR 


ae aad 
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hat den Limes 1, falls (2) 


angehort. 









- T’ (a+) 
€ T(x-+a,) 


Hey =, d. i. falls ¢ dem Intervall 


a"©VtL a", M beliebig gross, 


Die Typen 


unendlich oder Null werdender Functionen wer- 


den nie so stark wie eine héhere als die erste Potenz von 2 unend- 
lich (Borchardt’s Journ. Bd. 74, p. 296), wodurch von selbst ein Theil 
dieses Intervalls in Wegfall kommt. Der Rest entspricht dem Inter- 
valle fiir f(z): 


aM ; os a! 
& Lf@Le”, 


wie dies im Satze behauptet ist. 


7. KEinige F 


olgerungen aus dem Satze des Art. 6. 


Aus diesem allgemeinen Satze ergeben sich die Folgerungen: 
Im Fall @ endlich bleibt, ist 


(V1) 


(VII) 


f(w@-+a 
f(x) 
| eka > 


J 
Mx OO 
| ee a 


( f(z-+a) 
f(x) 


SS 1 fir (+1, d. i. fir: 
[ (x) > e-**, w beliebig klein. 
ow 1 fiir #221, d. i. fiir: 


f(x) 2 e-"*, M beliebig gross. 


Falls 1 <a —~< 2, hat man: 


(VILL) 


Dass die 


oa oo oe x0 ete. o0 1 fiir ¢L w, d. i. fiir: 
a! DY f(z) «=, 
f' (a +a) 


Verhiltnisse 


unter diesen Bedingungen auch den 


f (x) 


Limes 1 haben, folgt aus dem zweiten Theile der Anmerkung zum 


Art. 5. 


Die infinitiire Bedeutung der allgemeinen Formel 


ist die, dass sie T'ypu 


Denn es bleibe z Bb. 


(a a) P S' (x) = 
fr ra = ¢" f(z) 


s und Function v des Ausdrucks 


P(x +4) liefert. 
f(*) 


a endlich, so kann man (V’, Art. 6) wegen 


u==1-+ 0, wo lim @ = 0 vorstehendem Ausdruck die Form 


f(x + a) 
f(#) 


geben, wo (x)~'< v", w beliebig klein. Alsdann ist: 


| feo 
= vu" p(x), v = ef) 
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a 
dle ~ @if 
dx dx 


der Typus von 


eto , so dass also: 


r ad f(«+a) aif f(a+ta) 
dz fe) de Fe) 


Um an einem Beispiele diese merkwiirdige Formel zu bestiitigen, sei 
f(x) = er f(x +a) = av+3er+a 
? f (x) ? 


df(x+a) == , 8 a?) eo aP+3er+a’ if =—— 
dz d(x) (Gar+3a*)\e a * he O(~+a). 


Es ist auch in der That: . 
(Gaz + 3a?) Par tsezta’ ny 6 (x + a) Oar tieetar 


Indessen liefert die allgemeine Formel (V) noch nicht das Unend- 
f (a+ a) 
f(x) 
zu finden, kénnte man die im Exponenten stehende Function w niher 
zu bestimmen suchen. Man gelangt aber durch directe Betrachtungen 

rascher zum Ziele. 


lich von , sondern eben nur den Typus, Um das Unendlich 


‘ f(a a 
8. Ueber das Unendlich von ~ . a . 
Ks ist allgemein: 
' . dlf @e if ae ad” if (x+a) 
f(e+ a) am Ps dz + 2 ax * ni a” (¢-+-a) ‘ 0 < « 4 a. 


f (x) 


Es sei zuerst a endlich. Nimmt man an, dass der r'° Differential- 
quotient von /f fiir 2 = ce endlich bleibt, so folgt aus 


Mf] 
dz’ ~~ 
durch Integration: 
cS wv 


oder 


Fiir dieses Intervall ist also: 
(X) 


. s aly e if a’—1 av—lis 
f(x +a) @ dz + a+ t-m wt 
f(*) 
Ist a> 1, so muss die Bedingung 
_o—_ 
, <-* 
dx 


fiir irgend ein r erfiillbar sein, falls durch vorstehende Formel 





+ (CEE 













oe 


uy 

















Ueb. asympt. Werthe, infinit. Approximationen u. infinit. Auflés, v. Gleichungen. 379 


T . ‘(a+ a * . . 
Unendlich von eee. ausdriickbar sein soll. Dies braucht aber 
keineswegs immer der Fall zu sein, denn nehmen wir nur an 1<a~<a, 


so folgt aus 


dies Intervall: 
rd LY f(a) LY gos, 


rtp f(@+a) 
h (VID fa) 
nicht vermag, allgemein ein Unendlich von 


in welchem Falle nac oo 1 ist, so dass die Form (X) 
f(x-+a) 

f(x) 
a nur der Einschrinkung 1 < a —~< wx unterworfen ist. 


auszudriicken, wenn 


Um die Ergebnisse dieses Artikels an einem Beispiele zu _bestii- 
tigen, sei f(x) = x* und zuerst aco 1. Da e* > z*, so muss man 
hier: 


dxlz 
f (a+a) es y. a 
f (x) 





== x e@ 


+a 
haben, was auch der Fall ist, da in ete" = (1 aa 4 | (1 aa sk 3 x 


Xv 
a . r . 
(1 -f *) do * ist. Nehmen wir aber a>1 an, z B. YYz, so 


muss sein: 
— 
d cle [qe .. , 
=<. r 
“ve 


da” 


Dies ist schon fiir r = 2 der Fall, so dass man unter dieser Voraus- 
setzung iiber a auch hat: 
(x-++a)*t¢ 


a 


Auch dies Resultat lisst sich leicht verificiren. Denn in (1 4. *) 


OO 276. 


a 
t . a : 
(1 + “) ist der erste Factor cv e*, und der zweite —& Bt, €, &, je- 
achd ee " en Ge 1 3 1, glim® e 
nachdem @ oS Vx, wie dies fir v>1 aus +2 ) 
ti: 
oo je nachdem u Y », folgt. 


Nachdem wir im Obigen, so weit die von uns in Anspruch ge- 
nommenen Hiilfsmittel reichen und die Formeln nicht zu complicirt 
° zL-+ a a 
werden, das Unendlich von (ete untersucht haben, wollen wir im 
7 
folgenden Artikel feststellen, wie a sich im Unendlichen ‘verhalten 


muss, damit M+) endlich bleibe. 
f (x) 
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9. Ueber die Bedingung fiir a, unter welcher oe endlich bleibt. 
Es sei t der Typus von f(x) und t cv t, so ist 

(a te) 
(XI) ea es) e@ f(x) 
fiir alle ausserhalb des Intervalls x” .+-a-™, M beliebig gross, liegen- 
den Functionen f(x). Fiir alle iibrigen ist lim ae allerdings auch 
endlich, darznter aber Eins fiir ‘>a, wihrend in den iibrigen Fiillen 
der Limes direct zu berechnen ist. 

f(x) 


Setzt man Pa” T(x), so hat man: 
- t (x) T(x) 
(x ) he , 
a =ele) Te+9, 0<a<r(x), 
und wegen: 
T Ane ~ a » OS a <a, 
d x) TY? Fon 
1+ T(z) T’ (a+ a,) 
ce . : . T (x) . ., 
WO nie) jedenfalls nicht > 1 ist, hat man T (+a) ~ 1 im Fall 


T’(x) <1, ec 1 im Fall T’(@) co 1, <1 im Fall 7’ (x) > 1, woraus 
der Satz leicht folgt. 
Corollar. Falls a>az, t& 2@, ist stets 
f(w+a) _ fla) 
fe) fw? 
deun man kann dem Ausdrucke links die Form geben: 


lp ‘ : ia) .. f (aia) 
f(e+a) f(a) __ f(a) ,2 fata, V<a,<e. 


fia) fw) of (a) 


Beispiele. Es sei zunichst f(x) = x*, so muss also sein: 


1% = 
(«+ ; ) . 1 «®(tx+1) 
x em 


———— gc'* ss Go ¢- 
Zur Priifung setze man die linke Seite gleich: 
1 1 
i\ 1 \t. tz 
tt a (U4 she) 
( + ala + ala 
Die beiden ersten Factoren sind 6 1, der letzte ist = e. 
Es sei zweitens f(a) = (x). Um den Typus von F(x) zu finden, 
setzen wir in 


T (#+1) ae 
T (x) sins i 
I' (x 


) 
nach Formel (V‘) die linke Seite gleich e“ ri. Es folgt also 
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r’(x) : " 
U Tar = l(a + 1), 


‘5 . : : 
oder >— ist der Typus von [(«), und daraus ergiebt sich: 


lax 
(ti) _ 4 ne 


= lime’? 7 
T (a) 


Dieses Resultat kann direct durch die Entwickelung fiir log [ (u+- 4) 
(Gauss gesammelte Werke Bd. III, p. 152, Formel 59) bestiitigt werden. 


lim = ¢, 


Man kann, beiliiufig bemerkt, diese Siitze manchmal gebrauchen, 
um das Unendlich complicirter Functionen zu finden. Es sei z. B. 
die Grésse der Null fiir « = oo oder fiir y = oo des Euler’schen In- 
tegrals erster Art: 


1 
fa — a)" «da = (x|y) 


festzustellen. Man hat: 
T (a) T(y) ; 


T(e+y) 
Nach Formel (X) ist wegen [(a) < e™: 


(vy) = 


1” (x) 
y . 
"Te A € 


- ree we nd 
Daraus folgt: 

(t|y) oo a” fir cz =o, 

(x|y) o y-* fiir y= oo. 


Hierlier gehért noch folgende in den Anwendungen niitzliche For- 
mel. Es sei A(a)>1 fiir a= 0, uL& 1, so ist stets 


Ua 


XI , i(et Te aia 
(Al,) im, iw =]. 
Beweis. Wir setzen av = 1, A(a@) = f(x), so wird vorstehender 


Ausdruck: 


A ns 1 
f(x) ’ wie « ? 
, at ae 1+ F(a) 
und fiir {(a@) = (lx) wird dies: 
ja-+lo © we U se 
aoa v) — eet”, w= —l (1 sl rw) — — =a lim U — 1. 


Es handelt sich also um den Limes von 


U vg’ 
ee p(w — a) , 
o( =a) e Pp (x) Pp (w— @) 0 < a < } U 2 
9 (@) ; 9) 


Ist der Typus ¢ von (x) &>1, so folgt hieraus der zu beweisende 
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Limes 1. Fiir ¢< 1 folgt der Limes 1 ebenso wie beim Beweis der 


Formel (XI) dieses Art., da ota <t(x) ist. Denn in 


9 (2 om —-) U . t (x) 
gy (x) P(x) t(x) t(a@—a) 
—— =€ 
@ (x) 
wird 
_ : O<a,<a 
t(a— a) 1 ® (x ) ? 
t(a)- _ 


? 


da a< Be und daher Tia) stets <1 ist, ferner mit ¢ auch t'< 1 
ist, stets den Limes 1 haben. 
Man sieht auf die niimliche Weise allgemein, dass 
. f(a@+y7t) 
(X1,) Fiz) 
ist fiir jede Function {(x), falls t ~o dem Typus f(x) und y <1. 


oo 1 


10. Ueber die infinitiren Eigenschaften von a. 
Wie bei den Grenzwerthen im Art. 1. kann man aus den obigen 
Formeln neue finden. Setzen wir z. B. in: 


oz col, BY f(a) La", l<a<z, 


la statt a, la statt x, f(x) statt {(/%), so folgt: 


f(wa*") 
, ) eM QD f(y) & Ja 
(XID) F(a) ool, lx LY f(x) LV la ; 

‘ 1 . . e ° 
worin aber at' <x", w beliebig klein, sein muss, da sonst, la +- la 
statt 2 -+- a gesetzt, la nicht < lz wiire. 

Wir hatten oben (Art. 8.) gesehen, dass, wenn nur die Bedingung 
1<a~< «x gegeben ist, die Exponentialausdriicke, deren wir uns hier 
bedienen, nicht ausreichen, im Allgemeinen das Unendlich von /“+® 

? ? Db / (x) 
wiederzugeben, dass vielmehr iiber das Unendlich von a engere Be- 
. Stimmungen getroffen werden miissen. Wir wollen jetzt einen der- 
artigen Fall, der Interesse zu bieten scheint, etwas genauer unter- 
suchen, Es handele sich um das Unendlich von 


f (xf(2)"") 
f(m) ? 
wo f(x) ein kleineres Unendlich als eine Potenz von « hat. 
Wir setzen {(x) = (lx) und erhalten: 
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ay g' (txts) 


giletif—) _ e gtzty, 1 Sh<f. 


glx 


Der Exponent ist zu schreiben: 


‘ . gp (la +1f,) lpla 
ip dat ll: | Getif) ‘iedett’ 
Der dritte Factor, der 
1f(a) 
Uf (af; (x)) 


lautet, hat wegen der ersten Bemerkung dieses Artikels den Limes 1, 
da If,(x) <la, weil f (a)t'<a", w beliebig klein. Setzen wir im 
Rest des Exponenten la +- /f, =v, um @ so zu bestimmen, dass 
\ P (%) a 
: ; lp(v) “= o 

sei. Man findet: 

g(v) Ye"V?, M beliebig gross, 
oder 

f (x) > elVix . 


Daraus ergiebt sich zuniichst: 

Wenn 

eMVizx D f{(@) V e-"V'2, M beliebig gross, 
so ist 
. a 
{ (xf) ) (x) 2 2) 

(X11D) flay © el (2) To 

Setzen wir weiter: 











gi(lz) , (fe @ipttet if) 

le if; .’ — 

@P (Ex 7 If) =e liz) 1.2 a(lx + if) 
(Ix) : 


so folgt aus der ganz wie oben herzuleitenden Bedingung: 


(Ip)? 9 wo, 


dass 
lpr 


sein muss, wie leicht zu verificiren, also, dass fiir 
9 


3 a “ 3 
eMla LY {(2) LY e~ Mix ‘ 


. Pe at "0 
. af(a Pe 
(XII1,) £( ran ) mw es-9 6 


ist. Weiter wiirde man finden: Fir: 


3 2 
ia eMix* LY f(z) V eu" 
ast: 


r ‘la an f' (2) f2 2 aly 
(XIII) Peh@y ) Ay ef fay t'* oe 














































384 Paut pu Bors-Reymonp. 






u. s. f. Es ist tibrigens wohl kaum ndéthig zu bemerken, dass man 
sich mit der Form e”'*'~" dem Unendlich kleinst denkbarer Potenzen 
von x nicht unbegrenzt nihern kann, denn wie klein v und wie gross 


M auch sei, ist z. B. immer e#!* S ais > eMia!—" uw beliebig klein. 


Beispiel. Es sei f(#)=e'**, so ergiebt sich direct: 


, 44 ' 
f(afix)~') heer 7 —in* 


e€ 
f(x) ’ 


und dies soll co 1 sein. Und es ist auch: 


ect") at — it [+ 4) \|, 


wodureh der Satz bestiitigt wird. 


ll. Ueber diese Formeln, wenn das Argument verschwindet. 


Der in den Formeln (VIII) enthaltene Satz kann in folgenden 
iibergefiihrt werden. 
Falls a<1, @o<a und 


MC , —M 
at &Y f(a) Va 
hat man stets 


aes nm ) 
XIV fete) —1. 
<sabh fa) * 

In der That, schreibt man: 

Som +  mi—6, @ : 
a’? a+e , — @ (@ + @) 
so hat man, wie @ <«@ aus ~ =a(ra—a)=—1 - folgt, wenn 
1+ 
a 


a> vorausgesetzt ist, auch: 


=) 
_ 
_ 
_ 


a= : . <rt= 


’ : , 1 . 
wenn @ <a vorausgesetzt ist. Setzen wir nun /(#”) = g ( >, so ist: 
as 


f(w—a) __ p(«+e) 


f(x) g(a) ’ 


und aus 2” © f(x@) © a—” folgt durch Substitution: 
a-* DY —(a) L a”. 


Schreibt man / statt m, so folgt der Satz. 
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12. Ueber den Limes f(# + a) —/(z). 


Man hat: 
(XV) f (a+ a) —f («) ~ af (x) 


fiir ein endliches a, und wenn: 


eMz D f(a) V e-™*, M beliebig gross, 


ferner fiir 1<a~< 2, falls: 
© & fla) @ aM, 
Der Beweis folgt aus: 
fata) —[(#) =af'@) EE, 0<aca, 

und den Formeln (VII) und (VIII). 

Beispiel. Fir f(#) = a* = ec*'* stimmt der Satz dieses Artikels 
nicht. Man hat niimlich (7+ a)*?+¢— 2 co at und nicht co lx a. 
Dagegen ist fiir /(z) = e*+ V* allerdings: 


lz-a _ e 
tet Veto ee tVe A) - 


wie durch Entwickelung erst des Exponenten, dann der Exponential- 
function im zweiten Factor rechts von: 


/ a = a ae 
er tet Veta ie et Ve we et Vz eV? (Vi+ = 1) 


leicht zu constatiren. 


- IV. Ueber infinitiire Approximationen. 
13. Ueber asymptotische Functionen und infinitére Approximationen. 


Unter asymptotischem Ausdruck einer Function y von 2 versteht 
man einen analytischen Ausdruck, der y gleich ist, aber Functionen 
enthilt, die bis auf gewisse Higenschaften fiir unendliche Werthe des 
Arguments, auf die es Hinem aber gerade ankommt, unbekannt sind. 
So kann man, um eines der bekanntesten Beispiele anzufiihren, der 
Bessel’schen Function J®(a#), und anderen dhnlichen die Form 
ertheilen: « sin «+ v cos 2, wo uv und v Functionen ohne Maxima sind, 
die fiir 2 = oo verschwinden, und schon die Kenntniss dieser Form 
ist fiir manche Untersuchungen niitzlich. Nihere Bestimmungen be- 
ziehen sich dann auf die Grésse der Null von w und v u.s, f. 

Dieser Begriff der asymptotischen Function ist indessen bei seiner 
Allgemeinheit ziemlich nichtssagend, und ich bin allmahlig dazu ge- 
langt, daraus einen enger umgrenzten Begriff herauszuheben, den Be- 
griff ,,der infinitiiren Approximationen“, mit dessen Erklirung ich mich 
im Folgenden beschiiftigen werde. 

Mathematische Annalen. VIII, 95 
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Wir beginnen wieder damit, alle Functionen, die selbst oder deren 

Jifferentialquotienten unendlich viele Maxima haben, von der Betrach- 
tung auszuschliessen, und es wird sich darum handeln, ein Kennzei- 
chen dafiir zu finden, dass ein bis auf gewisse Functionen w (von 
denen nur einzelne Kigenschaften bekannt sind) bekannter Ausdruck 
w (~,u,u,,--), den man fiir eine gesuchte Function y dargestellt hat, 
annihernd das Unendlich dieser Function ausdriickt, und ein scharfes 
Maass an die Grésse dieser Anniiherung anzulegen. 


Wenn-man darauf ausgeht, Approximationen im infinitiren Gréssen- 
gebiet zu definiren, so wird man zuniichst zu der Analogie mit dem 
gemeinen Zahlengebiet seine Zuflucht nehmen. Hier unterscheidet 
man die absolute und die relative Anniiherung einer Zahl b an eine 
r . a—b 
Zahl a, die man resp. durch den absoluten Betrag von a —b, — 
misst. Dem entsprechend wiirde im infinitiéren Gréssengebiet die An- 
niiherung des Unendlich von y an das von y 

. 4 Yl . 
das Unendlich von -- resp. (3 . Doch findet man bald, dass man 
1 

in dem ersten Ausdrucke den Einfluss der unbekannten Functionen 
nicht geniigend beurtheilen kann, und dass der zweite obendrein viel 
zu complicirt ist. Folgende Bemerkung brachte mich auf die richtige 
Spur. Es giebt noch einen dritten, allerdings wesentlich absoluten 
Maassstab fiir die Anniiherung einer Zahl b an eine Zahl a. Es wird 
b um so naher an @ sein, je grésser der Werth von m, fiir welchen 
die Differenz a" — b” eine gewisse Grenze nicht iibersteigt, und wenn 
dies fiir keinen Werth von » stattfindet, so sind a und bP gleich. 


remessen werden durch 


oC 
5 


Begriff und Maass der infinitiiren Approximation, wie sie sich an 
diesen Gedanken anlehnen, sind, wie mir scheint, von befriedigender 
Allgemeinheit und Schiirfe, und dienen nicht allein, um sich mit Ge- 
nauigkeit tiber den Grad einer Approximation ausdriicken zu kénnen, 
sondern fiihren schon an sich zu neuen und interessanten Beziehungen. 


13. Begriff der infinitéren Approximation und deren Grad. 

Wie ich alsbald des Ausfiihrlicheren begriinden werde, nenneé ich 
infinitiire Approximation an eine Function y oder infinitiire Lisung 
nach y einer Gleichung f(a, y) =O jede Function 


Y= (LU, %,°°*), 
die durch Elimination der bis auf gewisse infinitive Eigenschaften wn- 
bekannten Functionen u, u,, +--+ 2u einer Gleichheit 


F(y) w Fy) 
fiihrt, in der  vollstindig bekannt ist und F(x) > 1 
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Die Formel, welche eine solche Elimination odei Transformation 
schliesslich erméglicht, ist stets f(x) co A(x) f(x) + u(x), A(x) vo 4, 
u(x) < f(x), in der also links die beiden Functionen A(x”), u(x) fehlen. 


Z. B. ist hiernach in: 
f (2). 


(V) ae =e fe 


die rechte Seite eine infinitiire Approximation der linken, weil man hat 


Url, 


flata ia) 
cv I(e/), 

wo rechts alles bekannt By 

Weiter werde ich die am stérksten unendlich werdende Function 
F (a), fiir deren Potenzen die Gleichheit: 

Fy) ~ F(y) 

noch stattfindet, den Grad der infinitiren Approximation nennen. 

Im vorigen Beispiele ist 72 der Grad der Anniiherung. Denn 


nimmt man in 
” (x) M 
( a ~~ (c (2) 


f(x) f(x) 
M nicht beliebig gross, sondern > 1 an, und setzt links aus (V) fiir 
oe seinen Werth, so erhilt man: 


‘ay (f (@) f° («)\" 
(aw)™ Fa) '~ Tai) ‘ 


eine Gleichheit, die im Allgemeinen nicht besteht, sondern lim au = 1 
voraussetzt, und ein solches Unendlich von M, dass (aw)” co 1. Also 
darf im Allgemeinen M nicht unendlich werden, und /# ist in der 
That in allen Fallen, in denen M nicht unendlich werden darf, der 
Grad der Approximation. 


15. Durchfiihrung dieser Begriffe an Beispielen der Exponential- und 
logarithmischen Functionen. 


Es sei zuniichst, wenn y wieder die darzustellende Function ist, 
» bekannt und so beschaffen, dass: 


yy. 
Indem wir der Einfachheit halber annehmen lim . = 1, folgt hieraus: 
y=n+u, 


wo w nur der Bedingung wu < yy unterworfen ist. Es ist klar, dass y 
sich um so weniger von y unterscheiden wird, je kleiner fiir w> 1 
das Unendlich von u, und fiir «<1 die Null von wv. Es involvirt 
also yoo schon sehr verschiedene Grade der Anniherung von 9 an y, 
die wir etwas classificiren wollen. Nach der Anniherung «u <q wird 
25* 




























a 
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eine nichst stiirkere sein, wenn w nicht unendlich wird, so dass nicht 


aliein y CO 9, sondern auch 
evovel. 
Dies fiihrt darauf, es als fernere Anniiherung zu betrachten, wenn 
die Bedingung 
e el 
eme 
erfiillt ist. Um festzustellen, was hieraus fiir « in y= -+ u folgt, setzen 
wir darin y — w statt 4 und finden: 


e(i—e™ 
e ( Yr 


oder 
Y(1— oe *)\ % 
e (1 e) 1 
und durch Reihenentwickelung von e—* in: 
fo | 
l1—e*Le 
ergiebt sich: 
Oo 
uYe. 
yenso fo erner aus 7 = y — wu unc 
El folgt ferner a ¢ und 
e! el 
e @ 
e we 
fiir « die Bestimmung: 
uD eure . 
Denn aus der Gleichheit 


oY pY—u 
é e 
e e 


is) 
— 


ergiebt sich zuniichst: 


woraus dann weiter folgt: 
i ae y 
e (e —1) OQ a= § 
l1—e —~ ¢€ 


und durch Entwickelung der Exponentialgrésse links: 


y 

o"«<itd"*<«", 
und daraus abermals durch Entwickelung: 
a Y) 
uLe Ore), 


So sieht man leicht allgemein, dass wenn in 
y " 
e é 
e e 
ere 
y und y im n'" Exponenten stehen sollen, man haben muss: 


y 
e 


sas Neath ¥), 











a 
e 
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wo der Exponent y im Exponenten der (n—1)** ist. Wenn nun auch 
die Null von y — » durch Thiirmen der Exponentialfunctionen kleiner 
und kleiner gemacht werden kann, so kann sie doch, laut dem in der 
Kinleitung Gesagten, nicht unter jede Grenze sinken. 
Betrachten wir jetzt: geringere Grade der Anniiherung, als der 
durch y OO y gekennzeichnete ist, wo also : . = as 
Es sei zuerst: 
so folgt daraus: — 
y = Uy", 
wo ut! <n oder auch <y. D.h. 9 ist die dem Typus von y entspre- 
chende Function v (Art. 4.). Setzt man 97 = e%, so folgt aus lycoln: 
yo ew, 
wo uw, 1. 
Nehmen wir weiter 
lly co lly 
als gegeben an, so ist die Approximation noch viel geringer. Man 
erfahrt aus dieser Gleichung nicht einmal den Typus von y, sondern 
nur den von ly. Es folgt zunichst ly = w(ly)”™, oder: 


m 
In +1 : 
y= "ow <I", 


a ° . 
und setzt man 7 = e® , so ergiebt sich: 


pt, 0 
yore , & Wl. 
In dieser Weise wird die Anniaherung bei Illy co Illy ete. fori 
t=] 
und fort kleiner. Man kann sich von dieser fortschreitend geringeren 
Anniaherung von y an y auch folgende Vorstellung bilden. Aus lycol 
ta] e 5 5 d y 


folgt, y und » > 1 angenommen, dass 9 dem Intervall: . 


gy" --99, 
M beliebig gross, uw beliebig klein, angehért. Aus ln fols 
M beliebig gross, uw beliebiy klein, angehdrt. Aus lly co lly folgt 
dann, dass 7m dem Intervall angehért ly”. -- ly“, oder y diesem: 
fF. vss dh 


Aus Illy oo llly folgt ebenso, dass y dem Intervall: 
M lu 
tly ul 
e y y 
e “*e # * ¢€ 
angehoért u.s.f. Das Intervall dehnt sich nach seinen beiden Grenzen 
immer mehr aus, da fir M>1, u< 1 


ity tty 


M uu 
M t é ty é 
y <e? Oe yf >! > 


die obere Grenze erreicht aber nicht e’, die untere nicht ly. 
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Nachdem wir diese Verhiltnisse an der exponentialen und loga- 
rithmischen Functionenreihe verfolgt haben, wollen wir die dabei zu 
Tage tretenden allgemeinen Beziehungen in Siatzen aussprechen und 
beweisen. 


16. Die allgemeinen Satze, welche bei diesen Verhaltnissen hervor- 
treten. 
I. Satz. Wenn F(x) > 1 und fiir zwei Functionen y und y von 
a findet die Gleichheit 
I (y) ce FP (m) 
stalt, so ist sie auch richtig fiir jede Function I';(x , die der Bedingung 
12 F(x) < F(x) geniigt. 
Beweis. Wenn y > 9, I'(«) > F,(z), so ist auch 
Fiy) > Fily 
F (n) F,(n) 


Denn setzt man F(x) = p(x) F'\(«), wo p(x) > 1, so ist offenbar: 


oly) > |, 
9 (n) 
, F(y) F, ‘ . , . 
Wenn also 3 oe 1, so kann 1) jedenfalls nicht > 1 sein, aber 
(n) Ps (n) : 


es kann auch, eben wegen I'\(x)>1, y > 9 nicht F,(y) < F,(m) 
sein, also etc. Q. e. d. 

II. Satz. Wenn die Gleichheit 

Fy) ~ F(x) 

fiir jede beliebige Grosse des Unendlich von F(x) und ein unveriinder- 
liches Unendlich von y und 9 stattfinden soll, so muss von irgend einem 
endlichen Werthe von xan y = 9 sein. 

Beweis. Wir nehmen y < y an und setzen: 

F(y) = F(y) + yY— 9) F’(yn+ey—n)), O<e<l. 
Hieraus folgt wegen I’ (y) co F'(m) zunichst: 
F(y) + y¥ —9) Fa +e y—n) © F(a), 


und dann: 


FF’ \y e(y—yn)) : 
(g— 9) = ari; 1. 
Nun sei 7 der Typus von F. Vorstehende Relation wird dann: 
oe _ F(nt+e (y—1)) |] 
T (n+<« (y — n)) B(n) _" 
Erstens ist der zweite Factor linker Hand nicht kleiner als Eins. Was 


1 


den ersten Factor betrifft, so ist Te) 


von einer gewissen Grésse des 





“5 ~~ 


é 
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Unendlich von F(a) an > 1 und es ist leicht zu zeigen, dass das 


, 1 1 : 
Unendlich von -;,-— sowohl als das von -— durch geeignete Annah- 
T (x) T(n) S 


men tiber F(x) beliebig vergréssert werden kann. 

Zuniichst ist klar, dass das Unendlich von Tay im Verhiiltniss 

zu dem von y beliebig vergréssert werden kann. Denn da: 

dy 
F(n) co eT, wero - 

ist, so miisste, wenu das Unendlich von Z~-! nicht iiber jede Grenze 
hinaus vergréssert werden kénnte, Gleiches von dem der Function 
gelten, was absurd ist. Wenn aber, 7 = g(x) gesetzt, das Unendlich 
von ao = 47(”) im Verhiiltniss zum Unendlich von y beliebig ver- 
gréssert werden kann, so gilt dasselbe vom Unendlich von 4(x) im 
Verhiiltniss zu dem von x. Mit anderen Worten, wenn w eine beliebig 
schwach unendlich werdende Function von x ist, so kann ® immer 
so bestimmt werden, dass ®(w) = W(x) beliebig stark im Verhiiltniss 
zu « unendlich wird. Denn es sei uw = (x), x =w(w), so setze man 
zuniichst ®(xv) = ,(v(x)), so dass O(w) = M, (x), alsdann liegt fiir 
das Unendlich von ®, gar keine Beschriinkung vor. 

Hiernach wiirde, wenn y — y nicht von einem endlichen Werthe 
von x an Null ist, 

4 IF\(yn+e(y—y)) 1 
T(n+e(y—n)) EF (y w— 7 
vemacht werden kénnen, was mit den aus den Voraussetzungen des 
Satzes folgenden obigen Kelationen im Widerspruche steht. Q. e. d. 

III. Satz. Es sei das Unendlich von y beliebig viel grisser oder 
kleiner als das von y, so giebt es immer cine Function I der Art, dass 
I'>1 und 

F(y) ~ F(y). 

Beweis. Wir denken uns y>y, setzen y= o(y), und notiren 
auf einer Abscissenaxe eine Folge von Punkten y,, y,, +--+, die wir 
so bestimmen: y sei beliebig gewihlt. Dann aber sei: 

n4=1 = el9) , 
Yo = 1, = O(Y) 


Ys = No = O(Y) , 


| 


Auf den Punkten y, y,, y.-++ errichten wir die Ordinaten 
a2 
\h, he, he’, ---, 
wo ¢ > 1, und verbinden deren Endpunkte, was fiir unseren Beweis 
ausreicht, zu je zwei benachbarten durch geradlinige Strecken, die 
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dann eine ins Unbegrenzte sich erstreckende polygonale Linie bilden. 
Diese stellt, wie wir gleich sehen werden, eine Function dar, wie 
deren Existenz bewiesen werden soll. Da der Punkte y, y,, yo, --> 
unendlich viele sind, so wird erstens F(x) unendlich, weil die Ordi- 
. . r . Fr y) . 
naten he* mit » unendlich werden. Zweitens kann at nie unend- 
; 1 
lich werden. Deun es sei 
¥, tO=y, 
ein zwischen y, und y,,, gelegener Werth und ebenso 
Yn+1 —) WY, + 4) 


ein dazu gehériger Werth zwischen y,,, und y,,,. Wir nehmen 


noch an, dass die Grésse @(y)—y nirgends abnehmend unendlich 
wird, und finden zuniichst mit leichter Miihe: 


A 
7 1+ (¢ — 1) ——— 
FUWn40 _ 1 Ynt1 Yn 
F'ty;,) © pte 1 tt att 
ae / 


Yn4-9 — Yn+1 
Der Zihler rechts reducirt sich im Unendlichen auf Eins, und der 
Nenner ist cv 1, day... — %41 <%42— Yori:  @ d. 


17. Uebersicht des Ganzen der infinitaren Approximation. 


Aus diesen allgemeinen Siitzen und den vorangeschickten Beispie- 
len ergiebt sich folgende Uebersicht. 
I. Fiir zwei Functionen y und y existirt immer eine dritte Function 
f, welche der Gleichheit 
f(y) ~ F(a) 
geniigt. Dann giebt es aber stets eine solche Function F © /, dass 
die Gleichheit 
Fly) 0 F(n) 
noch stattfindet, und zwar stattfindet fiir alle Functionen f° F und 
fiir keine Function f,> F. Fiir diese letztere ist dann immer 


fiy) =h@, 


je nachdem y = y ist. Denn wenn bei steigendem Unendlich von / 


die Relation f(y) cv f(y) nicht einmal in diese: / (y) = f(») tiberspriinge, 
so miisste nach dem zweiten Satze y = y sein. 


IJ. Die Function J’, welche die Grenze bildet zwischen den Re- 
lationen f(y) co f(y) und f(y) = f(y), bestimmt aber den Grad der 
infinitéiren Anniaherung von 9 an y, und dies ist nun etwas genauer 
zu priifen. 

Wenn die Gleichheit 


F(y) © F(a), 
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wo F(x)> 1, angesetzt ist, so wird sie richtig sein innerhalb eines 
gewissen Intervalls des Unendlich von 4, welches wir durch 
0, (y) Su U,(y) 

oder kiirzer durch O,--- U,, bezeichnen wollen. Dass ein solches 
begrenztes Intervall allemal existirt, wenn nicht F' co 1, ist leicht 
nachzuweisen, denn setzt man F'(y) =u, woraus y =®(u) folge, so 
braucht man » nur gleich ®(@(w)) anzunehmen, um aus F'(y) co F'(y) 
die bei der Willkiihrlichkeit von g(u) absurde Relation wu cv e(w) zu 
erhalten. Es giebt also ein Unendlich von y, fiir welches nicht mehr 
F(y) co F(y) sein kann. 

Nun denke man sich in F(y) co Fy) F(«) alle Gréssen des Un- 
endlich durchlaufend von der untersten Grenze an, wo F(a) co 1 ist 
(was man ein Unendlich von der Grésse Null nennen kann) bis zu 
,unendlich grossem Unendlich“, so wird das Intervall 


O,::-U, 
zuerst (fiir F(a) co 1) unbegrenzt sein, da es dann gleichgiiltig ist, 
wie y und y unendlich werden, und man immer hat: 
F(y) oo F(n). 

Die Grenzen werden sich nun bei steigendem Unendlich von F'(x) 
allmihlig zusammenziehen, bis bei unbegrenzt grossem Unendlich von 
F das Intervall von y Null wird, d.i. y = 9 ist, und F(x) ist allemal 
der Grad der Approximation von O, zu.U, und wmgekehrt. 

Verfolgen wir noch etwas genauer die Beziehung von F zu O, 
und U,. Es ist klar, dass O, und U,, sich nicht verindern, wenn 
F zu irgend einer Potenz erhoben wird, oder mit einer Function von 
kleinerem Unendlich multiplicirt wird, wegen Satz I. D. h. also: O, 
und U,, vertindern sich nicht, so lange der Typus von F sich nicht ver- 
dindert. Was nun umgekehrt zu erweisen wiire, dass naémlich O, und 
U,, sich veriindern, sobald der Typus von JF’ sich verindert, ist mir 
leider noch nicht in befriedigender Weise ausser Zweifel zu setzen ge- 
gliickt. 

Zum Schlusse dieser Betrachtung kann ich nicht unterlassen darauf 
aufmerksam zu machen, wie merkwiirdige Verhiiltnisse die behandelte 
Frage an den Tag treten liisst und noch zu enthiillen verspricht. Die 
Functionen F'(x) mit kleinstem Unendlich, die wir bis jetzt kennen, 
die wiederholten Logarithmen, geben ein Intervall O,--- U,, das 
kleiner ist als dieses: e” --+ log y (Art. 15). Fragen wir nun nach 
der Function, welche die Gleichheit 


Fly) ~ Fe) 


zur Wahrheit macht, so existirt sie noch nicht in der heutigen Analysis. 
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Gleichwohl ist festgestellt, dass sie allerdings vorhanden ist, und so 
fiihrt diese Theorie darauf, ganz neue Abhingigkeiten aufzusuchen. 
Die Function, nach welcher eben die Frage gestellt wurde, miisste 
auch diese Gleichheit erfiillen: 


é \ 

Fy) vo Fe ), 

die aus der obigen eo ipso folgt, und in der rechts y beliebig hoch im | 

Exponenten stehen kann. | 

Ich gehe nun dazu iiber, die infinitiiren Lésungen einiger Glei- | 

chungen wirklich aufzustellen und auf Grund der eben dargelegten 

Principien ihren Anniherungsgrad zu bestimmen, wo dies_niitzlich 
erscheint. 


V. Ueber infinitiire Auflésung von Gleichungen. 
]. Die Gleichung z= @q (y). 
18. Die Gleichung «—g/(y). Hiilfssiatze. 

Als einfachsten allgemeinen Fall der infinitiir aufzulésenden Glei- 
chung 0 = / (x, y) kann man diesen 
(1) x= p(y) 
ansehen, mit dem wir uns zuniichst beschiftigen wollen. Wir specia- 
lisiren noch das Problem, indem wir fiir p(y) die Form yx(y) anneh- 

| ° . : 

men, wo x(y)— <y", uw beliebig klein. 

Es sei also die Gieichung 
(2) x= yX(y) 
infinitir aufzulésen. Es wird sich zeigen, dass sie eine Schaar von 
recurrenten Lésungen fiir eine Schaar stets erweiterter Unendlichkeits- 
intervalle von x(y) besitzt, die indessen nicht das ganze Unendlich- 
keitsgebiet von x(y): 

y > x(y) > y" 

umfassen. Fiir die iibrigen Functionen x(y) liefern die hier zu ent- 
wickelnden Methoden keine Lésungen. 

Wir brauchen zwei Hiilfssiitze. 

1. Es ist allgemein, {(x) = p(lx) = pl gesetzt, 





da gl (xu) 


2 1 
"(ae l l ¢a?— : ta)” 
i(ee) _. - a +4 Ge'-7; are 


(3) /(x) ad” t(xe) 


wo « numerisch zwischen 1 und a liegt. Fiir n = 1 ist insbesondere 


. St (@@) 
{(xa) la.xa@ 
am @ J (xa) 
(4) ian * € 


ferner ist 
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Pel og O42 2 FO age, 


ae F(a) 
2. Wenn at' <x, uw beliebig klein, so ist 


(5) xa so =~ 2) yU, Ucol. 
(xa) 


dx f(x) 


Da x(x)" < a, w beliebig klein, so hat der Typus t von x(a) die 
Form x1,(x), wo t,(z) > 1. Aber das Unendlich von 1, (x) kann nicht 
so gross sein wie eine hdhere als die erste Potenz von Jz, da der 
Typus unendlich oder Null werdender Functionen nicht so rasch un- 
endlich werden kann wie wlc't“, uw > 0. 
Ks ist also 
* (aa) 1 1 T;(%) 


ra - = = - 9 
“* (xa) ™ (xa) T)(X) 1 (xa) 





Nach Forme] (XII) (Art. 10.) ist der zweite Factor rechts 4 1, da 

+" < wv", w beliebig klein, und jedenfalls lz” © 1, (a) LY la-” reich- 

lich erfiillt ist, indem M jede beliebige Grésse haben darf. Setzt man 
T(x) 1 x’ (a) 


nun Us —* = 2 —, so folet die Umformung (5). 
t(xa) ? t,(x) “(x%) ? 5 lL g (9) 


19. Die Auflésung von «= yx/(y) fiir ein erstes Intervall von x(y). 
Um nen die Gleichung yx (y) infinitiir aufzulésen, setzen wir zuerst 
(6) E=— — @? Yous 


und versuchen, ob und zwischen welchen Grenzen w einen endlichen 
Limes hat. Durch Substitution von y= wu in « =—yx(y) findet man: 


" (« x za ) 


q t oeeag 2 
(4) % (x) ? 
und wegen Formel (4): 
u _ #' (xm) 
1 = a ite % (x) me x (xu) 1 < au < . 
? y  . x (2) ? 
woraus zunichst: 
, %' (2) 
8 O=! —Ilx)-xu : 
(9) u + (lu — lx)+ x0 ona 


sich ergiebt. Hieraus kénnen wir eine Kigenschaft von « nachweisen, 
die fiir jede Function x gilt. Durch Einfiihrung des Typus rt, (x) 
von x(x), wie im zweiten Hiilfssatze des vorigen Art. erhalten wir: 
(lu — Ix) 

Ty (@ Uy) 


(9) O=lu+ 





Multiplicirt man aber 1 S$ us a mit 2, so wird daraus: 
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(10) x S$ LU, $ y. 


Da nun x und y beide unendlich werden, so ist auch au, > 1. Man 
findet aus der vorigen Gleichung: 
1 
14-4, (: 
u = x(x) eeu) ; 
weil nun auch t,(z)> 1, so ergiebt sich hieraus: 
(11) u=nx(z), v<l1, 
in Worten: u wird langsamer Null oder unendlich wie eine Potenz von 
x(x). Also wird jedenfalls u, langsamer Null oder unendlich als eine 
Potenz von x, und auf Grund des zweiten Hiilfssatzes werden wir (8) 
schreiben diirfen: 


(12) O = lu + (lu — Ix) x ee U, Uewl. 
Da lu <x, so wird man haben lu 21, je nachdem 


# (x) OQ 
lux —_ Be 


Schreibt man diese Relation so: 


(13) d(x? gq, 1 


dz —~ @? 


so entspricht ihr das Intervall: 


4 $ 
/ . Mizx- 4 — Miz” 
(14) e' Yx(z)Ve™™. 
Wenn fiir irgend einen Werth von M das obere Zeichen eintrifft, so 
ist in y= u 


a@ 7 u~X 1, wenn fiir jeden Werth von M nur das 


untere gilt, so ist wo |. 


20. Die Auflésung von «—yx(y) fiir ein weiteres Intervall. 


Um fiir ein weiteres Intervall von x(x) die infinitire Lésung zu 
finden, setzen wir: 


(15) t= sp b=ao y=uk- 


“‘x)? 





Dies in x = yx(y) eingefihrt, folgt: 
ww , nt u ..*(@).. 
. 1 i. (« =) 7. ( é 6) “ (s #(&) w’) 
(16) “es Se = u xB) = = aa 
woraus sich durch Hiilfssatz 1, Art. 18 ergiebt: 


x (x) w) Eu x’ (Su,') 


an 1a Ge) os 


wo 











Mu 
(is 
Ww 


als 
er 


(l 


Ww 
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1Su/’ Sw ae 
Multiplicirt man diese Ungleichheit mit §, so folgt: : 
(18) ES tu Sy 
Wegen § = —*. wird £ jedenfalls mit « und y zugleich unendlich, 


% (&) 
also ist §u,’> 1. Aus (17) ergiebt sich aber, ebenso wie oben (9) 
erhalten wurde: 
(iw ie) 


(19) O = lw + - a u,’) 

woraus, ganz wie oben (11), hier 

oe ; (&)” ' 

(20) u = ie) > v<i 

folgt. Nun ist §u,’=2- ~ und der zweite Factor kann wegen 


1—y 
LSu Sw an = =) nicht so stark wie eine Potenz yon x un- 


endlich werden. Also folgt aus (17) auch, wie oben (12) aus (8), 








hier: 
x) ‘= 
(21) 0 = lw + (lw —1 =) « 2% 2 oy, U' ol, 
und man hat wieder Ju’ © 1, je nachdem: 
9 *(€) ). « (a) 
(22) - l oan" wae Yt. 
Nun ist 
1 

x(é) __ «(2 z) ee 1 

on — aa ws ie S933 x(a) ? 
folglich 
(23) 1 = = —Ix(x)-2% ae 1U,, U,%1. 


Dies in die vorstehende Bedingung eingefiihrt, giebt erst: 


ae (x) \? 
1x (a) (2 = V1, 
und dann: 
3 
a(lx(@))" oy 1 


dx ~~ @ * 


schliesslich aber das Intervall: 


9 


(24) emit LY a (z) V e- mix 
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21. Schluss der Auflésung von «= yx(y) nach der ersten Methode. 


Ein noch weiteres Intervall findet man, indem man setzt: 
‘ = me Fe pets zx : Bo af x —— 
(25) f= (a) ? E, ean #(&) ? 5. ees #(&;) » Y u 5 i 
Es ist hier nicht mehr néthig, die vorigen Betrachtungen im Einzelnen 
zu wiederholen. Man findet, ganz wie im vorigen Artikel, durch Ein- 
setzen von y= wu'é in x = yx(y): 
on ae, aff). 
‘ x(« =i y, x (& x(é,) u ) 


26 ef So. ee 
( ) ' . #(&1) *(&) : 





und setzt man: 
- cA. om (Sit, ‘) 
lu” +1( 6) gu," 
— ) 


x (&,) FT Siu,’ y ‘ 


so folgt aus 


a ae 
7m 
E, > Eu, > Y; 
und weiter ergiebt sich: 
” #(&,)” ” 
"= : v 23 
n(é)? * 
uy” 


un ist wiede u,” =2x- wovon der zwei ‘actor nicht so 
N t ler &,u, on der zweite F 


% (1) 4 
stark wie eine Potenz von x unendlich wird, also folgt aus: 


O = lu” + (du — 1 *G0) x = (a) oO, owt: 


#(&) % (2) 
#(&,) — x (x) VY 1 
x (&) “(z) “™™ 


als Bedingung dafiir, dass Ju” 21 sei. Man hat: 


% (x) ; 
vty 5m) _ (ER) Ecc ne 
#(&) #(&) . a 
oder 
& \ x(x) x(x) 
a = ¢ #(E) * (2) Us “ U, OO - 
Ausserdem hat man: 
“(€) __ we) . p(B) 
l eo lx(x) +a a) oo Opt, 


wegen (23) des vorigen Artikels. Also wird die Bedingung fiir x (x) 


Lx (x) " (« oh & 1 : 


#'X) 


die 


4 
d(Ix(@))" oy | 
dx “ee 








g 


9 
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geschrieben werden kann und aus der das Intervall: 


3 3 
eMta* Y x (a) Y c- mixt 


folgt. 


22. Zusammenfassung der obigen Resultate. 


Wir finden also allgemein, dass, wenn: 
= — i= —_ Ee ee Ee > 
% (2) # (Eo) 7 *(&}) 2(&,_ 9) 
gesetzt wird, die Gleichung x=yx(y) eine Schaar infinitirer Lisungen 
hat der Form: 
y = ubn-1. 
In dem Intervall 


n n 

emia" t! LY x(x) Ver mix” * | 
geniigt nimlich die Lisung y = u&,—1 der Gleichung x = yx(y) in der 
Weise, dass, falls fiir einen Werth von M das obere Zeichen richtig 
ist, u nicht unendlich wird. Im Falle nur das untere Zeichen gilt, ist 


U oo 1. 


23. Ueber einige andere Formen der infinitéren Lisung von «—yx(y). 


Swe : (« aay) 


Aus 


(7) 


n(x) 
und aus (3) folgt: 
97) In 7 duel gy) Gil tg we ya lklaw _ 9 
64) luli dl +4(Zm) al’ + n! C=) a" lau, ? 


° U 
wo k(lw) == x(x), und uw, zwischen 1 und r 


(we) liegt. Ihr letzter Term 
Hh 


kann so umgeformt werden: 


a" tklaewy oa a" lklx U, Ul, 


ad" lx U4 ala 





was schon evident ist, wenn es fiir n 2 gezeigt wird. Fiir n = 2 
hat man: 
lklau - #' (xu) 


lg _— x” (Uy) u(@U,) — x’ (ay)? 
leu tii, # (2) 


acl 
+ xu," x (au)? 
Nun folgt aus dem zweiten Theile der Anm. zu Art. 5. 

“(@%) CO Tx (4) CO ETH’ (x), 
wenn t der Typus von x(x), und tar, gesetzt, kénnen wir schreiben: 


* (a) ca 1 x” (#) yen 1 , - 
“(@) 2% (x)’ “(a) ss #2 q(x) ’ t,(@) 1, (2) - 
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Dies giebt: 


@lklau, _ 1 1 1 Shy 
“Paw, ~ seu) + sew) ~ wen 24), 
und #(xu,) kann jetzt wie im Hiilfssatze (2) xa a7 


a . . 
= transformirt wer- 
den und zwar in @(z)- 0, Uwl. 


Das letzte Glied in (27), welches man so in der Form erhiilt: 


(lu — lx)" ey 


1 
n al" : 


wird © 1 sein, je nachdem: 


jye SE oy). 
dl" =“ 


Wegen x= kl sieht man leicht, dass dieser Relation geniigt wird 
durch : 


n n 

n-+1 i n-+1 
eMla LY % (x) LY e— Mix s 
Wenn also x(x) der vorstehenden Bedingung geniigt, so geniigt u einer 
Gleichung der Form: 

\ alkl 1 a"—"1kl 

90 , —— io a te a lau— n—1 hn 
(29) lu + (du — Ix) ~a7- + mip! (lu—lIx) qe—1 v. 
wo im Falle des oberen Zeichens in der Intervallbestimmung fiir x: Veco, 
im Falle des unteren Zeichens V & 1 ist. 


Ich werde nur den Fall m= 2 dieser allgemeinen Gleichung ins 
Auge fassen. Aus: 


, alki - 
lu + (lu — lx) qa | 
findet man 
_ # (x) 
_* x(a) 
. i+z2 x (#) 
u =e x(a) 1 #@) 
und 
1 
x’ (x) 


, . 1b 8 Fie) 
(30) y = w x£x(a) 
eine infinitiire Lésung in der uw’ co 1 oder o6 1, je nachdem: 
mind OO “%(2) CV p- mist 
é > ps é ° 


Aehnlich wie diese Lésung aus (7) folgt, kénnen aus (16) und 
(26) u. s. w. Lésungen abgeleitet werden, in denen die 3 Potenz durch 
die }, 4 u. s. w. ersetzt werden, und bei denen immer der Exponent 
die Stelle einer Kinschachtelung der Lésungsform der vor. Art. vertritt. 
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24. Einige Bemerkungen iiber die Lisungen der Gleichung «—yx(y). 


Wenn in dem IJntervall 


eMule... ea Miz” 


m==1 Eins gesetzt wird, so wiirde man schon iiber das x(a) ge- 
stattete Intervall hinausgehen, und doch beherrsehen die vorigen Lié- 


. n . . : ° 
sungen, in denen m = ~~ sb und x beliebig gross ist, keineswegs das 
ganze Intervall von x, sondern es bleiben viele Fille ausgeschlossen, 
lx 


z B. dieser: x(v) = e'!*, wie schon Art. 10. bemerkt wurde. Dies 
n 


+1 lla 


€ ‘die Kor le - 
auf die Form ¢ ill: 


gebracht, ist niimlich n = : — 1, also>1 und 
nicht beliebig gross. 

Was den Grad der Approximation obiger Lisung anlangt, so ist 
im Intervall von x(a), in welchem w endlich ist, y=w&,_—, eine Lésung 
vom Grade x, wegen y oO &,—,. Ausserhalb dieses Intervalles ist sie 
eine Liésung vom Grade /x, was aber schon von y= 2 gilt, da lxooly. 


25. Die Liésung der allgemeinen Gleichung « = y/(y). 


Handelt es sich nun um die infinitiire Auflésung von #=qg/(y) im 

Allgemeinen, so sei zuerst: 
& = y"Hx(y) , 
wo x(y)*' <y", w beliebig klein. Diese Aufgabe liuft auf die vorige 
hinaus, wenn beide Seiten der Gleichung zur . Potenz erhoben werden. 
Nun sei allgemein 
= v"k(y) = 9(y) 

unter “fe den Typus von m(y) verstanden und /*! sei <v“, w be- 

dy 
liebig klein. Alsdann mége aus v = r(y) y= e(v) gefunden werden, 
und es kommt 


a = v"k(9(v)) 
auf den vorigen Fall zuriick. Man denke sich v = w&,_, hieraus dar- 
gestellt, und man bilde: 
(31) o(v) = y = e(wg,-1). 


Da nun r(e(w§,—1)) = w&,-1 CO &-1 = r(0(&,—1)) ist, so folgt aus 
y = 0 (w&,—1): : : 
ry) © r[e§n—1)), 
aus welcher Relation « entfernt ist. Mithin ist » der Grad der Ap- 


proximation der Lésung: 


y = o(wS,—-1) 
und wir haben folgendes Lesultat: 


Mathematische Annalen, VIII, 26 
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Kin je grésseres Unendlich (y) in 2 = y(y) hat, desto hiher 
ist der Grad der Approximation der durch die obigen Methoden zu 
findenden Lésungen. Ist »(y) co y”, so kann man schon das Unend- 









lich von y finden. Falls p(y) co e”’, kann man y avf die Form 7+ 
bringen, in der « nicht unendlich wird, sondern nur y etc. Falls da- 
gegen p(y) <2“, uw beliebig klem, so kann man nicht mehr das Un- 
endlich von y finden, sondern zuerst nur den Typus, bei kleinerem 


Unendlich von g(y) auch nicht einmal mehr diesen u. s. f. 


26. Beispiele fir die obigen Lésungen. 


Hier sind einige Beispiele fiir die infinitiire Auflésung nach der 


vorgetragenen Methode. 
Es sei erstens: 


m 


“=y ly 


m, 


Ly’ ---+bLy"", (Ly =lly ete.) , 


so ergiebt sich nach Art. 19. auf der Stelle: 


my 1 
um m a™ —<. 1 
y ai my My m, ? tt CO 2 
la™ la™ ---Lam 
2 r 


Im Nenner stehen niimlich eigentlich Logarithmen der Form (1.0m) 
die sich vereinfachen lassen wie folgt. Es sei p= 2, so hat man: 


i 


1 7 
no =I Eta) = Me (4 2) 


m 





wovon « den zweiten Factor aufnimmt, u. s. f. fiir p=3, -- - 


Zweitens sei 


a2 =e" logy 
aufzulésen. Wir setzen v = e” , y = Ylv und ly = 4 lle. 
x =tvllv findet man 
o am 288 1 
v=, wool. 


Um zuniichst diese Lésung zu verificiren, schliessen wir aus 


2ux 2ux 
. ca 
2 ul uy llx 


0 om 
erst 
ta tis l {la + l2u — Ulla) 
und dann 


u " l2u —lllx 
— [ue +r(1 + =! |, 


woraus in der That «oO 1 folgt. 


My 


’ 


Aus 
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Weiter finden wir: 


y= yo = Vx — Illa --12u.* 3 

























. eo . a 2 . 
Die. Lisung ist offenbar vom Grade e” , denn wir haben 
ee 2 

eo a el la—Illla— l2u ~ ” aaalinaacneal 

und setzen wir 
y=Vl«—Illa+v, 

so ist v<1. Setzen wir jedoch y = Y//ax — Illa — 12+ -%,, s0 ist, 
la — Illa = A gesetzt: 





- l2u 
| ae. y —_ A 


] ae ers 1-2 


und man hat +,<v. Dies sind Unterschiede der Approximation, die 
innerhalb eines Grades vorkommen. 


? 


Drittens sei 
uty 


eC = e!! lly 6s 9 
ae = ely + tty" » m>i, 


my 


m 
Setzt man v= e'Y', y=e", so hat man: 


und 


woraus 
{tu +la— (.- tix)" ~ 
y = @ . 


folgt. Man kann diese Lésung auf die Form bringen: 
1 


| 1 i 
” (5 ™ J 


y=we 


wo « col, giebt man ihr aber die Form 7 + v, wo y bekannt sei, 
so ist v > 1, weil der Grad der Lésung noch nicht e* ist. 
Wiirde man viertens die Gleichung 


me 


wien 


t= ye 
aufzulésen haben, so miisste man von der Lésung des Art. 20. Ge- 
brauch machen, die y = w’&, lautet, wo § = aa =" ist, D. i. 
man findet: 


2 


y= w went {i-1a BYE u ool. 
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les 


. ‘ . 3 . . ee or v 
iir die Gleichung « = ye'® reicht aber die kiirzere Lésungsform 
des Art. 19. aus und giebt: 


3 . 
y= ure—"*, wool. 
Wiirde man nun diese Gleichung durch die Form des Ari. 20. 
auflésen, so erhielte man: 


— $$} 2 
‘ae 


ist 1.06 
YY = ULE \ es 


aber durch Entwickelung der Klammer im Exponenten reducirt sich 
diese Form auf die vorige, wiihrend die Auflisung von « = ye sich 


nicht auf y = wxe—'**, woo 1, reduciren liisst. 


VI. Auflésung der Gleichungen  (# + a) — g (x) = C und 
w(a + d)— v(a) — dy (a) = C, ete. 


27. Einleitende Bemerkungen. 


Man kann den Gegenstand der eben abgeschlossenen Betrachtung 
bezeichnen als ersten Schritt zu einer infinitiiren Theorie der in ; 
lineiiren Gleichung: 

xD (y) + 9, (y)=0, 
auf die sich manche andere Gleichungen / (x, y) = 0 reduciren lassen. 
Die niichst complicirtere Aufgabe méchte die Behandlung der Glei- 
chung: 

, P(x) O(y) + £9 (y) + %.(y) = 0 
sein, ihre Reduction auf die friihere Form als undurchfiihrbar voraus- 
gesetzt. 

Ich verfolge diese Richtung aber nicht weiter, sondern will mich 
mit der Auflésung einer anderen Art Gleichungen beschiiftigen, die in 
den Anwendungen bisweilen auftreten. Betrachten wir die Taylor’ 
sche Reihe: 


7 y” " 
f (@ + a) — f(a) —af (2) —--- “f%(@) = RB, 

so hat man das Problem: Wenn {(x) eine mit « ohne Maxima unend- 
lich werdende Function ist, und x wird in vorstehender Gleichung un- 
endlich, fiir welche infinitiire Werthe von a bleibt R, endlich? Von 
dieser allgemeinen Aufgabe werde ich indessen nur die speciellen Fiille 
n=0O und »=1 behandeln und dabei die Aufgabe so stellen: Ls 
wird die infinitire Auflisung nach a der Gleichheiten: 

f(@+a)—f(2)~1, 

f(« + a) — f(a) — af’ (x) 1 


gesucht, welches auch das Unendlich von f(x) sei. Auch werde ich, 
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eben gewisser Anwendungen wegen, die zweite Gleichheit fiir das 
Nullwerden vou x untersuchen. 


28. Auflésung der Gleichung 9 (x + a) — p(x) =C. 
Es sei nach a infinitiir aufzulésen die Gleichung: 
(32) g(x+a)—g(«z)—C, Cre. 


Wir kénnen hier mit Hiilfe des Art. 9. sogleich eine Lésung finden. 
Hiernach ist: 


fie+a) — »L® 
Flay Me fe, 
wo acu ft, ¢ der Typus von f(x) und f(«#) ausserhalb des Intervalles 
av..+-a-™ liegt. Setzen wir /f(x) = p(x), so folgt hieraus: 


yp («@ + a) — p(x) Cag (x), 


falls p(x) > lx. Da nun ag’(x) coc, mithin a = “ , ue 1, sein 


p (x) 
soll, so hat man den Satz: 
Falls p(x) > lx, geniigt 


(33) a=, wool, 
. @ (a) 
der Gleichung 
g(a +a)—gp(x4)=—C, Cre. 
Es sei zweitens g(x) co la, oder: 
p(x) = lag, (%) + 9(%), 91, 9, <le. 
Zunichst hat man: 
—p(x--a)— p(x) (i+ “ep (u--a)-pla {, (c-++-a)—¢, (x) }+-—,(v+a)——, (2). 
Wir setzen hierin a = @x und 
gy, (x +a) — 9, (47) = arg, [x(1+«0)}, 0< O< 1. 
Falls g,(“) cv 1, ist g, < “iz (wie durch Integration leicht zu veri- 
ficiren), woraus fiir « Oo 1 folgt: 
lx {y, (w+ a) — 9, (2)f 550. 
Desgleichen finden wir, wegen: 
P2(4 + a) — 9, (@) = ex, [a(l+a0,)], 09< 0, <1, 
und, weil aus o,(7)< lx g,'(«) <= folgt, auch: 
P(x + a) — p, (x) 00. 
Also geht (32) iiber in: 
p(x + a) — p(x) co 1(1 + @) (90) coc, 
woraus der Satz folgt: 




















welche nach (30) und (31) fiir ~(x) > lx die Liésm 
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Fiir p(x) co lx geniigt: 


(34) a= ule” -- i)a, ucol, ox we) , CBe, 
der Gleichung: 
g(x+a)— p(x) =—C. 

Auf die vorstehenden zwei Sitze lisst sich die Auflésung der 
Gleichung g(#-+ a) — p(x) =C stets zuriickfiihren, wenn das Un- 
endlich von g(x) nicht kleiner als das wiederholter Logarithmen wird. 
Es sei lx > p(x) >llx. Wir setzen: 

rta=av, (x)= (la), 
lax —=2, lw =y/ 
und erhalten statt der aufzulésenden Gleichung diese: 
v(x+7)—¥(x) =C, 
is: 
cu 


w’ (x) 





? = 
und fiir w(x) cv L(x) diese: 


y= ‘Giz — 1) x 
. p(%) =. Sat, ’ ee ee ee 
hat, wo %, co —> > ist. Setzt man fiir die neu eingefiihrten Buch- 
staben die alten zuriick, so findet man a = x (v — 1), v =e”, also: 
Fiir lu > p(x) > lla hat p(x+ a) — p(x) = C die Lisung: 
cu 
» pt £ (x) 
c ? 


“=z ucol, 


und fiir p(x) co llx diese: 


ce 
> u (in an a. | = (x) 
a=«x \e ~~ it, 9a 

Ich werde noch kurz angeben, wie fiir das folgende Intervall 
lla > p(x) &; lll die Lisungen gefunden werden. Man nimmt die 
vorher gefundene Gleichung 

; v(xt+y) —v(*)=C 
wieder auf, setzt: 
e+ y=xr,, ¥(x) =, (lx), 


lx =x, , lu. =y7, 





wodureh man erhilt: 
w, (4, + 7,;) — ¥,(%,) = C 


mit den Lésungen: 


cu W, ) bal W, (%;) 
1==— CO = (c == p —* 
”1 Ga) ind y, = ule lj/x,, wv, & 1Ge,) 
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Hieraus folgen fiir lla > p(x) & lila die Lésungen: 


(Add A 


J, 


( (as 

lal ave) am :) 
a=xle a Y G=2 
a « J 

Im Allgemeinen sieht man, dass o(x-+ a) — g(~%) =C nach a 
eine Schaar von Lésungen hat, welche das Gebiet & l,«*) beherr- 
schen, wo r beliebig gross. Von diesen Lésungen sind die zum Ge- 
biete 2 lx gehérigen vom Grade x. Die zum Gebiete la > g(x) lla 
gehérigen Lésungen erfreuen sich nur der Approximation /7, im wei- 
teren Gebiete /]z> (x) & lllx findet nur die Approximation I/z 
statt, u. s. f. 


29. Auflisung der Gleichung w(« + 6)— y(a) — dy (a) =C**), 
Zum Zweiten wollen wir also die Aufgabe lésen, aus der Gleichung 
(35) w(a+d) — o(a) — dy (a) =C 
den infinitiiren Werth von d zu bestimmen, falls « Null werdend ge- 


dacht ist, fir @a—0O ~(e)>1, und y(e@) und C positiv sind. 
Wir nehmen zuerst an: 


w(a)>l - . 
Es liisst sich (35) dann schreiben: ‘ 
(36) Ley" (e+d)=—C, 0<8, <a. 


, . ” 1 t ° ; 
Aus yp (@)>1 folgt y" («) >—- Nehmen wir nun 0Q>«@ an, 50 
wire wegen @-+ 0,20 die Gleichheit 6°y"(«@-+ 0,) co 1 unmig- 
lich. Also folgt: 
o<a. 
Nun bringen wir (35) auf die Form: 
(37) L Py’ (a) +14 0p" (e+0,)=—=C, 0< d,<d, 


und wollen die Hypothese 
1 


dr - , 
; ; yy (ee)? 
priifen, Aus ihr folgt: 
1 000 (e+ do) 
Ow’ (a + 08,) co ¥ (ets ey 
re 6” (a)* 

*) ,w=ax, lw=—loga, l,«=logloga u. s. f. 

**) Wir werden im Folgenden, um nicht unnéthig neue Bezeichnungen ein- 
zufiihren, auch die Gleichung lim A= lim B fiir « =0 kurz Ao B schreiben. 
Wobei man iibrigens an den Limes « '= oo statt an den Limes « = 0 denken 
kann. 
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Paut vu Bots Reymonp. 
von welcher Grosse wir leicht zeigen kéunen, dass sie mit «@ ver- 
schwindet. Wir setzen: 
w (a+d,) _ » a + dy) ( wy (a+d,)* 

” re ey 3 : a Ue ; 

wy (a)? w (a«+d,)? wp (a)? 
Wir beweisen zuerst vom ersten Factor rechts, dass er mit « ver- 
schwindet. Setzen wir, da aus ~(«)>/— durch zweimalige Differen- 

a 


tiation folet wy" («) > 


a? * 
’" i (a) 
vy («=—=—y, u(a)>1, 
- ) cu’ (a) 2u (a) 
uw” (a 
a b 
so findet man: 
wy (a uw’ (ce) 2 
: 3 1 
bp” (ae)? u (a)? uw (e)* 


res mh (a . . . 
Kénnte nun « -~—,- © 1 sein, so folgte durch Integration: 


. r , oe . a a 
was gegen die Voraussetzung u(a«)> 1 verstisst. Also ist « ) ae 
B uw (a)* 
y (a ; ‘ . ‘ 
ebenso ~-,» und auch schliesslich, wie zu beweisen war: 
wy” (a : 


’ 


wy” (a+) 
wy (a+ 8,)? 


Was den zweiten Factor anlangt, so schreiben wir seine dritte Wurzel: 


| 


va \2 
: u ( «+ —, ) 
w” (a+ dy)? a w(a)? = rd yp] 
we vt vt va ? i Sh 
wy (a)* (a) - a -f . 
u (ee)? 
. oe : . . 1 ’ . = 
weil nimlich 0, <0 und 6d cn. ——. ist. Nach Satz (XI) des Art. 0. 
wy a)? 


nihert sich der erste Factor rechts der Eins und der zweite thut es 
offenbar auch. 
U oar 
Da nun, d= —~_, gesetzt, aus der Gleichung 
wy (a)- 


$ dy" (a) +46 w"’(a+d0,) = C 


fiir « = 0 folgt: | U°=C, so wird fiir ¥(«a)>l . die vorgelegte Glei- 
chung 





be 





-- 
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befriedigt durch 





-- 





v(a +d) — p(a) — dy (a) =C 
bau 2, “ucol. 


31. Fortsetzung. (a) Vle. 


or : 1 : 
Weiter sei w(a«)& / ~ » woraus folgt: 





' 1 
J = QO 
¥@=— oie MOLI. 
Alsdann kann zuniichst nachgewiesen werden, dass die Ungleichheit 
: 1 
f) 
SV@ 


unméglich ist. Denn man wiirde haben dy’ («@)< 1. Aber es wiirde 
auch sein: 
w(a+d) — p(a)<1, 
weil wegen y' (a+ 0,)<v'(a), 0< 0, << 0, auch (a+) — v(a) 
= dy (a+ d,) <1 sein wiirde. 
Es ist also nothwendigerweise : 
. 1 
| i aa 
"> ap’ (ce) 
Wir kénnen daher setzen: 
. 
aD a * ao QW 
0 => w (a) ? U p< 1 ; 
und haben 
(40) ; v(atd) — v(e)+v=—C 


zu untersuchen. 





Wir formen diese Gleichung um, indem wir fiir « + 0 einfiihren 
t) . 
“o= a (1 a =); und ferner setzen: 
— 1 
w(v) =y (1 =)» 
wodurch 


v(ae) =x(I +12) 


: . é 1 é 1 . 
wird, und es ist /@ = i( ao “)<I-, wegen < oder 0 <1, 
natiirlich < > 1 vorausgesetzt, da sonst gewiss lo </ - ist. Nun ist 

r(y+ta)—xzy) waxy), 
falls a<y und 
WM LaxyMVyrn 
nach XV, (Art. 12.). Setzen wir y = be so kommt die Bedingung 
x 
fiir w heraus: 











Paut vu Bois-Reymonp, 








U 

uN (ay wo Ly” | 

(3) Seo LG): ' 

die erfiillt ist. Also diirfen wir, y = . , = L gesetzt, schreiben: (: 

1 1 (71 1 , 

tle th) 10 ale 28 @ + 7(@), wo 7a) v1. y 
Hierdurch wird die Gleichung (40): 

. 


y (a) - i(1 1 =) -ayv(a)+v=—C, 


oder ' 
y (@) {us a i( a. =} awv(«)+v=C. 


Fiir y'(a@) kénnen wir wegen (a) 1 , Setzen: 


1 ae 
‘1 ee) 
y (a) ce A(ce)? A(e) D1, 
so dass: 
v , 
é= — oe “A (a) 
wird. Somit erhalten wir: 
1 
or bien u(1 7 site | To 
ve) | A (a) + A(a) ie 


oder endlich: 


i, ” te 
— fa + apy + S tai) tem, 


welches die Form ist, auf welche wir unsere Schliisse griinden wollen. 

Falls v co 1 ist, verschwindet die Klammer fiir «@—0, wenn 
A(a)>-1. Ist v>1, so wird die Klammer, wenn sie unendlich 
wird, <.v unendlich, so dass die ganze linke Seite unendlich wird. 
Also darf v nicht unendlich werden, und die Auflésung der Gleichung 
ist v= uC, wool. Es war aber dy (a) = —v. Also haben wir im 





. ayes ‘}° Mee es 1 . 
Ganzen die Auflésung unserer Gleichung fiir (a) =| gefunden, 
— a 


32. Fortsetzung. (a) col . 


Bleibt noch der Fall w(«) co 1 oder w(a) = 1 -p, (a) + o, (a), 
wo 9,(@) cl, g,(a)</ - - Unsere Gleichung wird: 
pi (e+) +1 4 — TE {o1(@ +8) — 9,(@)! + 9.(e+8)— 92(0) 
1 . J 


a 


mil {i= M, (@) + gy (@) — . Q, (a) ii 
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Man setze d= pe. Alsdann wird die Gleichung fiir « = 0: 


© i ’ 
(42) Pi ies + p,} =C, pop, 
WO 9 oO ¥(<) - Denn aus g, <i, (man hat ja g, cw 1) folgt: 
ry 
9, < : _=- = ,»v<1; ferner aus g,</ - folgt o, = “! »u4~< i), 
al al 


und dies reicht iain da 1, 2(@-+-8)—qi,2(@) =9 y,2(«+90,), 0<d, <9. 
Falls = positiv ist, kann p, der obigen Gleichung geniigend und reell 
bestimmt werden, da, wahrend p, von —1-+ y (vy dusserst klein) 
bis + co geht, 1; +s +p, von + oo bis 0 und wieder zuriick bis 
+ co geht. 


33. Fortsetzung, 0 negativ angenommen. 


Eine besondere Behandlung erheischt der Fall, wo — @ statt 6 
(Od positiv gedacht) in der Gleichung steht. Wir wollen auch noch 
C positiv annehmen und haben also die Gleichung aufzulésen: 
w(a—d)—y(a)+ dy'(a)=—C. 
Da dy (e@) negativ ist, so wird man fiir v(a) V1 jedenfalls eine 
andere Lésung finden. Setzen wir 0d = a — ¢, so folgt: 
v(é)— ¥v(@) + («—a¥(@)—C, 
und unter der Annahme ¢ < «@ ist der Limes des letzten Gliedes links 
fiir wy’ (a) < . Null, so dass € aus 


v(2) —¥(@) oC 
zu bestimmen wire, was immer miglich ist. Im Falle y(@)=J/—, 


hat man: 
1 1 é ] 
1+ —jL 4 =¢, 


d. i. fir d = pa: 





1 
Y i—p oo C. 
Die linke Seite stellt wieder zwischen den Grenzen p = 0 und p= 1 
jede positive Zahl dar. Es ist also fiir p(a) © 1 die Form der 
Lésung d=wuwe,ucol. Fir ¢(a)>/ - gilt hier auch die friihere 


1 
Form der Lésung 0 co =———: 
. Vp" (a) 







Ueb. 


Paut pu Bots-Reymonp. 























= : . ule) 
34. Auflésung zweier verwandter Gleichungen. 
In diesem Artikel werde ich zum Schluss noch zwei Gleichungen 
ihnlicher Zusammensetzung, die auch in den Anwendungen auftreten, Hi 
ie 


so weit dies dort erforderlich, infinitiér auflésen. Es handelt sich 
zuerst um 


(a+ 8)— va) + dW (@)v=—C, v<1, Ye)>I+. die 


Durch Entwickelung des ersten Gliedes folgt: 





a, é? ” 3 
Oy («) (1+) + p23” (e+0,)=C, 0<d,<o. ist 
Wir nehmen an wo 
y 
’ sonss wy’ (a) ? 
woraus folgt: . fin 
' U2 (a+, 
T _, 
. U(l+)+ py es C. 
Ks ist 
wy’ (a+) af w’ (a+) : (ere. 
wa) ap"? (ad) W (ce) 
Man hat zuniichst, ¥ («@) = a wo u(a)>1, gesetzt: - 
ii 
wy" (o) “ e(e) - 2 , 
w*(a) ge (a)? (a) 
Too w’(@) © i = 1 1 , 
Wire nun « as Y 1, so folgte durch Integration ee YL 1, oder 
u(«)<1 gegen die Voraussetzung. Also ist wr <1. Es wird fi 
ferner : 
wats) _ wets) | _« 
w(e) ~— (a) a+d?’ ] 
wenn 6 © ate) ist, den Limes 1 haben nach Satz (XI), Art. 9. 
Also wird die aufzulésende Gleichung fir «—0: U = C wad fiir P 
. _ 
w(a) > = ist ( 


Cu 
é=— (a)? wu oo | 

die infinitire Lisung von 

y(a+d)—v(a)+dW(a)-v=C, v<l. 

Die zweite Gleichung lautet: : 
Aé - 

¥(a@+ 9) — ¥(«e)+ ——=C, w(u)<I-, 
und A und C constant, oder co 1. Wir schreiben die Gleichung 
wieder: 


, A ' 
b{v(@t+o)+ 2l—c, 0<4,<0, 
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oder, (a) = oa gesetzt, wo w(a)<1, 
. fu(a-+ dj) A\ ee 
0 i - -{- tae Cc. 


Hieraus folgt, dass fiir ~(a)</ . 


. alu 
0 = =» u oo 1 
die infinitiire Lisung von 


v (a+) —v(a) + “2 =C 


ist, wihrend man wie im Art. 33., im Falle v(a@) col . , 0=pa hat, 
wo p seine Bestimmung durch die Gleichung: 
», (0)l-—— + Ap=C, »,(0)c 2 
1-+ p l 1 


findet. a 


35. Zusammenfassung der Resultate der Art. 28 —34. 
1. Die infinitiire Auflésung nach a der Gleichung 
g(a +a) — g(x) =C 
fiir «> 1 ist méglich (nach unseren Methoden), wenn g(x) > 1,(x), 
r heliebig gross, jedoch mit verschiedenen Graden der Approximation. 
Man findet fiir g(a) > la 
Cu 


r- woo l 
@ (a) ’ . 


‘a= 


fiir p(@) Cole: 
- 
a= u (cm - 1)a, ucol, 4,0 =. 


lx 
Dann fiir la > p(x) > lla: 


Ou 
a=a2é?™, wool, 
eine Approximation vom Grade lx, und fiir (x) co lla findet man 
diese Lisung: 
” 
(mde at 9 as oe 
a © Poe ot > Y, & A al , 
u. s. f. Die Auflésung fiir das Intervall //z > (v) A Ulla findet 
sich Art. 28. auch noch angegeben. 
2. Die Auflésung nach 0 der Gleichung: 
y(a+d) — v(a) — dy’ (a) = C, 
fiir «@ =O und die Gréssen w und C positiv angenommen, zerfallt in 
drei Formen: 
Fir w(a)>l : hat man: 
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. 2c _ 
een ie. a wool. 
} py (a) ? 
Fiir y(«@) <l— hat man erstens die positive Lisung : 
d=— 7, wool, 
w’ (a) 
und zweitens die negative: 
d= — ta, url. 
Fiir y(a@) col = gehen die Lisungen in einander iiber, hier ist: 
d=—upa, uool. 
wo p eine der beiden reellen Lisungen der Gleichung 


9, 30 w (ce) 


1 
‘aap TP?" | 71 
vorstellt. a 
Diese Auflésungen zeichnen sich vor der unter 1. dieses Artikels 
und denen der Art. 22. und 25. dadurch aus, dass sie das ganze Un 
endlichkeitsgebiet der Function w(@) umfassen und durchweg vom 
Grade x sind. 


9 


3. Die Gleichung 
w(a+d)— y(a)+dy(a)v=—=C, v<1, 
hat fiir w(a) > . die Lisung: 


Cu 
w'(a) ? 


v 


é = 
4. Die Gleichung: 
Aé 
w(a +d) — o(a) + - = ( 
hat fiir v(a)<l t die Lisung: 


tool. 


d=« cs, ucol, 
und fiir (a) col diese: 
= Fe; 
wo p durch 
0 : ' y (a) 
y, (O)1 itp +Ap=C, ¥,(0)&% - 0. 


. l 
gegeben ist. « 


Tiibingen, im Mai 1874. 























Ueber die singuliren Punkte der algebraischen Functionen 
und Curven. 


Von QO. Srouz in Innsbruck. 


Die Discussion der Singularitiiten der ebenen algebraischen Curven 
fillt zusammen mit dem Probleme der analytischen Darstellung einer 
algebraischen Function einer Veriinderlichen in der Umgebung eines 
singuliiren Punktes, welches zuerst von Puiseux gelést, neuerdings 
durch Hrn. Hamburger eine einfache und dabei strenge Behandlung 
gefunden hat (Schlémilch Z. XVI. p. 461 ff.). Fiir die geometrische 
Aufgabe eine Uebersicht der méglichen Singularititen herzustellen, 
wird man sich jedoch einfacher des von Pliicker im 2. Abschnitte 
seiner ,, Theorie der algebraischen Curven“ gegebenen Verfahrens bedie- 
nen, das allerdings nicht wesentlich von dem eben erwihnten verschieden 
ist. Pliicker’s Darstellung soll im vorliegenden Aufsatze durch eine 
allgemeine und consequente Beniitzung der von ihm gebrauchten Dif- 
ferentialgleichungen der gegebenen Curvengleichung vervollstindigt 
und abgeschlossen werden. Dabei ergiebt sich auch ein anscheinend 
einfacher und strenger Nachweis des Lagrange’schen Satzes tiber die 
Entwickelung einer algebraischen Function, der in einigen Punkten 
mit dem des Hrn. Hamburger zusammentrifft. 

Zuniichst scheint eine Bemerkung aus den Elementen der Diffe- 
rentialrechnung nothwendig. Seit die Unhaltbarkeit des Satzes, dass 
jede stetige Function eine Ableitung haben miisse, erkannt ist, kommt 
es wesentlich darauf an, die Evxistenz des Differentialquotienten zu er- 
weisen. Wenn z. B. in einem singuliiren Punkte die oben erwahnten 
Differentialgleichungen endliche Werthe des 1., 2. ete. Differential- 
quotienten liefern, so folgt daraus noch nicht, dass diese wirklich die 
Ableitungen der algebraischen Function in dem singulaéren Punkte 
seien, sondern nur, dass diese Ableitungen, wenn sie wirklich existiren, 
keine anderen Werthe haben kinnen. Der Existenzbeweis ist aller- 
dings leicht zu fiihren (vgl. Nr. 5.). 

Im Folgenden kommen nur endliche singuliire Werthsysteme vor. 
Ks bezeichnen «, y ein beliebiges lineares System von Punktcoordi- 
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naten, in dem aber nur endliche Werthe betrachtet werden. Es soll 
also der singuliire Punkt der Curve nicht auf der Unendlichkeits- 
geraden des Systems liegen. ‘Tritt dieser Fall aber ein, so geht man 
zu einem anderen linearen Coordinatensysteme iiber, was bei Aus- 


schluss des Punktes « =a y==o0 am einfachsten durch die Trans- 
formation 
1 yf 
2=—->, yo Ss 
x . r 


geleistet wird. 


1. In der Differentialrechnung wird der Satz gezeigt: Ist 2°" 
ein endliches Werthsystem, welches die algebraische Gleichung x'e* 
Grades in 2, y: 


(1) (x,y) =9 
erfiillt, dabei aber die Function ee nicht Null macht, so existirt eine 
td 
Ableitung der Function y fiir «= 2° y= y".“ Man hat 
dy _ OF , oF 
dx t a” * oy ? 


woraus unmittelbar die Existenz der héheren Ableitungen von y nach « 
folgt. Nunmehr kénnen dieselben auch gefunden werden, indem man 
die auf einander folgenden Ableitungen nach x von I'(a, y), y als 
Function von x betrachtet, gleich Null setzt. Um die allgemeine 
Form dieser Gleichungen, welche im Folgenden kurz als Differential- 
gleichungen von F' = 0 bezeichnet werden, zu erhalten, beniitzt man 
den Satz, dass eine Function y, welche in einer bestimmten Umgebung 
des Punktes x = 2, eindeutig definirt ist und » auf einander folgende 
Ableitungen besitzt, fiir diesen Bereich die Entwickelung 
0 ” 
y= y + yy, (@ — aw) tee eet Yp es - (4% — %) 


Pp 


p 


zulasse, wo z fiir =, verschwindet. Hier bezeichnen y,°- - - - y," 
die Werthe dieser Ableitungen fiir 2 =z. Setzt man den vorstehen- 
den Ausdruck in die Entwickelung der ganzen Function F'(%, y) nach 
Potenzen von x — z* und y—~y’ und ordnet nach Potenzen von 
x — x, so miissen die Coefficienten der p ersten Glieder, weil sie ¢ 
nicht enthalten, verschwinden. Man hat fiir 


u—2 =F, yy 


F(w@+8, yY +9) = a F.(&, 9, 2°y’) =0, 


r=S@ 
wobei man sich die Glieder derselben Dimension in & zu F’. zusam- 
mengefasst denkt. Ist nun zuniichst 
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y=H"E+<, 


a ok a 0 

, bs 1 OF,(E,§y,) 
W(t ya ris ok 
F,@; Y, x,y )= — i k! : ta mali 


o rf 


so folgt 


Setzt man hier 
F, (§, Ey!) — Ed, ) 
so dass 


- 
1 YY (r\ OF (x, y°) 
2) ®, = >> ( ) 2 of gk 
2 x ell Gee 
und 
ok 0 ok 
*F, 0) _ yp» #9 
Z nt a y?' ? 
und fiihrt den Werth von 2’ 
P Yo" vo Yp° 8 
ee + = ¢ 


ein, so wird der Coefficient von &”" (m < p) sein: 


= of 0 0 , 
(3) ™ og, Ny 1 ay ( V2, @ ae 
ov) — 1} oy" M01! Oo! *** at, i! 


Die zweite Summe enthilt alle Glieder, welche der Bedingung genii- 
gen, dass, wiihrend die Indices 4 als von einander verschieden und 
nicht unter 2 betragend vorausgesetzt werden, zugleich sei 


(4) . >e =k, > eA see yee 


Geht r in (3) von 1 bis m, so erhilt man den vollstaindigen Coeffi- 
cienten von &" in F'(x°+ &, y+), welcher, wie oben bemerkt, ver- 
schwinden muss. Dadurch ergiebt sich die m Differentialgleichung 
von (1), welche mit Unterdriickung des Index © so geschrieben wer- 
den kann: 


. . A, 7H" tay" o 
(9) ae Qi! Oo! + Bak A! (a ae 
@ 7 ‘ 


wobei die Indices 4, von einander verschieden und mindestens gleich 2, 
und die Exponenten @ alle aus den Gleichungen (4) folgenden Werthe 
annehmen, wenn * die Zahlen 1, 2 --- m durehliuft. Aus diesen 
Gleichungen ergiebt sich ferner 


a 9 (A— 2) =m — (r+h), 
somit r+ k<m, wozu noch zu bemerken, dass k<v. Fiir k=O 
folgt r =m; fir k =1, r=1 folgt 4, m, so dass der kleinste 
Werth von i +r 2 ist. Man fiigt daher zu bequemerer Bestimmung 
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der in (5) vorkommenden Indices zu den Gleichungen (4) noch die 
folgenden : 


(6) 2<r+k<m; k<r. 


Die Formel (5), die bisher noch nicht gebraucht worden zu sein 
scheint, liefert das bequemste Mittel, um die Differentialgleichungen 
von (1) independent zu entwickeln. Es verdient besonders hervorge- 
hoben zu werden, dass die numerischen Coefficienten der einzelnen 
Glieder immer dieselben bleiben. 


Indem man zuerst die zuliissigen Werthe von k, welche von 0 
. m . . . . -.° 1p ° 
bis > ansteigen, ansetzt, hierauf die zugehdrigen r nach (6), endlich 
die aus (5) folgenden 2, @, — findet man die Gleichungen: 
m=1, %,=0, 


=—2, 0,457.40, 





Oy, 2 
m=3, %+35, %~ 2 +3y,° 6"? 
6 om 2 4 1 FP (Ye OMe Ys oe me . 
m=n4, ® +52. oF z° oy?” ‘ y+5o% +5 Dy 
us. W. 


Die Functionen ®, wurden auch von Pliicker gebraucht (Theorie 
d. algebr. Curven p. 156), wo auch die Differentialgleichungen von (1) 
in vorstehender Gestalt vorkommen. 


2. Es scheint nicht unwesentlich zu bemerken, dass mit Be- 
nutzung der Gleichungen (5) die nage der unendlichen Reihe 


(7*) n=yvre+ Mey Mes... 


fiir soleche Werthe von §, deren absoluter Betrag eine gewisse Grenze 
nicht iibersteigt, gezeigt werden kinne. Wir setzen 


8) FW+hy+)=4E N= Dd att —0, 

ie 
wobei wir uns noch weiter dic Exponenten i, k, deren kleinster Werth 
1 ist, ins Unendliche wachsend vorstellen kénnen, so dass die linke 
Seite von (8) eine wnendliche Reihe bezeichnet, von der angenommen 
wird, dass sie convergire fiir alle reellen und complexen Werthe der 
&,, welche der Bedingung geniigen: 


\El<a, n|<b*). 


*) Nach Weierstrass und Grassmann wird anstatt ,,Modul einer com- 
plexen Zahl & ,,absoluter Betrag“' gesagt und dafiir die Bezeichnung |&| gebraucht. 












\ 
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Setzen wir nun 


y= a8 + By’ 


und entsprechend 

G(E, 9) =G@'(E,7’), 
so convergirt die Reihe G’ sicherlich noch, sobald |§| <a und 
\a& + B)y’| <b. Damit aber die Reihe G’ nach Potenzen von &, 4’ 
geordnet werden kénne, ist es hinreichend 


Ba, ME + Bom <b 


zu nehmen, worin die Gréssen mit dem Index © die absoluten Betriige 
bedeuten. Man hat also 


, 
Bo < a ay Ey . 
Was auch immer der Werth von «@, sein mége, so kann man sich 
: b ea eas 
§ zugleich <a und < ~~ denken, so dass zwei positive Zahlen a’ b 
0 
existiren von der Art, dass fiir |§| <a’ |By’|<b' die Reihe G’ con- 
vergirt. 
Nun denken wir uns @ so bestimmt, dass aus G’ das Glied mit 
— entfillt. Da 


0G" _ 0G , 0G, 
oe ~—t«SEE ~ 


so findet man nun @ aus 
O = ayy + @ a, | 
denn ay, ist nach Voraussetzung nicht 0. 
Setzt man B = b’, § = a’&’, so hat man an Stelle von G(&, 4) =O 
die Gleichung 


9) HE 1) = Di bakin? — a = 0, (k= 2,3---00), 


in der die linke Seite noch convergirt fiir &° = 1, 9’ = 1. 
Hier ist fiir —’ = 0, n’ =0 


also 
a” H (0,0) 
0&’ r—k a n’* 








om (¢ — BIR! Bp a,2, 


ferner nach (2) 


1 @ H(0,0) 
(10) o, =, - a om bye, 
ano, 1 HOO) __ayy 
dat BD! ag ag? 


‘ 
m 


m! 
woraus man sofort erkennt, dass man eine dem absoluten Betrage 


In der Gleichung (5) tritt nun das Glied —* auf die rechte Seite, 


27 * 
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m 


nach gréssere Zahl als = erhalt, wenn man in (9) die Bb; durch eine 
endliche positive Grésse B ersetzt, die sie simmtlich ihrem absoluten 
Betrage nach iibertrifft. Die eben erwihnten positiven Zahlen sind 
aber die Werthe der Ableitungen einer Function £, welche durch die 
Gleichung 


o = is B (E+ &’ 
O—¢-BD E+eyae— ets 


, 


definirt wird, wobei man sich aber §&’, € so beschriinkt denken muss, 


dass 
S| + |&| <1. 
Wird § + &’ =< gesetzt, so folgt daraus 
(1+ B)—2(1+8)+ % =—0, 
also 


2(1+ B)e— (148) —V~i—2F GBF) +E”, 
die Wurzel mit positivem reellen Theile genommen, damit fiir §’ =0 
z= sei. Diese Wurzelgrosse liisst sich in eine Reihe nach positiven 
Potenzen von &’ entwickeln, wenn man sich 
26° (2B+1)—§&"?*|< 1 

denkt, was stets erfiillt ist durch 
ler 1 
S| <aBys’ 

Die Coefficienten dieser Potenzreihe sind aber dem absoluten Be- 
trage nach durchaus grésser als die der Entwickelung 


RF 0’ eo 
n =" ge Bee, 


welche somit mindestens denselben Convergenzkreis besitzt als die 
erstere. Setzt man hier wieder 


, é ’ ’ ’ 
E = _ ; By = y— ae = 7 “ine n° , B Hn =a@Q a (m > 2), 


so erhilt man genau die Reihe (7*) *). 
3. Sollen fiir den Punkt x°y° nach einander y,"° = y,°= --- 
= Yn = 0 sein, so miissen nach (5) die Gleichungen 


%,=0, 0=0--- o,=—0 


bestehen. Die Tangente hat, da +1 von 0 verschieden vorausgeseizt 
wird, mit der Curve eine Beriihrung von der m'** Ordnung. 
= oF — 
4. Der néchste Fall, dass fiir den Punkt x y® =— verschwindet 
? N ) 4 ? 


*) Bemerkenswerth an diesem Beweise ist, dass er nichts weiter voraussetzt 
als den Satz von Cauchy iiber die Doppelreihen. 
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wihrend “ von Null verschieden ist, lisst sich, wie auch Ham- 
burger (a. a. O. p. 467) nach Weierstrass bemerkt, mittelst des 
Theorems in Nr. 2. erledigen. Man findet jetzt offenbar 

ty 


Xn paw i 
(11) oa +e Ss 


wovon x, den m' Difterentialquotienten von x nach y _bezeichnet. 
Der Allgemeinheit wegen ist angenommen, dass die Gerade 2 = 0 mit 
der Curve eine Beriihrung von der (m — 1)'*" Ordnung habe. 


Die Gleichung (11) bringt man auf die Form 


5 {1+ Bint Bon? +--+}, 
da e nicht Null sein soll. Hier zieht man die m‘e Wurzel und ent- 
wickelt rechts nach dem polynomischen Satze. Dann kehrt man die 
Reihe um, wodurch man findet 


1 2 
1S tnt 
1 


d. i, eine Entwickelung nach ganzen positiven Potenzen von §™ ; in- 
dem der Punkt 2°y® ein m-facher Verzweigungspunkt der Function 
y ist. 
5. Nun modge der Punkt 2° y® singulir sein, d. i. es sollen fiir 
. oF oF . , 
diese Werthe ag Und Oy zugleich verschwinden. 


Denken wir uns diese Bedingungsgleichungen, sowie die etwa noch 
ausserdem bestehenden formal in die Gleichungen (5) eingefiihrt, so er- 
scheinen die ersten derselben identisch erfiillt, wihrend aus den fol- 
genden die Schlussglieder verschwinden. Man zeigt nun leicht den 
Satz: , Angenommen, den p ersten Gleichungen des Systems (5) geniige 
ein System von endlichen Werthen y,°, y.° -- y? (p=m), von denen 
der letzte aus der p'*" Gleichung entnommen werde; so giebt es immer 
einen Functionszweig, fiir welchen diese Grissen die m ersten Ablei- 
tungen im Punkte x°y° sind.* ° 

Denn setzt man in I’ (x, y) = 0 


za=o +6, y=y tye Ete ee + 


so folgt aus der transformirten Gleichung stets fiir §—0O u. A. auch 
z=0. Die letztgenannte Gleichung findet man wie in Nr. 1., indem 
man nur statt ¥? ¥ +z oder z’ schreibt und alle folgenden Coeffi- 
cienten y° ,, etc. Null setzt. Bezeichnet man die linke Seite von (5) 
mit K,, und bedenkt, dass die Gleichungen K, —0---- Kyp-1 =O 


in Beziehung auf ¥,,, Yn4+1-°*+*-+ identisch sind, so folgt offenbar 


ee 
Yn + 2 


m! 





? 
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(12) BP Ky (2') + PT" Ky aie’) +++ +> = 0. 

Hier ist 7 &K, # 
“yr en 0 ~ oe 5 
K, (z’) = Kp (ys +2) = in py hr? 


wenn f den Grad von K, =O in y,, bezeichnet. Von den Coeffi- 
cienten der letzten Function verschwindet der erste K, sicher, viel- 
leicht auch noch einige folgende, aber gewiss nicht alle, da y® eben 
aus K, = 0 bestimmt wurde. Somit geht (12) iiber in 

ok 


a K, 
(Gok 8+ +++) + EK) +---=0, 
m 


woraus unmittelbar unsere Behauptung folgt. 

6. Um zur analytischen Darstellung der Function y in der Um- 
gebung des singuliiren Punktes 2°, y® zu gelangen, ist vor Allem eine 
nihere Betrachtung des Systems der Gleichungen (5) erforderlich. 

Wir nehmen sogleich an, dass dieser Punkt i-fach sei, d. h. dass 
alle partiellen Ableitungen der F(x, y) bis einschliesslich der (i—1)@™ 
Ordnung verschwinden. Dann verschwinden die i—1 ersten Differen- 
tialgleichungen identisch, wihrend aus den folgenden alle Glieder 
hinausfallen, wofiir r << 7. Setzen wir in (4) und (6) 


m=i+tgq, r=i+r'’, 


Se=k, LSoA=—q—r' +k, 

<r’ +k<qg, k<it+r’. 
Die untere Grenze fiir x’ + & wird wieder direct ermittelt. Die Zahl 
k geht nicht iiber g hinaus; aber sie erreicht diesen Werth nur, so 
lange g<i. Aus diesen Formeln liisst sich entnehmen, dass der noch 
zuriickbleibende Theil der (t+ q)'" Differentialgleichung grosse Aehn- 
lichkeit besitze mit der g'™ Differentialgleichung, indem jedenfalls alle 
Glieder der letzteren hate vorkommen, nur mit um 7 Einheiten vor- 


so folgt 


geschobenem Index der ®, — Der Anfang des reducirten Systems ist 
demnach : 
m=, o;=—0, 
; 0%; 4g 
mitt, Sits: 2 —=0, 
2, J}m=i+2 +e me 4 oS i. (ve) +o tho 
(13) ? Di+2 +° aue a" 6 ’ 
2 oo, eo. ao, 3 
ils ‘ ik “it? Ye 1 i+1 (Y2 1. Yo 
m=i-+3, Vins+ oy, 2 +4 dy? (% ) oy) (%: 
+(Cit+e. HO; v4 6 a 





oy? Oy, . 24 
uU. 8 W. 
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Aus den angeschriebenen Gleichungen entfallen fiir i << 3 noch 
einige Glieder. 

Nun sei y,° eine endliche Wurzel der Gleichung 4; = 0. _ Ist die- 
selbe einfach, so folgen aus den Gleichungen (13) auch endliche 
Werthe von y,°, y3°, y,°- +++. Wenn sie aber wiederholt — wir wol- 
len sofort annehmen i-mal — vorkommt, so folgt im Allgemeinen 
kein endlicher Werth von y,. Erst wenn auch %;,;—=0, so folgt aus 
der 3. der Gleichungen (13) ein endlicher Werth von y,, so lange 
it! nicht Null ist. Ist dieses Null, so miisste auch 9;4.— 0 ge- 


nommen werden, dann aber giebt die letzte der Gleichungen (13) im 
Allgemeinen zwei endliche Werthe fir y,. 


Indem wir so fortfahren, d. h. ausser den Gleichungen 


Oo, ao. 
, = 0 ; ; : =z QO $8 €. <embed = 0 
ou" oN" 
noch annehmen, dass 
7s... 
(13*) Se. wt 
on" 


fiir alle Werthe von r’, k, die der Bedingung geniigen, 
L<k+r'<i-1l, 

so verschwiuden die Differentialgleichungen ¢ 4-1, i1-+2.---2i—1 

identisch, wihrend aus der 27" nur diejenigen Glieder zuriickbleiben, 

wotiir i + r’ = 2%, d. h. nur Glieder mit y,, indem nun 


> e(4—2) = —(r +h) =0. 


Die genannte Differentialgleichung reducirt sich also auf 


RK N : 2 O%si_4 Ys) _ 
wy SF emo. 


Somit erhilt y, jetzt ¢ endliche, im Allgemeinen von einander ver- 
schiedene Werthe. Die Endlichkeit folgt daraus, dass der Coefficient 
ni 
FO; i : : , 
von ¥,' ——- somit von Null verschieden ist. 
Oy: 

Hier werden offenbar wieder ahnliche Specialisirungen beginnen, 
wenn die Werthe y, gruppenweise oder vollstindig einander gleich 
werden. Wir kénnen dieses leicht iibersehen, wenn wir uns die Glei- 
chung (5) nach Yn; Yrr1> *** Ym geordnet denken. 


7. Bezeichnet man denjenigen Theil der. m'” Differentialglei- 
chung von F = 0), welcher die Gréssen y;, Yr+1,+*: Ym nicht enthielt, 
mit &”—», so erweist sich der Coefficient des Gliedes 


















a, y o, 
a ae eee 


in ebenderselben Chicas, es i. 


1 Y2, 
(14) a sere “eas ¢: a" ani 


i 


(15) 
ie =m—r+k— > ou 


als identisch mit 
7] -_" ” 
7 1 
(16) wang SS. 
OY, 


D> s=l, m+lh—1)— dona=s 
gesetzt sind. In der That bestehen fiir die Indices und Exponenten 
der y_, enthaltenden Glieder von o"-” nach (4) genau die Relatio- 
nen (15). Auch die Uebereinstimmung der numerischen Factoren in 
(14) und (16) lisst sich leicht nachweisen. Steht in &”~* ein Glied 
e+! 


wo 


‘ 1 Yin—1 ae (@+1) ++ (@+)) ( Ya—t ; 
mit e4n! a) » So in (16) eines mit je > D! Na =) 
Yn—1 


e 
1 a> * 
der - genau wie in (14). 


h—1 
Demnach erscheint jetzt die Gleichung (5) in der Gestalt: 


” } 1 c , ie y, O, 
(17) > G,! Gy! --- oy Grea =) agen s wena’ — 


Dabei geniigen die Zahlen uw, 6 den Gleichungen 
.) 7 : 
(18) > o=1, > ou=m+l(h—1)—s. 


Aus der letzteren folgt, da > ou <m, s>I1(h — 1); wie auch un- 
mittelbar aus der Bedeutung von ®“~*) geschlossen wird. Da ferner 
nach (18) 
(18*) S65 (u —h)=m—(s+)), 
so ist nothwendig _ 

st+tl<m, 


also auch 
(19) lh<s+l<m 
und somit die untere Grenze fiir s+7 h, denn fiir 10 folgt s =m. 


Will man die Differentialgleichungen von F =O in der Form 
(18) entwickeln, so stellt man zuerst die Werthe von / auf, welche 
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von 0 bis m:h gehen; hierauf die zugehérigen s nach (19), endlich 
die Systeme uw, 6 


So finde 
m1, O, =0, 
m=2, 9, =0, 





— ” 0%," Ys __ 
m=3, O° + jn 3 ==(), 
or Ys 0,” 
m=4, @ ‘4 ; +> ay =9, 
ala ” ps Ys oo, ‘ 4 0,” Ys = 
m=5, O° + ia i+: =a* sh 2 
. ” Y, o 2," Ys 
m=6, @® 4 +}. .(% ey 
, o"+° Fe 3 td" Fy 
+= Ms 4 203" Ys re... Ye 
CY, 12 OY2 60 OY, 360 
u. 8S. W. 


8. Man theile nun die Gleichungen (13) in Gruppen von je i 
und denke sich in der (h — 1)" Gruppe, welche die Gleichungen 
(hk —1)i+ 1 bis hi umfasst, nach y,, yx41--- geordnet. Setzt man 
in (18) 

m=(h—l)i+q, w=(h-—2)+90,, s=(h—Iljit+s, 
so folgt neben 
> o=l, > od =q4+l—s. 
Dazu hat man nach (19) 
1<s'+l<q, 
indem die Annahme s’=0, /=1 offenbar zuliassig ist. Deschrinkt man 
sich auf diejenigen Glieder von (17), wo s>(h—1)i, so hat man Aus- 
driicke, welche eine ganz dhnliche Zusammensetzung zeigen, wie die 
linken Seiten der Gleichungen (13) der ersten Gruppe, wo m von i+1 
ao Foe 
bis 2¢ geht. Es steht nur an Stelle von yg, y,,, von Sith — 
on dyk_y 
wo s=(h—1)i+r. 

Geht man nun von der Gleichung (13**), d. i. ©; =O aus, in- 
dem man ihre simmtlichen Wurzeln als gleich annimmt, und setzt 
auch noch das Bestehen aller Gleichungen 


yi é ‘Ms ? ree 
(19*) at! = 0, (l<s'<i-1) 

Oye! : 
voraus, so erhilt man fiir y, wieder eine Gleichung vom Grade i mit 
ausschliesslich endlichen Wurzeln. Dieselbe lautet 











0. 





Sroxz, 


» gs #%s:_, (si) = = Of, 





0 7 g: oy! 
— ys\' : . 1 1 ao, ° ° I 
Der Coefficient von (2%) ist wieder ., —- ——, d. i. nicht Null. 
3 t: 9' oy 


In dieser Art schreitet die Specialisirung fort. Man gelangt all- 
gemein zur hi" Differentialgleichung von J’ = 0, aus welcher 7 end- 
liche Werthe von y, folgen als Wurzeln der Gleichung 


a? Act —2) 


i 
(h—1) \7 1 Phi—g Y;, 
9); >,’ g! ~o + 7 
0 


Man sieht, um alle méglichen tei in Betracht zu ziehen, hat man 
nur noch ein System von i Gleichungen zu betrachten, welche dieselbe 
Form besitzen, wie die Gleichungen (13), fortgesetzt bis zur (2i—1)'" 
Differentialgleichung von 7’ = 0*). 

Kine ihnliche Bemerkung lisst sich machen im Falle, dass von 
den Wurzeln von ®;—0 weniger als i, etwa g in einen endlichen 
Werth y,° zusammenfallen. Men theilt dean die Differentialgleichungen 
von der ¢-+ 1 an in Gruppen von je g, welche dann gruppenweise 
in dieselbe Form gebracht werden kénnen, wie die Gleichungen in den 
Gruppen des g-fachen Punktes mit in eine einzige zusammenfallenden 
Tangenten. Man setzt jetzt 


m=it(h—22)g+q, wr=(h—2)+6,, 
=((-—g) +h—I)g+s', 
worin qg von 1 bis g geht. 


9. Es ist nun zu zeigen, dass im i-fachen Punkte x°y® nur eine 
endliche Anzahl von Differentialquotienten je einen i-fachen endlichen 
Werth erhalten kénnen, ohne dass die ganze Function F(x, y) n'" Di- 
mension in 2, y einen wiederholten Factor in y — mit oder ohne x — 
enthalt, oder ohne dass die Discriminante D von F, in Beziehung auf 
y genommen, identisch verschwindet. Dieses folgt unmittelbar aus der 
bekannten Identitiat 
(a) F.V— - -U=D, 
worln U, V ganze Functionen von x, y bezeichnen; in y beziiglich 
von den Graden g—1, g¢—2, wenn F’ in y vom Grade q ist 
(q<n). Die Discriminante D, welche nicht identisch verschwinden 
darf, ist eine ganze Function von x, welche den Grad (2 —q) (¢—1) 
nicht iibersteigen kann. 


*) Eine Andeutung dieser Gruppirung der Differentialgleichungen findet sich 
bei Pliicker, Theorie der algebr. Curven p. 175. 
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f P ‘ ti $i 3 0 4 
Nimut man an, dass fiir den singuliren Punkt 2°, y? y; Yo°** Y, 
je einen endlichen i-fachen Werth besitzen und setzt in («) 
0 
Y,t 2 
(B) xr=n2+ 8, y= tyrete + e, 
so lisst sich zeigen, dass das niedrigste Glied in D nicht einen klei- 
neren Exponenten haben kinne, als h(i—~1)+ 1, so dass nothwendig 
h(i—1) << (2n—q) (q—1) 
sein miisse*) —.womit der vorstehende Satz bewiesen ist. 
Nach dem in Nr. 5. Bemerkten beginnt J’ (x, y) nach Ausfithrung 
der Substitution (8) mit &‘, so dass nur noch das Ergebniss derselben 


. OF ° 
in py 2u betrachten ist. 


- — on ‘ 
Es sei “"- = G. Dann ist 
se prey PY, Fes 
dake y—* oa oy" —*+! ? oys* oy,tt! ’ 


wo Y, den Ausdruck (2), gebildet mit der Function G, bedeutet. 
Wenn ferner die linke Seite von (5), unter Zugrundelegung von G 
entwickelt, Z,, heisst, so ist 





¢ OK n4+2 
(”) Ing = 9 att 
O’e2 
Ko . 
Denn es geht Z,, aus KX,, hervor, indem man durchaus - — mit 
nV 


ak 1 
att D4 
ay, *! 
der von K,,,2 aus den Gleichungen bestimmt: 


De +1=k, 
DS ref+Q=m4+24hk—r, 
4<r+t+k<m+2, (m>2). 


vertauscht. Andererseits werden die y, enthaltenden Glie- 


Setzt man hier 


k=k’'’+1, r=r'+1, 


so gehen die Gleichungen unmittelbar in (4) und (6) iiber, Somit 
stehen in (y) zu beiden Seiten dieselben Glieder, welche, wie sich 
unmittelbar aus (5) ergiebt, auch dieselben numerischen Coefficienten 


haben. 


*) Diese Grenze fur h ist nur im Falle i= 2 weiter als die von Hambur- 
ger gegebene (a, a. O. p. 479). 
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Der Punkt x°y° ist fir G—0O (i—1)-fach. Die Werthe von y, 
ergeben sich aus der Gleichung: 
oo, ) 
Vi-1 — an = | > 
somit hat nach der hier bestehenden Voraussetzung y, einen endlichen 
(i—1)-fachen Werth und zwar ist derselbe y,° wie in (8). Nun ver- 
schwinden auch die Ausdriicke 
Li, Liar, +--+ Lai-s 
denn sie enthalten, nach y, y, etc. geordnet, dieselben Coefticienten wie 
Kine, Kins ++: Kei-1, 
welche simmtlich als Null angenommen werden (13*). Von Lg;~2 
bleibt nichts als 


? 


ev, 

<2 

CYe2 
so dass y, ebenfalls cinen (¢ — 1)-fachen Werth besitzt, der mit y,"° 
iibereinstimmt (13**). — Die Ausdriicke 


Dei-1, Deigr. -+>> Dsi- 
verschwinden nun auch wegen (19*), indem sie sich von 
Koin1, Keige--:: K3i~2 


nur dadurch unterscheiden, dass an Stelle von 





at 4 git o 
F steht res 

OY2 OYe 
Von Z3;~3 bleiben nur die Glieder, welche entstehen aus denjenigen 
Gliedern von K3;1, wofir s+1—3%i—1, d. i. aus den y, ent- 
haltenden (18*). Man findet also 

ot 0%5;_4 nile 3 093; 
OYe ‘ dys ’ 


d. i. y, hat als ({—1)-fachen Werth auch wieder y,° aus (8). Die 
hier beniitzte Identitét ist ein specieller Fall der allgemeinen Forme! 





a o" —1) ao" . 3 
(d) a = 8. 4.6¢+h- - —" ; (h>3), 
. CO's OV; ; 


die ahnlich wie (y) gezeigt wird. Daraus folgt sofort, dass 
Dsi-2, Dsi-r +--+ Lai-s 
in dem hier betrachteten Falle verschwinden, denn nach (y) gehen 
dieselben aus den nach y,, y, ete. geordneten 
Ks; , Ksi+1 -+++ Kyj_-3 
hervor, indem an Stelle von 
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a o” 9 a! ®, ait! ©, 4; 
— tl. oe. ee 
OYs OYe OY; OY 


Von J4;~-4 bleiben nur diejenigen Glieder, welche aus solchen 
von K,4;~» entstehen; wofiir s + /—4i7— 2 also aus ®),,- Nach 
(0) ist aber 

Mie — 9 2% | 
OYe : oy, ? 
mithin erhilt im Punkte 2°y° von G=0 y, (¢—1)-mal denselben 
Werth y,° wie in (8). 
So kann man fortfahren. Es ist offenbar, dass im Punkte 2°y’, 


wenn er als der Curve G = 0 angehorig betrachtet wird, y, y, -- y, 
je denselben Werth y,° y,° -- + y,° (¢—1)-mal annimmt, wie in F’'=0 


i-mal. Damit ist der oben gebrauchte Hiilfssatz erwiesen. 
10. Vollstiindige Aufzihlung aller Falle des Doppelpunktes (i = 2). 
Man setzt in F' (x, y) = 0 
c= O+e, y=yt (y+) é, 


wo ¥,° eine der Wurzeln der Gleichung ®,—=0, von welchen zugleich 


° ° i ° ° ° - OF 
angenommen wird, dass dieselben siimmtlich endlich seien, d. i. aye? 
nicht Null. Nach dem in Nr. 5. Bemerkten folgt als transformirte 
Gleichung 

——— —  e 0%, ) - 
(a) G (2,§)= Dy, ad + 2 Oy? ? + E(o, + o aye + “4 + ‘++ == 0. 
Ist <* nicht 0, d. i. sind die Wurzeln von , = 0 verschieden, so 
. 0G ) . : . 
ist ae. nicht 0 und man hat die Entwickelung 


—— 
a _. 


Somit ergeben sich fiir y — y’ zwei Entwickelungen nach ganzen posi- 
tiven Potenzen von §. — Bestehen fiir einen dieser Zweige auch noch 


die Gleichungen 
o,=0, o=0----0=0, 


so sind nach (7) auch noch y,° = y,° =---=y?_,, es hat derselbe 
eine Beriihrung (h — 1)'*" Ordnung mit seiner Tangente. 
0, — , , 
Ist aber Fe =0, d. i. sind die Wurzeln von , = 0 einander 
1 
. ‘ ° oG(0o) ._. 
gleich, jedoch ©, von Null verschieden, so hat man noch — ‘ — nicht 
S 


Null und somit eine Entwickelung 
CD, 2» 
o,§ = em 4 Py) =e 2 Pt ie 
ee on 
mithin 
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4 
Oke 


y—y yt + (8) 4 ition, . 


Die Entwickelung entspricht einer Spitze erster Art, indem die Curve 
auf einer Seite der Geraden « — x~® = 0), aber auf beiden Seiten der 
Tangente liegt. 


und 


Mit der Bedingung ®, = 0 betreten wir die zweite Gruppe. Es 
hat jetzt y, zwei endliche _—, welche aus der Gleichung 
; ° Yo 02D, y.2 
(b) o, = 9, +5 ws yet + oe an © 


folgen. Nun ist zu setzen 
— y ay? Yo +2 g2 
9— Pf =—y,"t + ~,— &. 
Das Resultat dieser Substitution ergiebt sich tihnlich wie (a); es ist: 


G (2, iGuer e+4 Fhe eto te 4) +-- 


So lange © OO" nicht 0, d. i. die Gleichwng (b) verschiedene Wur- 
zeln hat, hat man zwei gewdhnliche Entwickelungen und ihnen ent- 
sprechend zwei Curvenzweige, die unter einander und mit der Tan- 
gente eine Beriihrung 1. Ordnung aufweisen. Dieselben kénnen bei 
reellem x°, y°, y,° auch imaginir sein (isolirte Tangente mit reellem 
Bertihrungspunkte). 

Im Falle reeller Zweige kanu einer derselben mit der Tangente 
eine beliebig hohe Beriihrung erhalten. Ist 

o,=0, %=—0---%,=0, 


so ist die Ordnung derselben h — 2 


Oo, — ‘ . ‘ : 
Wenn _ = 0, aber , nicht Null ist, so folgt wie oben die 
2 


Entwickelung 
y—y =m + #eti()yt-- 


offenbar eine Spitze zweiter Art, wenn y,° nicht Null ist, sonst eine 
solche erster Art. 

Mit der Gleichung %,’ 0 gelangen wir in die 3. Gruppe. So 
lange die Gleichung ®,” = 0 zwei verschiedene Wurzeln y, hat, bildet 
die Curve zwei Zweige mit einer Berithrung 2. Ordnung, welche 
wenn diese einander gleich werden — im Aligemeinen in eine Spitze 
zweiter Art iibergehen, u. s. f. 
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Das vollstiindige Ergebniss dieser Untersuchung lautet: 


oF QF _ St aa 
» Bestehen ausser i 0, ay =0 noch die Gleichungen 
ao 
o, =0, jue = 95 ©, =0, 
—_ 0%,’ _ — 
o, —- s on =0, o,=0, 
aot” 
(A—2 2h—2 (h—2) 
“: =0, OY,_. mG, O34-1 =0, 


- iss ° ‘ 
so wird y, aus der Gleichung o' = 0 bestimmt. Die Curve be- 


2h 
steht in der Umgebung des Punktes 2°y® aus zwei gewohnlichen Zwei- 
gen, von denen gesagt wird, sie haben unter sich eine Beriihrung von 
der Ordnung h — 1. Die Beriihrung mit Tangente steigt zugleich fiir 
beide Zweige von der 1. bis zur (kh — 1)'*" Ordnung; dann aber lisst 
sich dieselbe nur mehr fiir einen der Zweige erhdéhen. 
Tritt zu den vorstehenden Gleichungen noch die folgende 
aoe—H 


2h 
OY, aaa 


wihrend o% a. von Null verschieden ist, so bildet die Curve eine 
Spitze und zwar von erster Art, wenn von y,° ab eine ungerade — 
von zweiter Art, wenn eine gerade Zahl von Differentialquotienten 
oder gar keiner verschwindet. Doch gilt dieses nur bis einschliesslich 
iy , ch ok ‘dies ae 
bis y?_,. Ist ausser y,° sicko y?_, auch noch y? = 0, so ist die Spitze 
stets von erster Art. — Die Ableitung y),, ist stets unendlich. Die 
Bedingungen fiir das Verschwinden von y,° y,° --- y? (kK<h— 1) 
sind hier, da 


(cc) O82 =@,,+-- +GH ... + sea 





oye 
= 0, OG 0--. Oy 0, Spagred, 
0% _ 0, _ OP 
OW: si OW ase OU wee 


Fiir k = h fallt die letzte Gleichung der ersten Zeile weg. 

Als analytische Darstellung der Function y in der Umgebung des 
singuliren Punktes 2 y® ergeben sich im ersten Falle zwei Ent- 
wickelungen nach ganzen positiven Potenzen von x — x, im zweiten 


eine ebensolche nach Potenzen von /x — 2°.“ 


Wenn die Gleichung ®, =O einen unendlichen Werth fiir y,° 
anzeigt, so betrachtet man a als Funetion von y. Auf diese Weise 
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erhilt man Entwickelungen von x — x nach ganzen positiven Poten- 
zen von y — y° oder Vy — y’, welche stets umgekehrt werden kinnen. 


Die Herstellung von Gleichungen solcher Curven, welche eine ge- 
gebene Doppelpunkts-Singularitiit besitzen, lisst sich mittelst der For- 
meln (10) ausfiihren, wenn man 2° = y° = y," = 0 setzt. 


11. Mit Hiilfe der in der vorhergehenden Nummer gegebenen 
Siitze folgt unmittelbar der allgemeine Satz von Lagrange: ,Jn der 
Umgebung eines i-fachen endlichen Punktes x°y° existiren Entwickelungen 
von y—y nach positiven ganzen oder gebrochenen Potenzen von x— x°.* 
— wenn nur die Richtigkeit derselben fiir alle, weniger als i-fachen 
Punkte vorausgesetzt wird. 


Betrachten wir zuniichst eine endliche, g-fache Wurzel y,° der 
Gleichung ®;=—0 (g< 7) und nehmen wir an, dass auch die ent- 
sprechenden g Werthe von y, y,---¥y,_, je in einen endlichen Werth 
zusammenfallen, wihrend y, g beliebige endliche Werthe erhiilt, von 
denen ein e-facher y? hier aufgefasst wird. Die Zahl h ist stets eine 
endliche (Nr. 9.). Dann setzen wir in F (x, y) = 0 

0 
ca—P +e, yay type + Ae 


Nach der Bemerkung in Nr. 5. folgt 
Y gs—i—b—1)y gr— . 
(20) > : (k—1)9 o" iy? +2) =0, (s=t+ (h—1)q----hn), 


indem in O~» an Stelle von y? y? + ¢ eintritt. Hier ist ferner 


Caw 
9 (4? " oy a o” z! 
s (Y, + @) ~ l 7 l! ? 


ase 
0 oY, 


. . . Ss : 

wo f den Grad von —» in y, bezeichnet, der bis 5- ansteigt. Das 
’ “A f] é 

erste Glied in (20) ist demnach 


ae mlk—i ‘ 1 h — 
ao. . “ at o » el 
et oe ae eee — * 2 "bs aie 
ey, e! ey, °t (e-+- 1)! 
‘ 


fir s—=i-+(hk—1)g. Nach Voraussetzung verschwindet hier das 
erste Glied nicht. Es ist also der Punkt ——0 z =O in (20) hich- 
stens g-fach. 1m Falle g < i, ist somit die Sache erledigt; denn nach 
Voraussetzung folgen fiir z Entwickelungen nach positiven ganzen oder 
gebrochenen Potenzen von §; somit auch fiir y — y’. 





Dasselbe gilt im Falle g 7%. Denn wollen wir in der h'*" Gruppe 
der Singularitiiten des i-fachen Punktes verbleiben, so diirfen nach 
Nr. 8. nicht alle Avusdriicke 


















\- 
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da. ES 
tt, Ose’ +isi—) 
OY, 
zugleich verschwinden. Somit — da dieses Coeff. v. & 2’ in (20) fiir 
g =i — konnen aus der genannten Gleichung nicht alle Glieder bis 


einschliesslich der i — 1 Ordnung in &, ¢ entfallen. Es ist also in 
diesem Falle der Punkt §=0 20 in der Curve (20) hochstens 
« — 1-fach. 

Damit ist der angegebene Satz gezeigt; denn unendliche Wurzeln 
der Gleichung ®; = 0 bringen keine Ausnahme hervor. Dann finden 
wir nach dem Vorstehenden Entwickelungen von « — x° nach _ positi- 
ven ganzen oder gebrochenen Potenzen von y — y®, welche umgekehrt 
werden kénnen. 

Die Gestalt der reellen Zweige der Curve F’'=0 wird aus der 
Gleichung derselben in der Umgebung des Punktes «°y° 


| 2— = t, 
(20*) +1 
y—y =o +e" +--- 

gefunden. (Weierstrass in einer Vorlesung iiber Geometrie.) Ist 
die Gerade yy’ Tangente im Punkte xy, so hat man w>4. Dann 
ist (y—y")y, fiir gehérig kleine Werthe von ¢ durchaus positiv — so- 
mit ergeben sich folgende Formen der Zweige 

A gerade, ww gerade, Spitze 2. Art, 


m uw ungerade, Spitze 1. Art, 
A ungerade cerade Gewohnlicher Zweig 
5 ? fa] ? oD?) 


» uw ungerade, Wendepunkt. 


Im 3. Falle verliiuft die Curve auf derselben Seite der Tangente, der 
sie zu beiden Seiten des Beriihrungspunktes °y° ihre Convexitiit zu- 
wendet. 

12. Es mégen jetzt die an einem i-fachen Punkte mit i-facher 
Tangente vorkommenden Singularititen etwas niiher betrachtet werden. 
Nach dem in Nr. 8. Bemerkten geniigt die Untersuchung einer Gruppe 
derselben, z. B. der ersten. Dabei wird angenommen, dass die Glei- 
chung ; = 0 eine endliche i-fache Wurzel y,° besitze. — Die Glei- 
chung (20) geht nun in die folgende iiber (indem y = y° + (y,° + 2) & 


zu setzen ist) 


1 


¢ 1 ao, ; 09:41 PO;41 5 
(21) G (&, 2) = a! 20% HE Out oy, e+4 02 Py so ohp 
> OY; Yi Oy; 


FEO abe) i 0, 
a) Ist ®;41 nicht 0, so erhilt man hieraus nach Nr. 4. eine Ent- 
wickelung von der Form: 
Mathematische Annalen, VIII. 28 
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1 
é\é 
z= (2) + ied 
also , 
y—y—w°E=E (2) +--+. 
y,° ist oo, wie auch die 2. Gleichung (13) anzeigt. 
, ; 09; : : 
b) Nimmt man an, dass 9;,,—0 sei, aber = % nicht Null, so 
i 
ist im Falle i > 2 der Punkt &=—0 ¢=0 fiir G =O ein Doppelpunkt 
mit zwei verschiedenen Tangenten, deren eine §=(. Nach Nr. 10. 
finden die Entwickelungen statt: 


; 2» 
=(DE+i4) ae 

dé/, dg*/, ° , 

om gi—1 
E = az a Seles 

da fiir den zweiten Zweig alle Differentialquotienten von § nach ¢ bis 
zum (¢ — 2)" einschliesslich verschwinden. Der letztere liefert somit 
die Entwickelung 


R 


+s 


r . 0; 1 . 
c) Wenn ferner iat = 0, aber 9.2 von 0 verschieden ist, so 
4 FA 


hat G=0O im Punkte § =0 z=0 einen Doppelpunkt mit der einzigen 
Tangente 0. Seine Untersuchung wird mit Hiilfe von Nr. 10. 
leicht durchgefiihrt. Man braucht nur zu bemerken, dass anfiinglich 
zwei Differentialquotienten von § nach ¢ nur gleich werden kénnen, 
wenn sie verschwinden. Ks seien die Ausdriicke ®, in Beziehung auf 


G =O und dg 


dz 
mit [2*&*], so folgt nach (10) fiir den Punkt z—0 § =O 


mit ¥, bezeichnet, ferner der Coefficient 2*& in (21) 


oa) oy —1 
hot, 5 ety... —_ 
nen]? : r—D! ayer 
Nun sollen auch noch die Gréssen 
Ce, 3m. af—', 
i+1 Ov i+ ¢ i+1 
503 ? — of—1 
oy, oy, OY, 
. o i+1 . r . aia ° 
verschwinden, dagegen ——~— nicht Null sein (f>2). Dann sind 
oy 
“1 
ausser , auch &,,--- & , je zweimal Null (vgl. Gleichung (ce) in 


Nr. 10.). Es giebt zwei gewdhnliche Curvenzweige, fiir deren einen 
ausserdem noch 
Sm haem 4... 2%. 












O 
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Denselben entsprechend bestehen die Entwickelungen 


E—ael +---- 
E=a'gi-St.... 


und umgekehrt 


_— (2) PMc ue: 


Man findet leicht aus den Differentialgleichungen von G =O (oder 
unmittelbar) 





7 1 o O44 :o ’ eT 1 1%, 4, 
oe a ae ee eee 7 aa 
. "OY; 


Um den Schluss dieser Specialisirung zu erhalten, hat man zu 
unterscheiden: 

a) ¢ ungerade = 2j-+ 1. Setzt man f—j-+ 1, so sind wegen 
Yo; = 0 beide Werthe von &; Null. Da aber Y2;,, nicht mehr ver- 
schwindet, so hat G = 0 eine Spitze erster Art, der die Entwickelung 
entspricht 


2j 1 

— = ag * =f ier 
somit 

1 
E\2j+1 
a 
Yams Heo 

und 


Die Curve # = 0 hat einen Zweig mit singuliirem Wendepunkte. 

B) i gerade = 2j. Nun kann f gehen bis j einschliesslich; dann hat 
wegen Y,;_,==0 &; 2 endliche und von 0 verschiedene Werthe, welche 
aber einander gleich werden kénnen. Dann gelten auch hier die oben- 
stehenden Schlussformeln. Die Specialisirung kann von hier aus be- 
liebig weit fortgesetzt werden, indem die Ordnung der Beriihrung der 
beiden Curvenzweige stets zunimmt. Die Entwickelung von z beginnt 

1 
stets mit §’ und schreitet im Falle zweier Zweige nach positiven Po- 
tenzen dieser Grésse, im Kalle eines einzigen Zweiges nach positiven 
1 
Potenzen von &¥ fort. 


d) Die niichste Annahme 9;;2—0 bewirkt das identische Ver- 
schwinden der 3. der Gleichungen (13). Aus der niichstfolgenden er- 
geben sich dann im Allgemeinen zwei endliche Werthe von y,. — 


28* 
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So geht es fort. Bestehen die Gleichungen 


a ® 
(22*) =, ((<r+k<ci+q—1), 
y; 


wo q<i—1, so verschwinden alle Gleichungen (13) identisch bis 
zur (¢ + q)'", in welcher nur die Glieder zuriickbleiben, fiir die 
r+k=i-+q, d. i. diejenigen, welche y, enthalten: 


S71 PO; 49-5 ry 
Os : ee 
(2) 4 g! y?? & ) ne 


In dem hier betrachteten Falle reducirt sich der Grad der Gleichung 
um eine Kinheit, so dass im Allgemeinen g —1 endliche Werthe von 
y, vorhanden sind. Die Gleichung (21) geht entsprechend iiber in 





ig 17-1 ® 
@3) G@,2)=7 4, +t or ost 


(q — 1)! vq—! 
oy, d oY, j 
q—2 
| a _aeep- M42 o-2 4. ...h 
(q — 2)! C uv, lites ; J 
ca SJ \ 

fe. +e {O,,4+---} +... 0. 
In dieser Curve ist E=0 z=0 q-facher Punkt. gq — 1 Werthe von 


dz * . 5 : ° os . ‘ 
— sind endlich, wenn [2?—'&] nicht 0 ist. Fiir die Tangente —§ = 0 
dé ? al 5 > 


sind ausser &, nach (13) noch &, & ---&_—, Null; somit besteht die 
Entwickelung nach positiven ganzen Potenzen von ¢ 


—E— agi—at! 4- Gtk 


1 
e=(£) — | 


Die weitere Specialisirung wird allgemein darin bestehen, dass die 
Gleichung (22) vom Grade g—g wird, so dass die Curve (23) im 
q-fachen Punkte §=02z=—0 die g-fache Tangente § — 0 besitzt. 
Ein solcher Fall kann leicht auf den g-fachen Punkt mit einer einzigen 
Tangente zuriickgefiihrt werden. Denken wir uns neben (20) diejenige 
Gleichung gesetzt, wo i=—g ist, so stimmen beide Gleichungen in 
dem Anfange der Coefficienten jeder Potenz von &€ iiberein, nur sind 
die Indices der ®“—» im ersten Falle um i—g hoher. Ein Blick 
auf die vorstehende Untersuchung zeigt nun, dass die Ergebnisse der- 
selben unmittelbar auf den Fall eines k-fachen Punktes mit i (< k) 


und daher 


*) Hierher (fiir i= 5 q= 3) gehért das bekannte Beispiel von Puiseux (vel. 
Fischer, V. Puiseux, Untersuchungen etc. p, 48). 








Zu 
we 
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zusammenfallenden Tangenten iibertragen werden kénnen. Beispiels- 
weise mége noch die Gleichung (23) betrachtet werden, nachdem darin 


71-1 @ 02-2 ag—g+l 

eC ' C ve Ce ®, 

2 i+1 -. i+2 zt oom i+g—1 

(2<9<9), ~ 0 q—1 ~.0q—2 4 0q—g+1 0 
oy, oY; Cy, 


gesetzt ist, so dass, wie erwahnt, die Glieder von der Dimension g 
in &, z den Factor &9 erhalten. Die Ausdriicke 9, (2) in Beziehung 


dé 
dz 


Wenn g <i—1, so verschwindet noch die (g + 1)” Differential- 
gleichung von G = 0; wir haben also, so lange 


auf G=0O und = § mdgen wieder mit Y, bezeichnet werden. 


ov 1 o7 ®. 
(24) ha. = [27§] = a ne 
é ey, 
nicht verschwindet, genau den Fall b). — Der regulire Zweig hat 
aber noch §& = &, —---—=&_,-1 0, wie aus (13) folgt. Dagegen 


kann &;_, nicht mehr 0 sein. Somit bestehen die Entwickelungen 


é = ae'-4 -++-, 


1 
x¥\g—1 
é -2(=/y qe see,y 
rn. a ' / 


ra (Q te 


a 
(8) 4 
a Py er Ses 


Wenn g=i—1, so tritt, da Y,,; nicht mehr Null ist, stets 
der Fall a) ein, dem eine Entwickelung von & nach Potenzen von 
1 


woraus folgt 


29 entspricht, so dass kiime 


po (fy Benen 


Dazu sind noch die zu den g—g endlichen Werthen von y, ge- 
hérigen Zweige zu rechnen. 

Wenn die Grésse (24) auch verschwindet, so tritt, falls ¢<i—2, 
schon die Form g=3 des Hauptfalles d) ein. g—=i—2 giebt noch c), 

Damit mdge diese Untersuchung, die man ohne Mithe beliebig weit 
fortsetzen kann, abgebrochen werden. Es sei nur noch bemerkt, dass 
der Uebergang aus der ersten Gruppe der hier betrachteten Singulari- 
titen in die zweite (d. i. zu 7 sich gewohnlich beriihrenden Zweigen) 
in der Art stattfindet, dass y, von 7 —2 endlichen Werthen zu 7 
ebensolchen gelangt. 
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13. Setzt man in F(x, y) = 
—2+8, y=y+n, 


unter x°y® einen beliebigen endlichen Punkt von /’ =O verstanden 
— so erhilt man fiir §, 4 eine oder mehrere Entwickelungen von der 
Form (20*). Es gilt nun der Satz: , Die Swmme aller 4 ist stets gleich 
dem kleinsten Exponenten der &-freien Glieder in F'(x® + &, y°+ 4) =0 
die Summe aller w gleich dem kleinsten Exponenten der y-freien Glieder.“ 

Es wiirde geniigen, den ersten Theil des Satzes zu zeigen, indem 
der zweite daraus durch Vertauschung von & und y folgt. Der Beweis 
wird aber vereinfacht, indem man sich den vollstindigen Satz fiir die 
weniger als i-fachen Punkte zy’ gegeben denkt und denselben unter 
dieser Voraussetzung auf den i-fachen Punkt ausdehnt. — Dass der 
Satz fiir «<1 gilt, ist unmittelbar klar; ebenso fiir i—2. Denn, 





wenn die Bezeichnung (8) wieder gebraucht wird, so sind im letzteren 
Falle nur die Formen zu betrachten: 


Ging &* + ay En + Guon? +---- = (), 
G (&, 9) Ang &? + a, $y + +--+ + adorn’ +--+ =O, 
beatae. «. + ary +e) =O, 


wo die Coefficienten @ siimmtlich von 0 verschieden und y das 
niedrigste Glied mit y allein ist. Fiir die erste Gleichung ist der Satz 
unmittelbar klar, indem entweder zwei Zweige A=1, w=1 oder einer 
A=2 u=2 vorhanden sind. Die zweite und dritte Gleichung sind 
bereits ausfiihrlich unter b) und c) der vorigen Nummer besprochen. 
Nun sei §=0 y=0 ein i-facher Punkt von G=0, so dass 
r>7 sein muss. — Ist r=, so ergiebt sich unter der gemachten 
Voraussetzung nach der Bemerkung in Nr. 11., dass nothwendig 
Da =i, was zum Beweise hinreicht. Denn setzt man in G (§, 4) =0 
n= (n° + 2)&, 
was hier stets gestattet ist, so hat die transformirte Curve in § = 0 
= 0 erst dann einen i-fachen Punkt, wenn 9, ¢ endliche Werthe 
erhilt. Dann setzt man aber 


n=n,°— + <t : E2, 
worauf derselbe Schluss u. s. f. 
Ist aber r > i, so hat man 


(a) G (E, 9) => E (ay, ims? +- sees) +f isk -f- yn +++ = oO. 
Fiir die den i—g endlichen Werthen von in entsprechenden 
ae By hat man nach Voraussetzung — man braucht nur 


—(@, “bt e]é zy setzen — Dia i— yg. 
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Man setze ferner § = yu, so folgt aus (a) 


(b) W (dy img oes) eee bmi es 0; 


mithin, so lange g < i sicher fiir die Entwickelungen 


o 
(ec) us=ane +.---, 
, ee ee 
Da nun 
o+e@ 
E=—a'yn e ; 
somit 


eee 


so kommt von hier 
Y= Dor Demr—ity, 


4 
so dass im Ganzen in der That - A=r, q.e. d. 


Dasselbe Resultat bleibt auch fiir g = 7 noch richtig, so lange 
nicht ee = £&, i endliche Werthe annimmt; denn nach Nr. 10. ist 


der Punkt 4 = 0 w =O in der Curve (b) noch immer nicht i-fach. 


Sind aber i solche Werthe von &, vorhanden, so muss nach (22*) 

y > 2i sein. Man setzt nun in (a) 
° u ‘ 

(d) = Be + - 9, 
wodurch sich nach (20) ergiebt: 
(e) i (82 +e) + 0%4,82 +o +--+: =0. 
Hier sind die Y’ in Bezug auf G, y, §&, was die ®’ in Bezug auf 
FY, x, y. 

Nun sei &," eine nicht verschwindende e-fache Wurzel von 
(f) Ye ¢ (83) = 95 


dann folgt fiir die Entwickelungen (c) 


a ieee 
so lange nicht (wenn e =i ist) & ¢ endliche Werthe erhilt. Die 
Annahme e = é setzt voraus r = 2%. 
Wenn aber der erwihnte Fall eintreten sollte, so wiirde man 
setzen 


? 


_ bent (ee twa 
E= -_ + — 6 


worauf dann doch wieder geschlossen werden kann 


De=i. 
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Somit ist im Falle r = 2i, wo kein Nullwerth unter den &,° vorkom- 


men kann, die Gesammtheit aller @ gleich > e oder i. — Es ist 
aber jetzt nach (d) 
2@ 


g— Sat +---, 


folglich das entsprechende 4 == 20, und Pe A=2 >» o = 2%, wie 
behauptet ist. 

Im Falle r > 2% hat die Gleichung (f) auch die Wurzel 0, all- 
gemein f-mal. Ist nun 


(g) usan* +----: 
so folgt aus (e) 
> v=f, > eee ae; 
meee 


denn wegen &,° = &,° = 0 ist 
Y, (&,°) = [9]. 
Demnach ergiebt sich aus (d) 
eis 
&— 57 " eee, 
somit ist die Zahl 4 fiir den entsprechenden Zweig 2v + z. 


Sammelt man alle A, so folgt 


D> ia—2 det DS vt a —2(Set+s)t+r—Lier. 


Dieser Schluss ist so lange erlaubt, als nicht die Curve (e) einen 
i-fachen Punkt erhalt. Dann aber muss &, i endliche Werthe erhal- 
ten, wahrend &,° i-mal Null ist. Und es ist offenbar, dass der vor- 
stehende Schluss wiederholt werden kann, wenn man nur in G == 0 

Eo (&3° + u) n° 
6 
einfiihrt u. s. f. Es ist somit allgemein erwiesen, dass >» 4—r, 
. . . — 
wodurch der Satz vollstiindig gezeigt ist. 


14. Die Zahlen 4, w, welche nach Nr. 11. die Singularitiit eines 
Curvenzweiges bestimmen, stehen in unmnittelbarem Zusammenhange 
mit den von Pliicker (Theorie der algebr. Curven p. 205) eingefiihr- 
ten Zahlen: ,Ordnung » und Classe m“ einer Singularitiit (in der 
eben angedeuteten Beschrinkung des Wortes)*). Es ist im Falle w>4 
— also wenn yO die Tangente im singuliren Punkte «® = 0 
y° =0 ist — 
nm=A, m= p—d. 


*) Auf den Zusammenhang der Pliicker’schen Zahlen mit den Zahlen 1, u 
wurde ich durch Herrn Weierstrass aufmerksam gemacht. 
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Demnach ergiebt sich folgende Tafel: 
n gerade, m gerade : Spitze 2. Art, 
gerade, mm ungerade : Spitze 1. Art, 
ungerade, m gerade : Wendepunkt, 
ungerade, m ungerade : Zweig ohne augenfallige Singularitat. 


»~ = & 
~~ > = 


) Betrachtet man nun eine Liniencurve 
DM (u,v) =90, 


wo uw, v ein lineares System von Liniencoordinaten bezeichnet, in wel- 
chem «(0 v=O eine endliche Gerade sein soll, — so kann man fiir 
dieselbe die naémlichen Entwickelungen brauchen, die an F (a, y) =0 
vorgenommen sind. Man erhilt somit in der Umgebung der Tangente 
6, stets Entwickelungen von der Form 


= ,. 


v= Al Ot pees, 


wo 6>o@ ist, wenn v=( der Beriihrungspunkt. Die Zahlen @, 6 —@ 
wird man als Classe m’ und als Ordnung »’ der Singularitaét der Linien- 
curve bezeichnen. — Der Gestalt nach werden hier folgende Formen 
gefunden: 


m’ gerade, wn’ gerade, Spitze 2. Art, 
m’ gerade, m»’ ungerade, Wendepunkt, 
m’ ungerade, »’ gerade, Spitze 1. Art (Riickkehrpunkt), 


m’ ungerade, n’ ungerade, Zweig ohne Singularitit. 

Es entsteht aber die Frage, ob die Singularitdten der zweiten Tafel 
mit den entsprechenden der ersten nicht bloss dusserlich, sondern auch 
nach ihrer analytischen Definition identisch sind. Dieses wird dann 
der Fall sein, wenn die Singularitét von F’ = 0 
{ v= t* ? 

“ +1 
Ly = et + ett +- 


(u > 4) als solche der Gleichung von F’ =O in Liniencoordinaten 


(25) 


betrachtet, 
m =m, % = 
ergiebt. — Dieses lisst sich leicht zeigen: 


Sind w, v die zu den Punktcoordinaten x, y reciproken Linien- 
coordinaten, so findet man fiir die Tangente in einem beliebigen 
Punkte zy von f= 0 





dy dx 


at aint: ioaniaaea nn 
* pe dy ? ore % dz, dy 
‘= Yat dt 
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Fiir « = y = 0 werden aber diese Ausdriicke unendlich. Es kénnen 
also die Coordinaten u, v hier nicht gebraucht werden; vielmehr muss 
ein solches System von linearen Liniencoordinaten eingefiihrt werden, 
dass die Tangente im Punkte « = 0 y=O die Coordinaten 0, 0 erhilt. 
Dieses ist 


u ’ 1 
= “ae v= ; 3 
somit 
+ oe dy dx y’ = (x dy — oa) dx 
at °° at? , @ at - dt 


Setzt man hier die Werthe (25) ein, so folgt: 


, i Co A 
ae er Hees, 

’ u—A 

a to th . 
Fa SEF +----. 
Demnach ist in der That 

m=u—A=—=m, a eo 
Es ergiebt sich ferner, dass in zwei reciproken Curven einer Sin- 

gularitét der Ordnung n und der Classe m eine solche von der Ord- 
nung m und der Classe n entspricht. Denn da F’=0 durch die Sub- 
stitution 


act by by 
ita’e+b'y’ ita a+b’y 


in die reciproke Curve transformirt wird, so folgt unmittelbar 


| 


mas Aa=n, n=u—iA=m. 


Zum Schlusse mége noch bemerkt sein, dass der Singularitiit (25) 
eine verschwindende, endliche oder unendlichgrosse Kriimmung in 
“x=0 y=0O entspricht, je nachdem » kleiner, gleich oder grésser 
als m. Denn es ist offenbar 

io te) pent eo + 

15. Cayley hat gezeigt (Quart. J. VII, p. 212 ff.), dass jede 
Singularitat aiquivaient sei einer bestimmten (ganzen) Zahl von Doppel- 
punkten, Riickkehrpunkten, Doppeltangenten und Wendetangenten, 
Bei Ermittelung dieser Zahlen, welche beziiglich mit 0’, x’, t’, «’ be- 
zeichnet werden mégen, wird auch die in der letzten Nummer gegebene 
Entwickelung gebraucht, welche von Cayley in etwas anderer Form 
ausgefiihrt wurde. 

Die von Cayley fiir die genannten Zahlen angegebenen Werthe 
sind richtig; doch ist sein Beweis, wie er selbst bemerkt, nicht ganz 
volistandig. Man kénnte denselben in folgender Art ergiinzen, wobei 
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es geniigen wird, den Fall einer einfachen Singularitat im Punkte 
x=0 y=O zu betrachten, d. i. einen A-fachen Zweig 
“ a+1 
. 4 i 
(a) y=c,2° +62 5 
Es ist ferner nur erforderlich, die Werthe 0’, x’ abzuleiten, indem 
die beiden andern sich durch den eben erwahnten Uebergaug zu 
Liniencoordinaten ergeben. 
Die ganzen Zahlen 4°, x’ sind definirt durch die Gleichungen 
(b) 20°+3%'=M, é’+x' =r, 
wo M, rx die Reductionen bedeuten, welche die Classe und das Ge- 
schlecht der allgemeinen Curve n't Ordnung durch die gegebene Sin- 
gularitat erfahren. 
Cayley giebt an, wie M gefunden werden kann. Man leite 
1 
aus (a) dadurch, dass man «* durch seine 4 conjugirten Werthe er- 
setzt, die partiellen Entwickelungen 


M92 9¥2°°° W 
ab und bilde y. — y,, indem man r,s alle Werthe 1,2 --- 4 durch- 
laufen laisst. Dann ist M die Summe der niedrigsten Exponenten 
von x in allen Grdssen y, — y,. 
Maun sicht, M ist genau die Multiplicitiit des Factors x in der 
Discriminante der algebraischen Function y. 
Nun ist nach einem Satze von Kronecker, welchen ich seinen 
Vortrigen tiber Algebra im W. 8. 1870/1 entnehme, 
M=2r-+w, 
wo die Zahl w angiebt, wie oft der Factor # in der Diseriminante 
von y ,Wwesentlich“ sei. In unserem Falle ist wy = 4 — 1; somit folgt 
aus (b) 
“’= M—2r=A—1. 
Diesen Werth hat x’ auch bei Cayley; jedoch fehlt der allge- 
meine Beweis dafiir (vgl. a. a. O. p. 220). 
16. Mai 1874. 


lnusbruck, 





















Ueber binire Formen, welche Polaren einer Form sind. 


Von Dr. Pu. WireperRHOLD zu Worms. 


Clebsch hat nachgewiesen, dass zwei binaire cubische Formen 
Polaren einer biquadratischen Form sind*); ich habe mir, angeregt 
durch die Vortrage des Herrn Professor Gordan iiber ,.Neuere Al- 
gebra“, die allgemeinere Aufgabe gestellt, zu untersuchen, unter wel- 
cher Bedingung die beiden Formen n'” Grades: 


a*—a”" =a” und b*=—b’'*" =)” 
zx x zx x zx zx 


Polaren einer Form ( -+ 1)" Grades: 
F — Aer? 


zx 


sind. 
§ 1. 


Sind a” und 6" die mit den Gréssen y und ¢ gebildeten Polaren 
x x . 5 
von F, d. h. 


n n n n 
(1) ALA, =a,, ALA, =}, 
so ergiebt sich die Bedingungsgleichung: 
(2) aa =b""'d, 
x 3 x y 


welche fiir x eine Identitaét ist, waihrend y und ¢ darin constante, 
spater noch zu berechnende Grdéssen sind. 

In Betreff dieser Gleichung (2) kann man beweisen, dass dieselbe 
nicht nur eine nothwendige, sondern auch hinreichende Bedingung 
dafiir ist, dass a" und 6” Polaren einer Form sind, und es lisst sich 
zugleich der Ausdruck der Form F herstellen. 

Namlich aus den Gleichungen (1) liasst sich folgende combiniren: 


A’ A, (x2) — Al A, (wy) = a} (xz) — bi (xy), 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der bin. algebr. Formen 8. 395. 
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welche mit Anwendung einer bekannten Identitét auch so geschrieben 
werden kann: 


(3) A"! (yz) = a" (az) — b* (xy) . 
Die Polare der Form (3) mit der Grosse y lautet: 
A"A n atta, (2) + at (yz) — nd®—"b, (wy) 
a (m1) (yz) 


oder mit Anwendung der Bedingungsgleichung (2): 


n- an! {a, (wz) — a, (ay) } + az (y2) 


A"A on x \ tae le 
zy (n + 1) - (yz) 


? 


oder mit Hiilfe jener Identitiit: 


n—1 e n ~ 
m- ay” a, (yz) + ay (yz) a 


a “Ty ~ (m+ 1) = (yz) cr) 
Mithin ist die Behauptung fiir a” bewiesen; auf gleiche Weise 
lisst sie sich fiir be beweisen. 


§ 2. 

Feh will jetzt dazu iibergehen, die Constanten y und z, welche die 
Gleichungen (1) befriedigen sollen, aus der Gleichung (2) zu berechnen 
und alsdann in den Ausdruck fiir /’ einzutragen. Die Gleichung (2): 


(2°) a" (a, 2, + a,2,) — a (6,9; + b,y.) = 0 


liefert hierzu » Gleichungen; ich erhalte deren 3, wenn ich die zwei- 
ten partiellen Differentialquotienten nach z, und x, von der Identitiit 
(2°) zu Hiilfe nehme. Dieselben lauten: 


n—3 3 n—3 2 n—373 n—372 
| ana, 8, +a alae, — be "by, — vy “bby, =0, 


(4) 


n—3 


n—3 2 n—3 2 n—372 n—3 2 
| a. "a, a2, +a“ a,a,2, —b. "br by, —b, "bb, y, =90, 
Ba a—3 3 n—3 2 a—3 73 eae 
a,  @,4,2,+a, a,e, —b,"b,by,—b, by, =0. 
Diese Gleichungen sagen dasselbe aus, wie die obige Bedingungs- 
gleichung (2), denn ich erhalte dieselbe aus ihnen, wenn ich sie der 
Reihe nach mit x,?, 2 %,%,, x,? multiplicire und alsdann addire. 
Aus den Gleichungen (4) lassen sich die Gréssen ¥,, Y, 2) 2; 
resp. deren Verhiiltnisse berechnen; es kommt nimlich, wenn ich fiir 
x einen beliebigen Werth & annehme, unter Zuhiilfenahme eines will- 


kiihrlichen Factors +: 
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a; a; a, - be * bY b." is b* b, 

ge, = 2-  at~*a, ay — be * bib, — bb bY? 
a: a, = — be *b, by — b,"~*b, 

ee = | 


9 nun—3zn—37/n—3 , ae id 
=2- a, b: b. a,b, b, a,a, b, b, b, b 


2 
2 2 ‘2 
a, b, b, 


2. = ie bi.” . a, b, bs (a b) (a b’) (bb') 
== —2-as~* b:~ a,b,b, (ab) (ab’) (bb) 
= at —* ot b."—* (ab) (ab’) (bb’)*a, . 


Analog lassen sich die Grissen e2,, @y,, oy, berechnen, deren 
Werthe ich in folgenden linearen Functionen zusammenfassen will: 


e(ay)= ar >a."—*b2* (aa’)? (ab) (a’b) hb, , 
(az) =—al*b2~* U"~* (ab) (ab’) (b0')? ay . 


Ich kann jetzt die Form — selbst aus (3) berechnen; dieselbe 
wird: 
(5) 0 (y2) Ant ’ 
—=— as “b: * (ab) {b. — aa,” (ab (bb)? +a." . bb" aa’)? (a'b)} . 
Somit ist also auch F’ gefunden, von welcher Form a” und b* 


Polaren sind, wenn die Bedingung (2) erfiillt ist. 


2 
ov. 


Shp 


Ks soll nun die, von den Gréssen y und ¢ freie, nothwendige und 
hinreichende Bedingung gefunden werden, welche fiir » > 4 zwischen 
den Coefficienten der Formen a@™ und b® bestehen muss, wenn sie Po- 
laren einer Form sein sollen. 

Zu dem Ende bilde ich die dritten partiellen Ditferentialquotienten 
nach x, und 2, von der Bedingungsgleichung (2°), wodureh ich fol- 
gende 4 Gleichungen fiir y,, y,, 2,, 2, erhalte: 


ih. arz, + a. ' a; a, £, — vn *pe y, —h , b° by, = 0, 
oabaya, + at ‘alae, — UU, 9, — UU Dty, = 0, 
a” ‘asa, z, ta *a,ale, — be" bi bly, — *D, bey, =), 
a" *a,ase, +a—*a} — b°~*b, by, — b2-* bey, == 0. 

















. —4 —4 47° , , 
(6) R=a* a" “bo” 4a.a_b.b. 
x x r ss a 
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Dieses Gleichungssystem kann nur dann zusammen bestehen, wenn 
die Determinante desselben verschwindet. Dieselbe lautet: 


| 3 ‘3 3 3 | 
| 4, a, b b, 


a;a a ¢ , bYb, bb, 


zx 


2 
2 2 2 72 | 
a, a, a, a, b, b, b b,” | 


3 73 3 3 | 
a, 4, eS «& 


“a, a,b, b, (aa’) (ab) (ab’) (a’d) (a'd’) (bb) 
=— atta” “pr *U"* a! a,b, B, (aa’) " (ab’) (a’b) (a’b’) (bb) 

= i ou: —_— b, b, (aa’)* (ab) (ab’) (a’b) (a’b) (bb) 

=—jar‘a'*—* yn" b” ~* bib, (aa’)? (ab) (ab’) (a’b) (a’b’) (60 


x 


San . a” ; b* .< a2 * (aa’)? (ab) (ab’) (a’b) (a’b’) (00')?. 


& 
Das Verschwinden dieser Covariante ist also eine nothwendige Be- 
dingung dafiir, dass a” und b* Polaren einer Form sind. 


§ 4. 

Um zu zeigen, dass # = 0 auch eine hinreichende Bedingung da- 
fiir ist, dass a™ und b® Polaren einer Form sind, kehre ich wieder zur 
Bedingungegleichuny (2) zuriick und schreibe Saute in verallgemei- 
nerter Form folgendermassen : 
oan j , , —— 

(<") Aah; + Af, + Ash + Af =9, 
worin die 4 gewisse Constanten und die {/ gewisse Formen (x — 1)!" 
Grades, etwa: 

ee _ a-—! ae ent — Ae-! ~ 

hi ee, 9 f, = B, ? = ?, »_ = 2? (n > 4) 
bedeuten, Alsdann wird die in (6) dargestellte Determinante nach eimem 
bekannten Determinantensatze, wenn ich noch #,=1 und #2” setze 
und mit #° multiplicire, falgunde Gestalt annehmen: 


n—4\ 4 (n—A\ . 
— » 2 . oe ot 
11 (n—4)an ("> *)a? ("5"): an 0 0 0 
Q &£ n-—A)a? * 3 ‘a wees (N—4)am—4 —gn8 0 0 
7S — “ 
0 0 e (n—4) a3... ye ya" -4 (m —4)a»—3 qn? 0 


y ("> *)ae—* % ; ‘Nan (n —4)a"— gr} 


eerer 
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Fiihrt man also unter der Festsetzung i < k <1 < m die 
zeichnung : 
























a, a, a, e., 
B, B, B, B,, 
Y; VY; v; Fine 


0. 0, 0, 0 


(¢klm) = ZZ + «,B,7,8n = 


(i, &, 2, m—0,1....,.n—1] 


ein, so erhalt man: 


o—4n—16 


(7) R= >) C, 2° 
o—v 
und zwar ist: 
C,= A(ikim), i+k+l+m=o6+6, 


i,k, i,m 


wo die A numerische und von Null verschiedene Factoren, wie man 
aus der Berechnung derselben erkennt, bedeuten und die Summe sich 
tiber alle Zerlegungen von 6 + 6 erstreckt. 


Da R identisch verschwinden soll, so folgt aus (7): 
(8) C,=0 fir o=—0,1,2---- (4n— 16). 


Es handelt sich nun um den Beweis, dass aus dem Systeme (8) 
die Méglichkeit des Zusammenbestehens der » Gleichungen: 


(9) Aye, +48, + dy, + 4,0, =0, v=—0,1---+ (n—1) 
folgt, aus welchen sich alsdann die Identitiit (2) ergiebt. 

Ich kann annehmen, die (¢-+ 1)'* Gleichung des Systems (9) sei 
die erste, welche nicht identisch verschwindet, also eine Bedingung 
fiir die A liefert, ferner die (x + 1) Gleichung die erste, welche 
eine neue Bedingung fiir die A liefert, und endlich die (s + 1) die 
erste, welche im Verein mit den s vorhergehenden die Verhiiltnisse 
der A vollig bestimmt. 

Ks ist dann: 

(10) ((kim) =O, 
sobald nicht gleichzeitig 
t>q, kor, Ios. 

Es bleibt dann nur zu beweisen, dass das Werthsystem 4, welches 
die 3 von einander unabhiingigen Gleichungen q, 7, s liefern, auch die 
folgenden n—s—1 Gleichungen des Systems (9) befriedigt, dass also: 


qqrs sto)=0, o=—1,2----(n~—s— i). 
Ich kann aber zu diesem Zwecke, sobald: 


(11) (qr s st+r)=0 fir r=0,1- 















Polaren biniirer Formen. 


ist, beweisen, dass alsdann auch: 
(qrs ste+l)=0. 
Zu dem Ende folgere ich zunichst aus (10) und (11): 

(12) kim)=0O, 

wenn nicht zugleich 

i>q, k>r, l>s, m>s+eo+l, 
und wihle nun aus dem Systeme (8) diejenige Gleichung aus, in welcher: 
q+r+2%s+e4+1=—046, 


d. i. die Gleichung: 


Cy+-r+2s+e—5 = b A(iklm)=0, i+k+l+m=q+r+2s+o+l. 
Hierin sind aber nach (10), (11) und (12) alle Determinanten 
ausser (¢7s s-+-e@-+1) Nullen, folglich muss auch sein: 
(qrs s+e+l1)=0. 
Nun gilt (11) fiir @ = 9, also auch fir 9 =1.----n—s—1, 
w. z. b. w. 


~ 


§ 5. 


Weiter lisst sich beweisen, dass, wenn eine Form a® und b® zu 
Polaren hat, dann auch jede lineare Combination von a” und b” Po- 
lare derselben ist, so z. B. 


4,a™ und A,b™=c™, w,a®+ p,b™=—d". 
Da man y und € so bestimimen kann, dass: 
4, = (2) , 4=— (ny), # = (€2), Hl, = — (Ey), 
so folgt aus den Gleichungen (1): 
A? A, (yz) = a? (nz) — b2 (ny) =e, 
Ap A, (yz) = az (fz) — bp(ly) =a. 
Also sind in der That c” und d® Polaren derselben Form, von 
der es a" und b» sind. 


Da hiernach, wenn a.” und b” Polaren einer Form sind, dasselbe 
auch fiir 2 beliebige lineare Combinationen c” und d* gilt, so muss 
die in (6) dargestellte Covariante eine Combinante*) der Formen a” 
und b” sein, was in der Folge noch besonders mit Anwendung des 
bekannten Kriteriums bewiesen werden soll. 


*) Vgl. Gordan: ,,Ueber Combinanten“, Mathem. Annalen V, 8. 95. 
Mathematische Annalen. VIII. 29 








ee Cee See a 
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Das Kriterium dafiir, dass R eine Combinante ist, lautet: 


dR= >'0, as ine. 


Bilde ich nun 3d R*), so kommt: 


| 2v7n—4774 en—4 "3 2 n—474 rma—4 7/377 
| b, b, ._ “4 © ss bb, b, 
wn—4434" n—4 72 02 = —4 772472 
b. > bi a Sct ‘ a. bp” b b q b” b, b, 
éR= Eats ae : _ + 
i wn—47,72,72 ‘n—4 9 "3 n—47272 *m—477 “3 
b b “bo” a a, a. b bb 6b bb. 
x 1 2 x 1 2 x 1 "3 x 1 2 
wn—4797 773 _— = 3 2o—6ar8 
"sé & =” « 2s kh Oo 
x 1 2 x 2 x ee x 2 
| _m—4 4 wn—4,"3 7." n—4,4 snm—4 7/37" 
|a, 4, b. b, b, b. b b. b, b, 
68 wn—4yerdpne —438 —47'2772 
a." a; a, ors. o. Cok Ee’ 
+| —— , 0 
n—4 2 2 “wn—4, 773 yn—472272 rm—43° 4°38 ? 
| a, a, a, b. bb” bobby Ob, b, b, 
' 
| ‘ ; 
n—4 3 “wn—4 774 n—4 3 *n—4774 
l@, a@a,- b b, by bby Ob, b, 


R ist also eine Combinante. 

Da nun ferner Ff eine simultane Covariante zweiten Grades in 
den Coefficienten a und bd ist, so hat die analoge Covariante R’, ge- 
bildet fiir die Formen c” und d®, den Werth: 


R’ = R- (Ap). 
§ 6. 

Es mégen noch zur Erliuterung als Beispiele die Formen vom 
ersten bis fiinften Grade folgen: 

I. Die beiden Formen a, und b, sind Polaren einer quadratischen 
Form, wenn: 

a, — by = a,2, + a2, — by, — boy, = 0. 

Hierdurch werden die Verhiiltnisse der Gréssen 2,, 2,, y,, y, nur 
so weit bestimmt, dass es eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit 
von Formen zweiten Grades giebt, welche a, und b, zu Polaren haben, 
d. h. jede quadratische Form hat im Allgemeinen die Polaren a, und b,. 

Ist z. B. die quadratische Form r,? gegeben, so kann ich: 

Ay, =— (ar)r,, &24,=— (br)r, 
Ay,= (ar)r,, A= (br)r,, 


berechnen und alsdann ist: 


(2 A = (rr') 


V2ly = 42,5 2% bz . 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der bin. algebr. Formen S. 120 und 
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Il. Die beiden Formen a,? 
Form, wenn: 


und b,? sind Polaren einer cubischen 
a, a, — b,b, =0 

oder: 

(13 a,a,—bb=—0, a,a,—b,b,=—0. 

Hierdurch werden die Verhiiltnisse der z,, 2,, y,, y, nur so weit 
bestimmt, dass es eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von cubi- 
schen Formen giebt, von denen a,? und b,? Polaren sind. 

Habe ich nun 2 Gréssengruppen: 9’f’ und 4”€", welche die Glei- 
chungen (13) erfiillen und 2 cubische Formen: g,* und w,* derart, dass: 
‘ 

Px Py = a;* ? v2” vy = a," ? 
9 9 9 9 
Px Pe = b,” . ve Yor = b,” ’ 
so sind dann auch a,” und b,? Polaren der allgemeinen Form: 
a= Ag + wy? 


und zwar in Bezug auf die Constanten: 
y= Ani tun”, 2 At + we”. 


Ill. a,* und b,* sind Polaren einer biquadratischen Form, wenn: 


a,?a, — b,7b, = 0, 
{ oder: 
a2, + 4a,?a,%, — by, —b*b,y, =0, 
a,?a,2, + a,a,?2, — bby, — b,b,2y, =90, 
a,a,?2, + a,*2, — b,b,2y¥, — b3y, =O. 


Hieraus folgt: 
o(ay) = (aa’)? (ab) (a’b) bz , 
o (xz) = — (ab) (ab’) (bb’)* a, , 
o(yz) = (aa’)? (ab) (ab’) (a’b) (bb)? . 


Mithin lassen sich auch noch fiir » = 3, ohne dass eine Bedingung: 

R =O zwischen den Coefficienten a und b existirt, immer solche y 

und ¢ finden, welche die beiden Formen a,’ und b,° zu Polaren einer 

biquadratischen Form: 

ee s. a, a, (ab) (ab’) (bb"? + b,"* b, (aa’)? (ab) (ab) 

: @ SS; (aa’)? (ab)3 (ab’) (a’b) (bb’)? 

machen, die fiir @ = 16 Q' mit der von Clebsch*) angegebenen: 
F=—82'(fx+ 9p) 


iibereinstimmt, wo: 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der bin. algebr. Formen 8. 395. 
29* 
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sin 2nz 


(4) Y*(a) = 2 wer*i cos na - J"(a) — J” "(x) 


zustrebt, und durch die Reihe: 


=—-(3)" | 2, S tes8G 5)’ 


\n _ Pf | 
¥ @) = rGEtesate: (p+1) G 4 Zlogs Y p+)—v(p+n+1)} 


dargestellt habe. Es ist hierin unter log x der reelle Logarithmus fiir 
reelle positive x zu verstehen und somit log # fiir jeden Punkt der 
Ebene der complexen x bestimmt, wenn die Art und Weise ange- 
geben ist, wie man zu diesem Punkte gelangen soll. So wiirde fiir 
negative x log x einen imaginiiren Theil +- 27 haben, je nachdem man 
oberhalb cder unterhalb x —0O von der positiven reellen Axe zu der 
negativen iibergegangen ist. Im ersten Falle wird also, da der Factor 
von 2 log x in Y*(x) nichts anderes als J"(x) ist, die Relation: 

(6) (— 1)" ¥*(— 2) = Y"(4+ a2) + 2aid*(+4+ 2z) 

gefunden. Die Definition von Y*(x%) durch (4) behilt, wie man sieht, 
ihre Bedeutung auch fiir irgendwelche complexe » und ich werde zu- 
weilen mich auch dieses Y”(x) fiir beliebige m bedienen. 

Um den Beweisgang der folgenden §§ nicht zu unterbrechen, stelle 
ich hier alle Siitze aus der Theorie der Cylinderfunctionen zusammen, 
von denen wir Gebrauch zu machen haben werden. 

Ks ist bereits friiher von mir nachgewiesen*), dass der asympto- 
tische Werth von J"(x) fiir ein unendlich wachsendes x mit positivem 
reellen Theile: 


(7) J*(a) = / = cos [x —4 a(n + 4) 


und fiir complexe x mit negativem reellen Theile: 


(8) J" (x) = eri V a cos [a7 + $a (n+ })]. 

Ferner ist dort gezeigt, dass fiir ganze » der asymptotische Werth von: 
(9) ¥"(a) F mide(a) — ctr! / 2% oe 

ist, innerhalb der complexen Ebene, wenn diese in der imaginiren 
positiven Axe zerschnitten gedacht wird. 


Es tritt hier eine Analogie zwischen den Kreisfunctionen cos 2, 


sin « als Lésung der Differentialgleichung 


*) A. a. O. S. 494 und 500. 
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Oat +y= 


mit den Cylinderfunctionen J*(x), Y"(«) hervor, welche als hodoge- 
tisches Princip in der Theorie letzterer sich als sehr ausgiebig erweist. 
Die lineare Verbindung Y" (x) — aiJ"(x) kann als entsprechend 
cos z + 7 sin « = e*' angesehen werden. Uebrigens ist direct: 


J* (2) = ye sin 2, J *(e) = yf S cos 2. 


In vielen Fallen hat man indess auch J*(Yx), Y"(j x) als den 
Kreisfunctionen cos x, sin x entsprechend anzusehen. 


Wir werden im Folgenden einige Recursionsformeln zwischen den 
Cylinderfunctionen und ihren Derivirten gebrauchen, welche zwar fiir 
die J lingst bekannt und auch fiir die Y schon aufgestellt sind, doch 
aber, wie mir scheint, durch folgende Ableitung erst in ihr rechtes 
Licht gesetzt werden. 


Die Differentialgleichung (1) lisst sich, falls man y mit Q, be- 
zeichnet, in die Formen 


or oi 
agents G2 "Qn daz = Qn 
ox ; 2 7 
in ete. alee wtig a = —_ £ =+1@, 


~ a a a, 
ex ? Cx 








setzen. Die allgemeinen Lésungen dieser Gleichungen sind: 
Qn = A,J”"(x) + B,d—*(a) . 
Fiihbrt man nun 2—-"Q, =f, als neue abhingige, und z= a? 


als neue unabhingige Veranderliche ein, so verwandeln sich diese 
Formeln in: 








agn+1 = ogni OF Be 
(10) ——z,-"-=——4"R, (i) —z,"-=—-ik, 


wo 


n 


R, = 2 * {A,I™(V2) + Brd-*(Ve)}. 


Differentiirt man nun (10), nachdem man mit 2 dividirt hat, so 
findet man 





und wenn man dies mit der aus (11) hervorgehenden Gleichung: 
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n-+-1 
5 aa"t Rais 
02 
——— De — ee — 4 Ra+s 


oz- 


vergleicht, so sieht man, dass: 


oR, ‘ 
Shoe Ra+s; 





jedoch in der Weise, dass, wenn A,, B, bestimmte, gegebene Con- 
stanten sind: 





n+1 


{A,J*(V2)+BiJ-*(V2)} =e? {Ad H/2) 4 BI-My2 


n 
0g 2 
(12) 35-4 
gesetzt werden muss, wo A und B noch zu bestimmende Constanten 
sind. Um dieselben zu bestimmen, bemerken wir, dass auf die ein- 
fachste Weise aus der Reihenentwickelung von J”(/z) die Formel: 
5 


ore . a 
(13) Se — he? Je) 

abgeleitet werden kann, welche fiir jedes n gilt. Daz ? J*(/x)= R, 
jedenfalls eine Lésung der Differentialgleichung (10) ist, so erhalt man 


nach (13): 


n-+1 
a2 2 g™tl (Vz) = - 
G6 V8) I(Y2), 
oder 
2.2 n — n—tl 
‘ 627 J" (V2) 2 Jn—1(1/5 
(i4) be ty) 
Durch Vertauschung von » mit —vmn findet man somit 
5 
27-" Vz _2ti — 
(15) op TWD) ge * Stns) 


welche, mit (13) zusammen auf (12) angewandt, die Gleichung liefert: 


— a _ *t! h ™ 
ay. 2{A,J*(V2)+B,J-"(Vz)}=te 2 {—A,J*+1(V2)+B,J-+0(/2) } . 


Wird also 





Qu=And* (V2) +B,I— (V2 ’ Qn41=Angid®*H (V2) + Bugs J— (V2) 
gesetzt , so ist die (13) entsprechende Gleichung: 


nur erfillt, wenn: 
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Any1 = A, , Br4i=— B,. 


Die der Recursionsformel (15) entsprechende Gleichung 


n 


a» 2n n+l 
0% Q -— , 
2 Sa the 7? Quoi 


gilt dagegen nur fiir solche particulire Lésungen, fir welche: 
An+1 = A, ? Busi = B, . 


Unsere particulire Lésung (4) gehért aber, wie man leicht sieht, 
zu jener ersten Art und es ist daher ebenso, wie fiir die J*(/ 2) auch: 


ae 2 Y" (Vz) _ ti a 
(16) = Sie — fg 2 Yeats (yz) 


und, entsprechend (14): 


n 
= a—? 


(17) 02 - Y" (Vz) as + 4 zg 2 Y-1(z) : 


Cz 


Aus (13) und (14) folgen aber, wenn man z = 2° restituirt, die 
bekannten Relationen: 


» 9a *F* (2) od” (x ’ ” n+l (yp 

(18) SE = — ade), Sm SI a) — Itt), 
2 wth TR /pn\ AI” (x) 

(19) 222) aetget(ay, 2) 2 Inlay + Jetty, 


und aus (16), (17) kann man analoge fiir Y"(x) herleiten. 


Noch mag hier einer bisher nicht aufgestellten Relation gedacht 
werden, die aus einem bekannten, von Abel gegebenen Satze ent- 
springt, wonach die Determinante der particuliren Lésungen: 


ai od” (x) : 

J” (x) - = 

Y" (x) basis ’ 
. ( H 
¥*(@) 3s 

oder: 
. oY" (x ra\ OF "(#) __ Const 
J” (2) oe ¥(2) ~~ “a? 


worin man die Constante leicht bestimmt, wenn man nach der aus 
(16) folgenden Relation : 
oY" (a) 
Ox 


= — Y*(«) — Y¥*+1(z) 


und der entsprechenden fiir J"(x) die vorstehende Gleichung in: 





Hermann Hanke. 
¥*(x)J*+1(w) — Je(a) Ya+1() — Const 
transformirt. Schreibt man nimlich: 
x? + a" Y*(x) - -@+D J™+1 (4) — a" J*(x) - ert Y"+1(%) = Const. 
und bemerkt, dass fiir « = 0: 
=e ee eels by 1 
a" Y*(z) = — (5) (nm), 2-*J*(2) = (5) Fath? 
so findet man leicht*) Const = 2, also: 
, P , r® (x) , Od" (x 2 
(20) ¥*(x)J*+1 (a) —J*(a) Y*+1 (a) —=J*(a)‘ 3 = — ¥*(z) oe 2 = ; 
« x x 
Mit dieser Ausriistung kénnen wir nun an unsere bestimmten In- 
tegrale gehen. 
§ 2. 


Wir betrachten zuniichst das Integral: 


ce 


n+h Y"(ax) — nid" (ax) , 
(1) fe ai «aa, 


(a? — r?) 


in dem x, m, h ganze positive Zahlen, a, r aber beliebige complexe 
Gréssen sein mégen, und denken uns dasselbe hinerstreckt von — oo 
. bis -+- oo oberhalb der reellen Axe, etwa 
Fig. 1. “ . a. , a 

A lings des Weges (Fig. 1). Was die Con- 
a " vergenz des Integrales fiir «= -}- oo in 


of \ der reellen Axe betrifft, so beachte man 


fg \ den in (9) des § 1. gegebenen asymptotischen 
Y bi | ; ceed c +azxi 
= =e -"je Werth von I *(a2)-- x65" (a2) —7- e : 


und man weiss aus bekannten Sitzen, dass hiernach schon 
J {Y(ax) — xiJ*(az)} dx 


fiir 2 = ++ oo convergiren wiirde, wenn der imaginiire Theil von a>0 
ist. Wenn also 2(m-+ 1) > n+h—{} ist, wird auch vorstehendes 
Integral (1) convergiren. 

Dehnen wir ferner das Integral iiber einen unendlich grossen 
Halbkreis, oberhalb der reellen Axe von -+-oo nach —oo aus, und 
bezeichnet R den unendlich wachsenden Radius, so haben wir das 
Integral 


*) Fiir n=0 wird allerdings x” Y"(x) = Y°(x) im Punkte x0 logarithmisch 
unendlich, Der Factor x? aber im ersten Gliede obiger Gleichung compensirt 
hier das Wachsthum, so dass man fiir n=0 dieselbe Bestimmung Const = 2 findet. 








a 














(2) 





| (3) 


(4) 
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na 
> 
¢ iRt +4 ints +i ; dq mre oak cos pi — aR sin p 
" (Ree! Pe payer . 


Wenn der reelle und imaginiire Theil von a, wie hier iiberall ge- 
schehen soll, >0 vorausgesetzt wird, so nehmen die Elemente dieses 
Integrals, ihres Exponentialfactors wegen, unendlich ab und das ganze 
Integral verschwindet. 

Ist nun r eine complexe Grésse mit einem so grossen positiven 
imaginiren Theile, dass sie oberhalb der Integrationscurve liegt, so 


darf man das in der ausgezogenen Curve von — oo nach + oo und 
oberhalb durch den unendlichen Halbkreis von + oo nach — oo zu- 
riickgefiihrte, also iiber eine geschlossene Curve ausgedehnte Integra 
zusammenziehen auf ein =r unmittelbar umgebendes Flichenstiick. 
Kin solches Integral kann aber immer leicht gefunden werden: Fiih- 
ren wir niimlich die neue Veriinderliche x? =z ein, so wird jenes 
um «=r ausgedehnte Integral (1) 
a. for Y¥"(aVz) — nid” (aVz) dz 
: 4 (¢ — 72m . 
wenn dies letztere um ¢ =r? genommen wird. Dessen Werth ist aber 


nach bekannten Sitzen: 
—— 
a fw, - . S 
ae Sar (<)'; ,Y¥"(aVz) — xiJ*(ayz)z, 


” 


wenn schliesslich z = 7? gesetzt wird. 
Somit- findet man das Integral: 


Yas —nid” (ax) 
nth 2 (a2) wt A —dx=<= am f.. y yrth 1 [¥ — n m 
fe (a® —r2) m+ 1 eee or. (ar) id (ar)} 
unter den Bedingungen, dass », m, h ganze positive Zahlen sind, der 
reelle und imaginiire Theil von a und der imaginiire Theil von r, >0 
und endlich 2(m+1) > n+h — f ist. 

Hieraus folgt, z. B. wenn J°®, Y° mit J, Y bezeichnet werden: 


Y (ax) — 2iJ (ax) ea me i 
Sf: (a? —r2y" +1 da aCESy mins r {Y (ar) aid (ar)} 


wo 2(m-+1)>h—4 sein muss. Wird m=O gesetzt, so muss h < } 
sein; es darf also in diesem Falle z. B. h = 0 gesetzt werden, wodurch 
sich ergiebt: 


+o 


: Y(ax) — wid (ax) y at . at 
/ eg dx = — {Y(ar)—aiJ(ar)}. 








(5) 


e 
—D 
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Man mag bemerken, dass man aus letzterem speciellen Integrale 
riickwarts auch das allgemeine (2) ableiten kann. Denn man findet zu- 
nichst durch m-malige Differentiation nach r? die Gleichung (3) fiir 
h=0: 


+a 
Y(ax)—zxid (ax) 5 = 
J “@taytl dz= ACES) (Gade { ify (ar)—xiJ(ar)}. 


—® 








Multiplicirt man diese Gleichung mit a—” und differentiirt n-mal nach 
a, so findet man mittels der Recursionsformeln (18) des § 1.: 


+n 
Y"(ax)—xiJ" (ax) aes. ) ‘ 
” < } . a—1 { n = Tn (ay) \ 

J x ge di=>; ay aa Y"(ar)—zid"(ar)}. 
—@ . 

Multiplicirt man ferner mit a+" und differentiirt nach 
man nach (19) in § 1.: 

+o 


a, so findet 


Y*" (ax)— xiJ" (az) 
dz= 


get ‘ asl e 
(a2@— 72)" +1 fern or 


) rm {Y¥"—" (ar) —axid"“(ar)} 
und durch Wiederholung dieser Operation die allgemeine Gleichung (2). 

Es lassen sich die Integrale (2) noch auf andere Formen bringen. 
Der Integrationsweg kann niimlich in der, in Fig. 1 angedeuteten 
Weise mit der reellen Axe zusammenfallen, wenn er nur um «= (0 
in einem unendlich kleinen Halbkreise oberhalb herumgeht. Das In- 
tegral iiber diesem Halbkreis verschwindet aber, da 2" Y"(x) fiir =O 
endlich bleibt; und selbst im Falle n=0, wo x2" Y"(x%) = Y°(2x) loga- 
rithmisch unendlich wird, verschwindet das Integral, da x= ec?‘ 
gesetzt: 


ma 
. 


| log edz = ei f (log e + pi) evidp 


mit unendlich ane é verschwindet. 
0 + @ 


Zerlegt man aber Sin J +f und setzt in ersterem — & statt 
+ x, wendet dann die Relationen (s. (6) in § 1.) 
i xy" J* (— x)= 2" Jj" (x) . (— a)" Y"(—2)—=2" Y"(x)4+2xia" J" (x) 


an, so findet man aus dem Integrale in (2), fiir ein gerades h—=2p: 


e 
0 


und fiir ein ungerades h = 2p + 1: 





‘ 2p ¥" (az) n Lp { n 
pow paar areT Ge ) anette | (ar) —xid*(ar)} 


(6 
| (7 
| 
(2 
( 
‘ 
d 
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oO 
F J” (ax) 
6) getipt1_~—_—* _ dy == — é: ) ye+2p 1 Y"(ar)—aid"(ar 
(9) i (g2— 72)" 2 ats or { (a ) (a )j 
0 
In diesen Formeln sind also n, p, m ganze positive Zahlen, und 
2(m+1) >n+h—f4, ferner sind a, r im Allgemeinen complexe 
Zahlen, doch der reelle und imaginiire Theil von a >0 und der ima- 
ginire Theil von r > 0. 
Kin specieller Fall von (6) mag noch hervorgehoben werden: Ist 
nimlich p= 0, so kann man die Differentiation rechter Hand nach 
(14) und (17) in § 1. ausfiihren und man findet: 


A 


. J" (ax 1 a\” y , 
~ n+l : P ED ee . J n-m jrz-m . 
(7) fe re MCE SLE? {Y" -™(ar)—xid*—™(ar)\, 
0 
also z. B. 


| D 


(8) few = « at t= — Se Ei (*) 4 (ar) — xid(ar)\, 
(a® — } 


uv 
oder, wenn m = 2n, wo dann 
J-"(ar) = (—1)"J"(ar), Y-*(ar) = (— 1)" ¥*(ar) 
ist*): 
a2 os 


J" (ax) (— a 
( ynti __ wr Syn 
(9) Je (a2 —epett da 2r(2 aa  (§ ys Yn" (ar) mt J*(ar)} 


Ks ist in allen Formeln dieses § r als complexe Grosse mit positivem 
imaginirem Theile vorausgesetzt, so dass man, rs? gesetzt, die In- 
tegrale 


vs 


¥ J” (ax) 
n+2p+1 \ 
iE aa aeet api dx 


e 
0 
u. s. w. erhailt. Doch leuchtet ein, dass r auch als reelle Grésse ge- 
dacht werden kann, wenn nur der Integrationsweg unterhalb des 


Punktes =v genommen wird. 
‘ 
4 Das Verfahren des vorigen § kann auf das Integral 
Z ee a a J*( ) 
(1) J ait! Jr (Ex) — Figg dz, 


*) Dies ganz specielle Integral (9) wurde auf anderem Wege schon abgeleitet 
von C. Neumann (Theorie d. Bess. Funct. p. 58). 
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in dem wir p, n, q, m als positive ganze, &, a als positive reelle 
Gréssen und r als complexe Grésse mit positivem imaginiren Theile 
ansehen, leicht ausgedehnt werden. Damit das Integral iiber jenen 
unendlichen Halbkreis verschwinde, also der asymptotische Werth von: 


, ‘ Const a " ‘ 
J (tx) { ¥"(ax)—xiJd*(ax)} = ee {ele+hrit (1 Jn jeta—S)xi} 


unendlich abnehme fiir <= Re?‘, muss § <a sein; es nimmt dann dieses 
Product exponentiell zu Null ab, und das Integral iiber den Halbkreis 
verschwindet. Ist § =a, so gicht das Product der Cylinderfunctionen 


1 P 
Elemente von der Ordnung . und es wird das Integral nur Null, 


wenn die gehérige Abnahme der Elemente dadurch hergestellt wird, 
dass in dem Integrale der Nenner von héherem Grade als der Ziahler, 
also 2(m+ 1) > q+ 1 ist. 7 

Soll nun ferner das Integral auf der reellen Axe fiir «= -+- co 
convergiren, so wird: 


aaa NR pects 


a, ‘ , Const at 
J? (tx) {¥"(ax)—xiJ*(ax)} = = c0s(Ex—@) {cosax-+isinax} | 
und daher nothwendig 2 (m+ 1) > q sein miissen. Fiir § =a aber 
muss 2 (m-+ 1) > q+ 1 sein, damit das Integral endlich bleibe. 
Da Y"(x) fir «=O sich wie z~” verhilt, so muss, wenn die 
Integration durch z=0 hindurch erlaubt sein soll, p+q+1> 7 sein. é 
Unter den Bedingungen p+q+1>n, 2(m+1)>¢q,E<a { 
erhilt man nun, wenn m eine ganze Zahl ist, ganz wie oben: 
+2 
. 
\ ¥"(ax)—2xiJ" (az) 
(2) git! JP(Ex) ‘ (02) a= mmf. 5% v2 J? (Er) { Y* (avr) —xid*( (ar)}. 
4 (a2?— 2)" tt r = or } 
— oo , 
Wie die des vorigen §, so lassen sich auch diese Integrale weiter re- 
duciren; und zwar findet man, wenn (n + p+ q) eine ungerade ganze 


Zahl ist: 


a 
> 
Y" (az) 
(3 q+ J? (Ex) \ (* ) ~) | P ) { n _— n 
3 x Gt_ yeti dx = Tet) or J? (Er) { Y"(ar)— aid (ar)}, 


0 


und wenn (n + p+ q) eine gerade ganze Zahl: 


| 
(4) J atid ee Sr ae =— itt +5 Gea) ra J(Er) { ¥"(ar)—xid*(ar)}. 


e (a? — 
0 


Ist z. B. m=0, g=0, p=n, so sind alle obigen Bedingungen 
fiir die Convergenz des Integrales erfiillt und die letzte Gleichung 
giebt: 
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(5) iE i a a=—tJ*(Er) {Y¥"(ar)— axid*(ar)}. 


ae 
0 
Da jetzt 2(m+1)>q+1, so erstreckt sich die Giiltigkeit dieser 
Werthe auf alle § < a wnd auf § =a, so dass: 


- n an\ n = . 
(6) f° : een a dx—=—4J*(ar) {Y*(ar)— xiJ*(ar)}. 
% 
Fiir § > a dagegen gilt (5) nicht mehr, sondern es ist, wie aus (5) 
durch Vertauschung hervorgeht: 


i 


a ‘ g* Je va | x / . 
(1) fe E2T C2) dy —— 4 Jeary {¥*(Er) — xi TEN}, 


welche Gleichung sich fiir § =a ebenfalls auf (6) reducirt. 


Das Integral 


. n \J* x 
ail iE J’ Ea) IF (42) aa — f (€) 
H—F 
0 


stellt daher, als Function der reellen Verinderlichen £ betrachtet, fiir 
—E<a und §>a zwei verschiedene analytische Functionen dar: 


f(§) = I*(Er) {¥*(ar) — xid*(ar)j, 
und 
f (8) = I*(ar) {Y"(Er) — xid(Er)}, 
die in § = a@ jedoch zusammenhingen, d. h. denselben Werth ergeben. 


Kine andere Art von Unstetigkeit zeigen Integrale, wie: 


ott x 
(8) -2 fe Fit ‘ga J” (a2) gy — (8), 
deren Werth nach (4) 
(9) f(&) = rd"+1(Er) { ¥"(ar) — aid*(ar)} 


fir —E <a ist. Fir § =a aber gilt diese Gleichung, da jetzt 
2(m+1)—q-+1 ist, nicht mehr, weil das Integral iiber jenen 
unendlichen Halbkreis jetzt nicht verschwindet. Es nimmt vielmehr 
dies Integral einen endlichen Werth an, den wir folgendermassen be- 
rechnen wollen: 

Mit Riicksicht auf By asymptotischen Werthe von J"+1(az) im 
ersten Quadranten (s. (7) des § 1.) findet man fiir einen grossen Vier- 
telskreis im ersten Si Bee 
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[ x? Jatt (qq) 1 @n—stF" (a2) gy 


2—r 


. 
2 ; xdx ; 2)] 
mt edenee (248. cstcos[az— pant DI, 


e 


welch letzteres Integral sich fiir unendlich wachsende x bis auf un- 


. a ° » I “dx \ 
endlich abnehmende Gréssen reducirt auf: J | etat man nun 
J & 
> 
; " dx ‘ ma 
x = Re‘, so wird Jf 7 = if dq ausgedehnt iiber den ersten 
e 


Quadranten, also der Werth des betreffenden Integrales. Der 


v 
2a 
asymptotische Werth von J"+'(azx) im zweiten Quadranten, den man 
aus (8) des § 1. zu entnehmen hat, lisst erkennen, dass das Integral 


in . . ° , bi a) . 
iiber den zweiten Viertelskreis ebenfalls 3q° ist, so dass man: 


? 
+a 
‘ Y" (ax)—xiJ "(ax ui : ‘ ; 
[2a(a2) : ws 2 ee de +- - —zirJd*t\ar)} Yar) —xiJ*(ar)} 
é ‘ 


erhalt, und hieraus*) 

(10) f@=+- ; + rJ*+1(ar) {Y¥"(ar) — xid*(ar)} . 
Vergleicht man dies mit (8), so sieht man, dass, wenn sich & 
dem Werthe a niihert, sich f(&) zuniichst stetig und dem Werthe 
rJ™+1'(ar){Y"(ar)— axiJd*(ar)} zustrebend veriindert. In —§ =a 
selbst aber hat die Function einen Werth, der plotzlich um . herab- 
sinkt. Aus (9) kann man iibrigens durch Vertauschung die Gleichung: 
(11) f (&) = rJ*(ar) {Y+1 (Er) — xid*+(Er)} 


fiir § > a ableiten, so dass der Grenzwerth, dem sich {/(@ + ¢) mit 
abnehmendem « nihert: 


fiat) =rd*(ar){Y¥*t(ar) — xid"t (ar) . 
Beachtet man nun, dass nach (20) in § 1.: 
J*(ar) Y*+1(ar) = Y*(ar)J"+! (ar) — 
so kann man auch schreiben: 
f(ia+e=—— = + rJ*+1(ar) {¥*(ar) — xid*(ar)} . 


Da ferner nach (9) der Grenzwerth: 


ar? 


*) Einfacher, jedoch weniger in die eigentliche Natur dieser Unstetigkeit 
eindringend, hiitte man diesen Werth f(a) auch durch Differentiation von (6) 
nach a finden kénnen. 
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f(a — 8) =rd"+1(ar){¥*(ar) — xid*(ar)} , 
so hat man 
rereris=# =— - +rJ*+(ar) {Y¥"(ar) — xid*(ar)} , 
d. h. den Werth f(a) in (10). 

Das Integral /(§) stellt also fiir § << a, § >a verschiedene ana- 
lytische Functionen dar, welche auch fiir solehe § =a -+ ¢, die sich 
dem Werthe § =a unendlich anniihern, zwei verschiedenen Werthen 
f(a + «) zustreben. Der Werth in § =a selbst ist das arithmetische 
Mittel beider Sprungwerthe. 

In allen Formeln dieses § ist * als eine complexe Grésse mit po- 
sitivem imaginiiren Theile vorausgesetzt, so dass, z. B. r = si gesetat 
die Integrale: 


wD 


“it! J? (Ex) J" (ax) i 
= (a2 52)" 1 5% 


0 
u. s. w. dargestellt worden sind. 


Wenn aber » =< reell wird, so kann man, wenigstens in den 
Integralen (2), den Integrationsweg veriindern und ihn unterhalb der 
Stelle « = herumfiihren. Doch kann auch in Integralen, wie: 

an 

. 
J” (Ex) J" (ax) roa vil clad 
for ba dx == — ho J» (Ek) {¥"(ak) — xid*(ak)}, 
0 
das Versehwinden des Nenners durch ein gleichzeitiges Verschwinden 
des Zihlers compensirt werden: Wenn niimlich / eine Wurzel der 


Gleichung J"(ka) =O ist, dann reducirt sich die rechte Seite auf 
— kt J°(&k) Y*(ak). Da aber J"(ka) =0, so hat man nach (20) 


: me 2 
in § 1. ¥"(ak) J*+ (ak) = i und also: 
J” (Ex) J” (ax) ki-1 JP (Ek) 
2 eit . _—_— - —— 
(12) fo a2 — f2 da a J*t1 (ka) ? 


wo 2>q und & < a vorausgesetzt ist*). 


*) Es mag schliesslich bemerkt werden, dass man durch dieselbe Methode, 
wie sie zur Bestimmung dieser Integrale mit Cylinderfunctionen angewandt ist, 
die analogen Integrale fiir Kreisfunctionen erhalten kann, Dazu gehe man von 
dem Integrale: 

ane 
siu 
att! amet oe 
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Auf ganz analoge Weise lassen sich die Integrale: 
+o 
fens J"62)_ ay 
(a? - 2)” 


—@ 


behandeln. Ich beschriinke mich hier auf die Angabe des Integrales: 


o 
(13) [wen = a9 dz = nir'—errt J*(Er) , 
e 
—o@ i 
wo a> & als reelle Gréssen, h als ganze positive Zahl <2 und r 
als complexe Grésse mit positivem imaginiiren Theile vorausgesetzt 
werden mag. Dann ist, wenn (h + ») gerade: 


(14) f= cos ax 78 2) dz = = gi—l ort J9(E ¢) 


aus, in dem 2(m-+1)>q-+1, m, q ganze positive Zahlen, und &, a positive 
reelle Grdssen,  < a, vorstellen sollen. Dann findet man genau, wie oben: 


—o cos (é 2) eri 
q+. sin : —— (- ). 7] cos mari i 
fe (a? - gett da “i x 1) \o?* sin rye . 


—@ 


Durch Zerlegung findet man, wenn q ungerade: 


f 14° +1 = (x) ro dx —_ = ay (“ J v4 cos (Er)et", 
P a? — 7 
0 
A in (€2) si ) 
+1 8m (Ex) sin (ax ae x ( y" 9 .. ») pari 
a toy! “= stamp a) SIN Ere 
e 


0 


und, wenn q gerade: 


= 
att £08 (Ex) sin(@x) 5, (< - re es 
e 


(2? —r ) 
Vv 
” . 
3 sin (Ex) cos (ax) ni ( a y" . 
ati _peeen = t= —— 9s . ear, 
Je (x? pyetl da 20 (m+1) \er® r¢ sin (1) 
0 


Ist m <0, so muss 1 > q sein, also q = 0: 


rs 
* cos (Ex) sin (az) n , bs 
fe ( da = = cos (Er)e*"', 


a = id 







a—r 


0 
: Ss & . 
sin (2%) cos (ax $ . : 
Jf? Sas oo dz = = sin (Er)e*’ 
0 
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und, wenn (h + m) ungerade: 


a 


(15) fo sin ax 7 dx = —™ yh-teari Jn(Ex) , 





wa—7 
e 
0 
Die Erweiterungen der in diesem § vorgetragenen Integrale auf 
die Ville, wo die Exponenten n, h, p, q u. s. w. gebrochene, a und 
— complexe Zahlen sind, glaube ich iibergehen zu diirfen, da die Me- 
thode geniigend dargelegt ist und ihre Anwendung auf diese compli- 
cirteren Fiille keine Schwierigkeit mehr hat. 


g 4. 


Zum Schluss mégen noch einige Integrale erwihnt werden, welche 
mit den Hiilfsmitteln der Integration iiber complexe Wege sich nicht 
bestimmen lassen, sehr einfach aber durch die Substitution der Reihen- 
entwickelung fiir J"(). Sie beziehen sich auf Producte von J-Functio- 
nen in Potenzen und Exponentialgréssen. Ich beschriinke mich darauf, 
hier die einfachsten derselben mitzutheilen und namentlich diejenigen, 
welche von Hrn. H. Weber*) vor einiger Zeit theils mit Hiilfe 
eines besonderen Hiilfssatzes, theils durch Doppelintegrale gewonnen 
sind; die folgende Ableitung hat sich viel bequemerer Hiilfsmittel be- 
dient. 


Aus der Entwickelung: 


a (ONS (— 1)? b ay?” 
J (bx) =(%) 2 T (n+p+1) T (p+) FH 


folgt durch Integration der einzelnen Reihenglieder ohne Weiteres: 


st ee a ee "ss ©  Fint+2p+qt+i) (by 
(1) fo J (ba) da = (>) ari 1) receeEi tery ee 


Diese Reihe ist eine hypergeometrische und zwar 





‘ b” C(n+q+1) pfm+q+i1 n+q4+2 be 
7] - Hy * ; q + —_ . 
“) attatt =F (n+1) : ( 2 ? 2 » ai, a) 


Die Gréssen », g, a, 6 sind hierin alleemeine complexe Gréssen 

J ? ? 5 ? 

welche nur den Beschriinkungen unterliegen, dass der reelle Theil von 
5 5B > 

(q+) > —1 sein muss (damit fiir «=O keine unendlichen Ele- 


mente erscheinen), und der reelle Theil von a im Allgemeinen > 0 
(damit das Integral an der oberen Grenze convergire). 


*) Crelle’s Journ. t. 69, p. 232. 
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In dem speciellen Falle, dass » und q ganze positive Zahlen uni 
nm > q ist, kann vorstehende Reihe auf eine Kugelfunction reducirt 
werden. Bezeichnet man als zugeordnete Kugelfunction erster Art die 
Reihe: 


q- 


P* (fx) =a * 


q—n—1 1 
eee $—4; =), 
die unter jenen Voraussetzungen jedenfalls eine endliche ist, so lehrt 

die Theorie der hypergeometrischen Reihen die Transformation : 
q-tn+1 
(s—li}2 


nm n ’ 
: - q—n 
(@e—1)? F(—45", 


(—1)* FG—9) F(g+n+1) 
omtitl (4) T(n-+-1) 


y", so tiberzeugt ‘ich, dass obige For 
a? so uberzeugt man sich, dass onige or- 


(AEE! eee 1, 1 


Setzt man 1 = 
mel (2) in: 


2 
x Go-ax Jn(hy Y \o+n jn (4) Dq b? 
(3) [ =J*(ba)da2—=(—1)9+"; Hi fag P(—- 4) 
Oo (a?-+- b2) * 
iibergeht. 


9 t 1 


Sind die angegebenen Bedingungen eines ganzen n > q nicht 
erfiillt, so wird die hypergeometrische Reihe in (2) einer Summe einer 
zugeordneten Kugelfunction P’ erster und einer solchen Q! zweiter 
Art gleich, worin die Indices gebrochene oder complexe Zahlen sind. 
Die weitere Ausfiihrung dieser Bemerkung mag hier, als zu weitfiih- 
rend, unterbleiben, ebenso wie die anderen Umgestaltungen der Reihe 
(2). Nur eine derselben, die man mittels der bekannten Euler’schen 
Forme! : 

x 
a,y; r= :) 


(4) F(,£,y,2)=(1—2)-* F(6,p- 


erhilt, mag hier bemerkt werden. 


: by" 1 
(5) J xie—4? J* (ba)\da= (5) — 
0 


(a*-+-b?) 2 


zuniichst unter denselben Bedingungen als (2). Doch kann man noch 
bemerken, dass, wenn der reelle Theil von g < 4, das Integral auch 
fiir ein rein imaginiires a und a =O an der oberen Grenze conver- 
girt und mit unendlich abnehmendem a stetig bleibt. Da ein Gleiches 
von der rechten Seite gilt, so hat man fiir a = 0 durch Summation 
letzterer Reihe: 


Sie giebt: 


C(n+q+l) a(m—q nu+q+1 
Tin-+1) F( o> 9 "+l, 


ve, P(Ctt) 
aid"*(ba\da= () ; = ; 
; ) ) r C= 1+ ') 


(6) 


b? 
o*-+ ») : 


” 
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Eine zweite Classe von Integralen ergiebt sich ebenso durch Sub- 
| stitution der Reihe: 


wo 


r (pp tat! 


| (7) fore: du=4(>) wae 1)? raterirpyien -) 


eee 
0 


Diese Reihe kann man nun in der Weise als hypergeometrische 
Reihe ansehen, dass sie 


)° e a+") 
- q \" Nee : 
=i (sy) i r(n+1) I (ster, a, n+l, —;5) 








ist, worin @ eine unendlich wachsende Grésse bezeichnet. Doch sind 
auch auf solche Reihen die Transformationen anwendbar und es giebt 
die Euler’sche Gleichung (4) die vorstehende Reihe: 


a? 


ae ey 1 ~ae F(im+aq4+l) pyr—qt+i 
-4(sp2) = Torn F( 2 » @, n-+1, ica)? 


c 3 





also durch Entwickelung: 


@ 
a 


, 7 
9) |» e~ J" (ax) dx 
| 

e 


| . Wenn g=n-+1, so reducirt sich diese Reihe auf das erste 
Glied und man hat: 


. ere) ~ (p+ n —stt ‘ al 
Gy er . r(*=2t) 5 Pa ‘Tipperary Wa) , 


w= 


vs 
° 


n 
+1 p— cx? \ oe a >» 4c 
(10) fo ce 2? I" (ax)di= (2ey"F! © . 





e 
2 0 


Bildet man die Reihe: 


fp @ 


= | r n+2r 
#¢-¢2" Jn(qx)J*(ba)da=— > a... Se | s+mb2r p—ca* Jn 
fe ee J"(ax) I" (ba) dx a repeenricy (3) xv e—* J*(ax)dz, 


und substituirt man die Werthe der letzteren Integrale aus (9), so 
) erhalt man eine Doppelreihe nach p und ¢, die nur in dem Falle, dass 
$ = 1 ist, eine einfache Gestalt zeigt, nimlich: 


1 (* n -= Ke = (—1yt? 2p 2r 
ae \acs © > > tatthretnteapty Gye) (Fa) » 


p=—0 r=p 





wo eine Umkehrung der Summenordnung vorgenommen ist. Eliminirt 
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man den Summationsbuchstaben r, indem man r — p= q setzt, so 
geht die Doppelsumme in 


ig @ 


: (—i en na b y 
P(p-+m+1) F(p+i)F@+1) Mes \2Ve 


A s 
p—0 q=—0 


iiber, welche in ein Product zweier Reihen zerfallt, so dass die inter- 
essante Formel 


; sa? , ; = te ab 
(11) fre J*(ax)JI"(bx) daz = 3 e ic Jn (*~) 


0 


erhalten wird. 











—____—_4-——_-——~ 








Die Fourier’schen Reihen und Integrale fiir Cylinder- 
functionen. 


Von Hermann HAnkKEL fF. 


$1. 
Vorbemerkungen. 

Die Analogie zwischen den Kreis- und den Cylinderfunctionen, 
welche bei der Bearbeitung der Theorie der letzteren als fruchtbares 
Princip dient, ist doch eine so lockere, dass es in vielen Fallen még- 
lich ist, einem Satze aus der Theorie der Kreisfunctionen mehrere 
Siitze in Cylinderfunctionen an die Seite zu stellen. Ein Beispiel hier- 
fiir bietet die Fourier’sche Reihe: 
cos 


iin (mx 


{(x) — a A, 


cos 


dar. Nimmt man sin ("¢) entsprechend J”(x) an, so erhalt man die 


Entwickelungen 
f(a) = >» A,J(a), 


die von Hrn. C. Neumann*) vor einiger Zeit untersucht worden 
. “1 cos . > . 
sind. Setzt man _ (mx) analog J?(nx), wo p eine beliebige, aber 


constante ganze Zahl ist, so erhalt man Entwickelungen von der Form: 


f(x) = be A,J? (nz) , 


deren Coefficienten Hr. Schlémilch**), wenigstens fiir den Fall p=0 
und p= 1, durch Doppelintegrale dargestellt hat. 

In den meisten, auf einen axial-symmetrischen Zustand beztig- 
lichen Problemen der mathematischen Physik erscheinen jedoch nicht 


*) Theorie d. Bessel’schen Functionen, Leipzig 1867, p. 24. 
**) Schlémilch, Zeitschr. II. Jahrg., p, 155. 
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diese Reihen, sondern die schon von Fourier*) in der Warmetheorie 


angewandten: 
f(e) = D) Avdr(ka) , 


wo k die sammtlichen Wurzeln der transscendenten Gleichung J° (ka) =0 


sind, und die algemeinen: é 
f(z) = = A,J" (kx) , 
k 


wo » eine beliebige constante ganze Zahl ist und k die Wurzeln von 
J*(ka) = 0. Es entsprechén diese letzteren Entwickelungen noch in 
sofern den Fourier’schen Reihen mit Kreisfunctionen, als sie nicht 
nur fiir analytische, sondern auch fiir illegitime Functionen, d. h. solche 
anwendbar sind, welche nicht durch einen analytischen Ausdruck deti- 
nirt, sondern zunichst nur fiir reelle Werthe des Argumentes bestimmt 
sind, unstetig, ohne bestimmten Differentialquotienten sein kénnen, 
jedenfalls aber fiir complexe Werthe des Argumentes ihre Bedeutung 
ganzlich verlieren. 

Die Bestimmung der Coefficienten A geschieht in bekannter Weise, 
indem man mittels der in der Form: 


, ay" J" (ky) 
aynti OY JM (ky 
ey 





— = -— 2 n-+1 Jn/ ik 
oy Key" +1 J" (ky) 
geschriebenen Differentialgleichung der Cylinderfunctionen das Integral: 


a 


fyTm(ky) J(Ky)dy , 


in dem wir a als positive reelle Grésse, k, k’ aber zuniichst als be- 
liebige complexe Gréssen ansehen, transformirt. Man setze niamlich: 


a a 
°; 


_v f yd(ky) I*(Ky)dy = f y-"I*(K’y) 
0 0 


Da—-h TR2. 
ayer tie ae 
oy dy; 
wende auf letzteres Integral die Integratio per partes zweimal an und 
reducire es mittels der Differentialgleichung schliesslich wieder auf das 
erste Integral, so hat man; 
a 


° n+1 1 a—nh TR 7. ‘ —n 7n/}.’ \) 
fat IW hdy= pep {Ie Wa) EO _ gapq ee "Kan, 


Da oa 
0 


oder mit Hiilfe der leicht zu verificirenden Formel: 


*) Théorie anal. de la chaleur p. 356. 
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by "I" (ky) 
ey = 


(1) 
die Gleichung : 


~ ky-"d "+" (hy) 


© 


) fy Inky dnl yay = pst ; atk Ink ka) J*+1(k'a)— kd*K a)J*+'(ka)} , 
% 


die, wenn man beachtet, dass 


(3) ky J*+4(ky) = nJa(ky) — y ED 


auch geschrieben werden kann: 


4 


4) fysrity ) JI (k’ y)dy=p sp {IK a) Ha -J*(ka) 2 EON, 


Jetzt ist aber k als Wurzel von J*(ka)=0O anzunehmen, wodurch 
die rechte Seite von (2) in: 


ak SEO Jnt1(ka) 


iibergeht. Ist auch k eine W coun die von k verschieden ist, so folgt 
daraus: 


(5) Junky InWydy =O. 
Ist aber k’ =k, so ist, wie man aus (3) findet: 


(k’ a) 1 @éJ"(ka) +. see 
Geir) = + ce Wee es: 





so dass 


(6) fy(InkyPay =} [ad"t+1(ka)]?. 
0 

Aus (5) leitet man leicht ab, dass J*(ka)=—=0 keine complexen Wur- 
zeln kK=x-+ «i haben kann. Denn da J*(ka) durchaus reelle Coef- 
ficienten hat, so wiirde neben /=x-+x’i immer die conjugirte Wurzel 
k= —x'ierscheinen und J” (ky) J (ky) von der Form (K+ K’i)(K—K’%i) 
= K?+ K” sein, so dass das Integral dieses Productes nicht ver- 
schwinden kénnte. Dass rein imaginaére Wurzeln nicht vorhanden sein 
kénnen, zeigt die Form der Reihe: 


n(x) =< (2) S a 
J* (x) = (5) 2 F(n+p+1) F(p+1) a 
unmittelbar. Es hat somit J"(ka)=0, wenn hier, wie im Folgenden 


tiberall, » eine ganze positive Zahl (inclusive der Null) bezeichnet, nur 
reelle Wurzeln, die fiir grosse k den Werthen: 
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r= {ut 4n+H} % 


immer naher kommen, worin « ganze positive Zahlen bezeichnet; denn 
fiir diese verschwindet der asymptotische Werth*): 


J" (ka) = V = cos [ka — 4 (n+ 4)z}. 


Die negativen Wurzeln von J"(ka) =O, welche den positiven 
entgegengesetzt gleich sind, kénnen hier wie im Folgenden aus der 
Betrachtung ausgeschlossen werden; ebenso wie der singulire Werth 
k = 0, fiir welchen J*(ka) bei einem » > 0 auch verschwindet. 

Werden nun mit & die reellen positiven Wurzeln bezeichnet, so 
bestimmen sich in der unendlichen Reihe 


(7) fe) = é A, J*(ké), 


in der wir die Variabilitaét von § auf reelle positive Werthe beschran- 
ken, die Coefficienten nach: 


a 
‘i . 
(8) A, = far tiga) | uf(a)I"(ku)dz . 
Vv 

Reihen vorstehender Art, welche nach Wurzeln einer transscen- 
denten Gleichung fortschreiten, nenne ich im Allgemeinen Fowrier’- 
sche Reihen. Im Gebiete der Kreisfunctionen wire dann die der vor- 
stehenden genau entsprechende Reihe sowohl: 


fg) = Pi A, sin (k&) , A, = bo J f(x) sin (ka) dz, 


wo k alle Wurzelwerthe der Gleichung sin (2) = 0 durchlauft, als auch : 


f(é) = “a A, cos (k&) , A, = 2 Je) cos (ka)dz , 
0 


wo k alle Wurzeln (k = 0 + 4) der Gleichung cos (ka) =O durch- 
lauft**). 


*) Vgl. meine Abhandl. in diesen Annalen Bd. I, p. 500. 

**) Um letztere, von der gewdhnlichen Fourier’schen Reihe abweichende 
Entwickelung zu erweisen, kann man entweder das Dirichlet'sche Verfahren 
nachbilden und 

9 
cos } #-+ cos $2-+-+ + cos 22+! F 
summiren, oder man benutzt die Identitit 
f(&) = cos 4 (f(g) cos $ §] + sin $ §[/(€) sin 4 §], 
und entwickelt f(&) cos 4&, f(&) sin 4§ nach der Fourier’schen Reihe. Einfache 
Reductionen liefern dann obige Reihe. 
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Mit der Aufstellung dieser Reihen ist aber nur der erste Schritt 
gethan, der die Stufe von Euler und Fourier darstellt; es muss mit 
Dirichlet der zweite Schritt gemacht werden, der in dem vollstiin- 
digen Beweise der Giiltigkeit dieser Reihen besteht. Bekanntlich hat 
Dirichlet diesen Beweis an der ersteren Reihe gefiihrt, indem er die 





é Reihe nach Substitution der Coefficienten mit dem h' Gliede ab- 
bricht, dann die Summationsformel: 
sin (J 4) 2 
(9) cos 2 -+ cos 22 +--+ coshz = oer) —4 


anwendet und so die Aufgabe auf die Werthbestimmung des Integrales: 


A=@ 


(10) lim / (2) Sah? da =~ f(0) 


hinausfiihrt. 


So oft man nun auch Fourier’sche Reihen in dem allgemeinen, 
eben angegebenen Sinne in der mathematischen Physik entwickelt hat, 
so ist man doch, mit Ausnahme der Reihen nach Kreis- und Kugel- 
functionen, bisher, soviel ich weiss, noch nicht iiber die Stufe Fourier’s 

«  hinausgegangen; und es schien mir dem Standpunkte der heutigen 
Analysis entsprechend, fiir die bei gewissen physikalischen Aufgaben 
sich darbietenden Entwickelungen nach Cylinderfunctionen eine strenge 

Begriindung zu versuchen. 





Der von Dirichlet eingeschlagene Weg fiir die Reihen mit Kreis- 
functionen erwies sich hier bald als ungangbar, in sofern ein jener 
Summation (9) einer endlichen Reihe entsprechender Satz fiir die Cy- 
linderfunctionen nicht bekannt ist. Ein Analogon bot sich mir indess 
in der Reihe dar, welche man aus (7) und (8) ableiten kann: 


» 2S git k J” (KE) 
(11) I*(ys) = od ya) 2 Bay FFI Ka)’ 


indem es mir gelang, den Rest derselben, wenn sie bei dem x'" Gliede 
abgebrochen wird, durch ein bestimmtes Integral (s. § 3.) darzustellen. 





Anstatt eines Dirichlet’schen Integrales, wie in (10), bediene 
ich mich des Fourier’schen Integrales fiir Cylinderfunctionen, das 
ich mir zunachst verschaffte, indem ich in: 

7, J” (k&) ait 
=—2 N’_ 5S) _ ff of (x) I*(kx)da 
f=? > pao fetes ayaa 
0 
das a unendlich wachsen liess. Da man dann fiir J"(ka) seinen 
asymptotischen Werth setzen kann, so sind die auf einander folgenden 
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Wurzeln & um ~ verschieden, und es wird: J*+!(ka)=(— ney 2. 
Setzt man dann y statt k, so findet man: 





(12) f(é) = Jutysyay fare) Ivysidz, 
% t 


das dem Integrale 
+ “cos , ' a .\ COs \ a 
x Fé) =| sin WS dy {f(a ) gin Y2)Ex 
0 0 
in unserem Gebiete entsprechende Fourier’sche Integral. 

Es galt nun zunichst das Integral (12) in aller Strenge zu be- 
griinden, was in § 2. geschehen ist; die Substitution der Reihe (11) 
mit dem Reste in demselben liefert mir dann (in § 4.) die gewiinschte 
strenge Ableitung der Fourier’schen Reihe. 


§ 2. 
Die Fourier’schen Integrale. 
Das Integral 


h 


(1) © (x, h) = fyJ*(yax)Ir(yb)dy 7 
0 


) hat nach (2) in § 1. den Werth: , 
(2) O(@,h) = a {ET*(xh) JI"+'(Eh) — xd*(Eh)J*+1(ch)} , 


und wir bestimmen nun den Werth von: 


6 b 
e 5. itn, P n+1 man n ) n+1/.. 
fo (,h)dx—h {¥ ee a te 
¥ : dilfiines 
¢ ~ 


mit unendlich wachsendem (positiv reellem) h, indem wir dabei &, Db 

als positive reelle Gréssen, b > — > O und die Integration auf reellem 
Gebiete voraussetzen. Im Falle eines grossen h kann man die asympto- 
tischen Werthe (in denen 9 = 4 a(n + 4) gesetzt ist): 


J"(ah) = Wate cos (xh — @), J™+1(Eh) = V= sin (xh — @) 


ebenso wie die entsprechenden Werthe fiir J"(&h), J*+*(&h) substi- | 


tuiren und findet so: \ 
b b b 
F ; t= - “sin (w— &)h dx —}\r+1 *cos (w+ §)h dx 
b—s b+é 
ot. {fee (__gjets [cove _ dy _). 
nVé J y  Vy+é < ei J y Vy—t 


uv 2é 
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Wenn nun h/ unbegrenzt wiichst, so kénnen die Integrale nach 
bekannten Dirichlet’schen Siitzen bestimmt werden; ersteres nach 
(10) des § 1., letzteres nach dem Satze, dass 


b 
lim {Fw cos (hy)dy = 0, 


wenn die Function F’(y) zwischen den Grenzen endlich bleibt, oder 


wenn sie unendlich wiichst, doch in so geringem Grade, dass {Fw dy 
. . e 
endlich bleibt. 


© 


Ks ergiebt sich also 


b 


: ‘ — 1 
(3) lim fo (,h) dew st, t>¥>@. 
e «5 
Ebenso findet man: 
» 1 ” be hy dy ("one hy dy | 
Y(2,h)\da——. f ‘ : J one = —s_\ 
0 ' 0 a+s; 
wenn § > a> 0 und somit: 
(5) lim fo(@,h) da = si , SraS si, 
: 2 


Wenn die untere Grenze im Integral Null ist, so ist vorstehender 
Beweis nicht mehr statthaft, da dann an derselben jene semiconver- 
genten Entwickelungen nicht mehr vorgenommen werden kénnen. Um 


Ss 
auch in diesem Falle den Grenzwerth von fo (x, h) dz zu bestimmen, 
e 
0 


so sei @ eine solche mit » unendlich abnehmende Griésse, dass zwar 
ah unendlich wiichst, aber in geringerem Grade als /h. Dann kann 


s 


man in fo, h)dz die semiconvergente Entwickelung anwenden, und 
e 


die Gleichungen (4), (5) benutzen, da allerdings in dem letzten Inte- 
grale in (4) die Function unter dem Integralzeichen wiichst, jedoch 


° d 
in der Weise, dass } roar endlich bleibt fir y =a + £ und ein ab- 
nehmendes a. Es bleibt somit noch das Integral f zu bestimmen. 
0 


Nun giebt aber der bekannte Mittelwerthsatz, wenn man ihn auf die 
Theile von ® (x, h) anwendet: 
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n n+1 
Se 1 &@h ——— ; 


JO @,h)da = ah a a 


worin «, « gewisse Mittelwerthe bezeichnen. Nun nimmt aber J"(§/), 
; : pe PF 
J"+1(&h) mit wachsendem h ab, wie Vii ah aber, wie vorausgesetzt, 


in niedrigerem Grade als Yh, und es wird so, da die anderen Facto 
ren jedenfalls nicht unendlich wachsen, vorstehendes Integral sich der 
Null nihern, so dass der Satz (5) auch fiir a = 0 bestehen bleibt. 

Die Gleichungen (4) und (5) lassen sich nun in den Satz zusam- 
menfassen:: Wenn b > a> 0 ist, so ist: 


b 1 
(6) tim fo (2,h) dz =f", 


0 
je nachdem & zwischen den Grenzen a, b liegt, oder ausserhalb. Fiillt 
J S ? 56”) 


— mit einer der Grenzen zusammen, so ist der Werth also das 


1 
2g? 
arithmetische Mittel aus den Sprungwerthen an dieser Stelle. Doch 
ist dabei, wie selbstverstiindlich, § > 0 angenommen und der Fall 
— = () ausgeschlossen. 

Wenn es sich nun weiter um die Bestimmung des Grenzwerthes 


von dem Integrale 
b 


Je {(w) ® (a, h) dx 
a 
handelt, wo f(a#) eine ganz beliebige stetige oder unstetige Function 
ist, so konnen hier die Principien angewandt werden, die Hr. du Bois- 
Reymond vor einiger Zeit in einer schénen Abhandlung*) gegeben 
hat und die wesentlich beruhen auf folgendein 
Lemma: Wenn F(x), p(x) endliche Functionen sind, F'(a) in 
dem Intervalle von a bis ) entweder nur zu- oder nur abnimmt, so 
kann man 
$ 4 
{F@) p(x)dx = Fi a) fo(e)de + (Fb) F(a)) M 
e 
a Pr 
setzen, wo M zwischen dem kleinsten und gréssten Werthe liegt, den 
b 
So(ajdx, wenn « von @ nach 6 variirt, annimmt und daher durch 
M 


b 
Je(a)dx, wow einen gewissen Mittelwerth zwischen a und b be- 
Fad 


*) Crelle’s Journal Bd. 69, p. 82. 
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6 
deutet, ersetzt werden kann, wenn f{g(x)dx eine stetige Function 
von « ist. ‘ 


Danach hat man, wenn & nicht in dem Intervall von a bis b liegt: 
b b b 


J 2 f(a) (ah) de— af(a) { (@,h)dx + (0f(0)—af(a)) fe (a, h) dz, 


a 


b b 
und da bei unendlich wachsendem h nach (6) die Integrale [, [®(x,h)da 


verschwinden, so hat man: 
6 


(7) lim Je f(a) P (a, h)dxa=0. 


a 


Ebenso hat man: 


< 


fette) (@,hax = Ef(8) fO(@, I) de + (afla) — EF) M, 


wo M «zwischen dem grdssten und kleinsten Werthe liegt, den 


a 
{%(a,h) dx annimmt, wenn wu von & bis a@ variirt. Mit unendlich 


te 


wachsendem h wird der Werth, den dasselbe fiir « = & annimmt, 
- und sein Werth fiir w > & die Null, so dass M jedenfalls end- 


lich bleibt. Man hat somit: 


tim f xf (2) ®(2,h) ax = 4 /(&) + (af(a) — Ef(E)) lim M. 


Addirt man hinzu (7), so ist: 
b 
lim [ xf(@)o(@,h)dex = 4 /(&) + (af(a) — ef()) lim M, 
und somit alle Glieder von a unabhiingig, ausser (af(a) — § f(&)) lim M, 
das somit auch von a unabhiingig sein muss, was nur mdglich wird, 
wenn es ganz verschwindet. Somit hat man: 
b 
(8) lim fore) O(a ,h) da = 4 f(§). 
2 


. 


Mit (7) zusammen gelangt man so zu dem Satze: Wenn b>a>0, 
so ist der Grenzwerth: 


V/ (6) 
( ? 


(9) lim fx f(x) ® (@,h) de = 
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je nachdem & innerhalb des Intervalles a, b oder ausserhalb liegt. Feaillt 
— mit einer der Grenzen zusammen, so ist der Werth des Integrales das 
arithmetische Mittel aus beiden Sprungwerthen, niimlich 4 [(&). 





Der Fall § = 0 ist hierbei bis jetzt ausgeschlossen, und es muss # 
das Integral (9) in diesem einer besonderen Betrachtung unterworfen 
werden: 

Ist » >0O, so wird nach (2): O(a, h) =O und daher 


b 
fx f(x) (x, h)dx = 0. 


are 


; 

Wenn aber speciell x»=0, so wird fiir 50: O(7,h)=h £ =, also: 

5 b 
fx [(@) O(a, h)dxa=h {re J'(ahjdz. 
Da nun nach (1) pag. 473: hfd\(ha)de = —dJ(hx), so hat man 
nach obigem Lemma: 
b 
h f a) I* (ue) de {(a){J(hb)—J(ha)' — {f(b) f(a) fd (hb)—J(hw)} . 
Ist nun a > 0, so verschwindet die rechte Seite mit wachsendem h: 
b 
lim h {rvw) J'(ha)dx =0. 

Ist aber die untere sien Null, so wird: 





h f(a) J'(ha) = {(0) {1— J(ha)} — {f(a)— £(0)} {J(ha)— J (hu)}, 


also mit unendlich wachsendem ih: 
lim h f fed x) dx = f (0) — (f(a) — £(0)) lim {J (ha) — J(hu)}, 


woraus man wie oben: 


lim hf f(a) I\(ha)dx =f) 


ableiten kann. 
Es ist also fiir § = 0 und n= 0 


b i 


(10) Jefe, nae =|" 


#() ? 


je nachdem a > 0 oder a= 0. 
Setzt man nun in (9) statt ®(v,h) seinen Werth aus (1), so 
findet man das Integral: 





sO 
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6 h 
(11) lim fo f(e) f yI*(y2) Inysdy =F ®), 


welches wir in § 1. vorliufig aufstellten, in strenger Ableitung. Man 
hat hierin die Integration nach y zuniichst auszufiihren und die variable 
Grenze h einzusetzen, dann nach # zu integriren, die Grenzen a, b 
einzusetzen und endlich # ins Unendliche wachsen zu lassen. Wenn 
{(#) innerhalb des Integrationsintervalles immer endlich ist, so kann 
man die Integrationsordnung umkehren und schreiben: 


futueray fafa iny2)de =f), 


0 


Ks ist bis jetzt, wie es die Anwendung obigen Lemma’s forderte, 
in dem Intervall von a bis b, f(x) immer nur zu- oder nur abnehmend 
vorausgesetzt worden; es leuchtet aber ein, dass man das Integral so- 
fort auch auf Functionen ausdehnen kann, welche beliebig off vom 
Wachsen ins Abnehmen und umgekehrt iibergehen. Auch wird / (x) 
unstetig oder gar unendlich werden kénnen, wenn nur {f(x)dx end- 
lich bleibt. Ailes dies kann dahin zusammengefasst werden : 

Unter denselben Bedingungen, welche die Fourier’schen Integrale 
fiir Kreisfunctionen der Function auferlegen, ist das Integral, in dem 
immer b >a>O0, §&>0 


a 6 - 
. . F(§) 
(12) P Jum (y&) dy f «f(a J"(yx)dx) = } ‘ 
0 a 
je nachdem § innerhalb oder ausserhalb des Intervalles a, b liegt. Féaillt 
— mit einer der Grenzen zusammen, so ist der Werth 4 f(§). Nur 
wenn a =O, findet hiervon eine Ausnahme stutt, wenn —E=O mit dieser 
Grenze zusammenfillt, und zwar ist das Integral dann = f (0), wenn 
n=, dagegen = 0, wenn n> QO. 
Es theilt also fiir » > 0 das Integral (12) genau die Kigenschaf- 


ten des gewohnlichen Fourier’schen Integrales fiir Simus, im Falle 
n == die des Cosinusintegrales. 


Es bedarf kaum der Bemerkung, dass man unsere Integrale in 
ganz analoger Weise weiter behandeln kann als die gewéhnlichen 
Fourier’schen Integrale: 


? ‘ 
cos , cos 7 4 . 
. (yé . (yYeac= — 
J sin (ys) dy Jre@) sin \Y 2) 2 FG) , 
0 a 
nur dass eine der kormel 


Mathematische Annalen. VIII, 
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) b 
Jay fre cos y (x—&) dx = af (&) 


entsprechende Zusammenfassung jetzt nicht existirt. 
An Stelle von Gleichung (12) kann man ein Paar reciproker Glei- 
chungen schreiben: Wenn 
fof (x) J* (yx) dx = p(y) 
5 
gesetzt wird, so ist umgekehrt: 
- 
fue J" (yé) dx = f(a). 
0 
Nur Einer Anwendung unseres Integrales (12), die uns im Fol- 
genden von Nutzen sein wird, mag hier gedacht werden. Man kann, 
wenn 0 < § < a die Gleichung: 


(13) fy de(yt) dy fxI(ea) In(ya)de = Jn(ke), 
0 Q 


welche fiir ein reelles k direct aus (12) folgt, auch, wie man leicht 
sieht, fiir ein beliebiges complexes k in Anspruch nehmen. Die In- 
tegration nach # kann nun mittels (4) in § 1. ausgefiihrt werden und 
liefert , wenn 


aD 


fw ia (y§) dy = — f(a) - J" (k&) 


0 
gesetzt wird, aus (13) die Differentialgleichung: 


J" (ka) + f(a) 


OJ"(ka) py, \ 
."*s = 


a 
fiir f(a), die man auflésen kann, wenn man sich der Relation*) zwi- 
schen den Cylinderfunctionen erster und zweiter Art 
oY" («) od” (x) 
Cx 


r./ 2 
— . } 87) = 
Ox x 


(14) J” (x) 
erinnert; denn danach erhailt man: 

f(a) = 4{Y*"(ka) + Const. J*(ka)} , 
wo Const. zuniichst von a unabhingig ist, und es noch fraglich bleibt, 


ob und wie sie von den iibrigen Parametern § und k abhingt. Um 
nun in: 


*) S. vorstehende Abhandlung p. 458. 
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z J” \ J" (yi f rs 
(15) fy yoy (8) dy = —4J(k&) {¥"(ka) + Const. J*(ka)} 
5 d 
diese Const. weiter zu bestimmen, bemerke man, dass aus (12) unter 
der Voraussetzung § < a auch: 


(16) fy J” (ya)dy f xo (ka) J"(yx) daz =0 
5 0 
folgt, und wiederum durch Ausfiihrung der Integration nach 2: 
' oJ (ys) 
, , ; J* (ya) 2 
ad” (ké) f J” (ya) J” (y&) n (ht ‘ ok 
7 E . k Y y? RP dy —“— J . (i 5) y yp Ie dy = 0, 
0 0 


woraus 


» 
k | y . wee 6) dy == Const. J” (k&) 
0 

folgt und diese Const. von & unabhiingig ist. Vergleicht man dies 
mit (15), so sieht man, dass die Const. in (15) nicht von § abhiingen 
kann. Fiihrt man in (15) ki = &’, ka=a’, y=ky’ eim, so ver- 
schwindet k ganz aus dieser Formel, und Const. muss daher auch von 
k ganz unabhiingig eine numerische Const. sein, die wir in vor- 
stehender Abhandlung (p. 463) auf andere Weise = — ai bestimmt 
haben. 

Neben (13) und (16) besteht noch die Gleichung: 

2 : 
(17) Jus (ya)dy f vd (kx) J"(yx)dxz = $ Jka); 
3 0 

trotz dieser Unstetigkeit fiir § = a bleibt doch die Gleichung (15) auch 
fiir § =a bestehen, wie aus der absoluten Convergenz des Integrales 
und seiner daraus folgenden Stetigkeit hervorgeht. Die Unstetigkeit 
wirft sich ganz auf den Differentialquotienten dieses Integrales nach a*). 

Wird & reell und eine Wurzel der Gleichung J" (ka) = 0, so geht 
(15) vermége (14) in: 


7 J"(ya)Jd" (yé) — 1 J” (ké) 
8 s JS — i J” he n( fe = a . 
(18) fy yk dy § J"(ké) Y"(ha) ka J"! (ha) 
0 
iiber — ein Integral, von dem wir im Folgenden einen wesentlichen 


Gebrauch machen werden. 


*) Ausfiihrlicher ist dies oben (in § 3. der vorhergehenden Abhandlung) aus- 
einandergesetzt. 
31* 
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§ 3. 
Entwickelung von J"(yx) in einer Reihe mit Rest. 


Um die p. 475 besprochene Reihenentwickelung zu erhalten inte- 


griren wir: 
IMta) at 
J" (ta) t—y 


auf complexem Gebiete ¢ in positivem Sinne (d. h. umgekehrt wie der 
Zeiger der Uhr laiuft) um ein Filichenstiick, welches die Wurzeln 
+k,, +h,,----- x der Gleichung J*(ka)=0O und den Punkt t= y 
umschliesst. Nehmen wir a und y als positive reelle Gréssen an, so 
kann man als Integrationscurve etwa einen Kreis nehmen, der um 
t=O als Mittelpunkt beschrieben und so gross ist, dass er die Wur- 
zeln +-x noch einschliesst, nicht aber die niichsten; sein Radius h 
soll zwischen x und der niichstgrésseren liegen und von 


Fig. 1. 


| 


|-_——— —_———_ ——_ ——-— — 


-h —x ke 0 ky x h 
beiden um ein Endliches verschieden sein. Ebenso nehmen wir zu 
nichst an, dass y mit keiner Wurzel k zusammenfallt und y < hi ist. 
Dann haben wir nach den Principien der complexen Functionentheorie, 
wenn x von @ verschieden ist, das Integral iiber den Kreis 





2 +x 
1 J” (tx) at J” (yx) > J” (kx) 1 
: —_ — = == - = ? 
2 m1 J"(ta) t—y J” (ya) — od"(ka) *—y 
e ck 


wo in der Summe alle positiven oder negativen Wurzeln von J” (ka) 
bis k = -+- x zu substituiren sind, k=O aber nicht als Wurzel er- 
scheint. Zieht man die Summenglieder fiir -+- * zusammen, so findet 
man: 


(1) J" (ya) = 2 J*(ya) iz J” (kx) k it R,, 
r 


J" +! (ka) a y? 


wo die 2 tiber die positiven Wurzeln & bis k = x auszudehnen und 


. 
J*( a) by tx) dt 
R= “5% Ty 
210 J" (ta) t—y 
zu setzen ist. Letzteres Integral kann auf einen reellen Weg verlegt 
werden: Man kann nimlich jenen Kreis mit dem Radius h ersetzen 
durch das Integral iiber zwei der imaginiiren Axe parallele Gerade, 


welche die reelle Axe in den Punkten +h schneiden. Das Integral, 
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welches im Unendlichen jene Geraden gewissermassen verbindet und 
dazu dient, um den Integrationsweg zu schliessen, verschwindet, wie 


Fig. 2. 
+ ad 
¥| . \A 
if | SN I 
' WIA 
| 
| 
Lf 
] y ]| 
i ¥ i ge A 
d | 
Y t 





wie man aus dem asymptotischen Werthe von J"(h + zia) mit wachsen- 
dem z ersieht, der nach meinen Untersuchungen *) 


my, i 2 hai -+sa —da(n+d) 
" = ; 4 
JI*(h + zia) = V sae e's 3 
betragt; danach ist niamlich: 
J” (h+ziz) 


J*(h+ zia) 





aun ae eth(a—x)i g2(x a), 
x 


Wenn nin « <a, so nimmt dieser Quotient mit wachsendem 2 ex- 
ponentiell ab; ist «a, so bleibt er endlich. Beachtet man, dass 
J* 


e 


fiir entgegengesetzte Werthe von ¢ — = denselben Werth annimmt, 
(ta 


so sieht man, dass fiir x < a: 


R, —2" yo | f y "(ifeia) de 4 [i WFHia) as 
: 2m a J"(h-+zia) (h+2i)—y ) I*(—h+aia) (—h-+2i)—y 
gesetzt werden kann, oder, wenn man im letzten Integrale z durch 
— 2 ersetzt: 


+ 
| R, =~ Iriya) f ¢ Sie 22 
™ ‘ J"(h+zia) (h4ziP—y? 


ne REE gee TIRE eer 








— @ 


Dies Integral ist eine solche Function von h, welche sich nicht 
findert, wenn h zwischen zwei Wurzeln k variirt, das aber plotzlich 


' etteinepntawinnantaeeatannats 


*) §. diese Annalen Bd. I., p. 500. 
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seinen Werth andert, wenn h iiber eine solche Wurzel hinweggeht, 
und zwar dabei um eines der Glieder der Reihe (1) wiichst oder ab- 
nimmt. Ausserdem darf y dem Werthe h nicht wnendlich nahe kom- 
men, da das Integral sonst fiir ¢—( unendliche Elemente erhielte, 
Die Beschrankung aber, dass y auch keimer der Warzeln & unendlich 
nahe kommen solle, kann ohne Weiteres aufgehoben werden, da in 
dem Integrale, welches den einen Factor von J, bildet, in diesem 
Falle keine unendlichen Elemente auftreten und der andere Factor 
J"(ya) verschwindet. Es ist also R, =O und es reducirt sich, wie 
man leicht sieht, die Reihe rechter Hand in (1) auf J*(yz). Endlich 
ist w als positive reelle Grésse vorausgesetzt, und zwar « <a, weil 
sonst das Integral an der oberen und unteren Grenze nicht convergi- 
+2 0 


x 
. 7 J] 
ren wiirde. Zerlegen wir aber /} in | - und vereinigen diese 
e e 
eo L rT 


Integrale, so gestaltet sich F, in die Form um: 


(2) R, =} Jr (ya) fJ"(h+zix) h+2t J"(h—2i x) h—zi " dz, 


‘ "(hz a) (h+ziz—y? © J” (h—zia) (h—zijp—yth 
0 


welche einmal vor der obigen den Vorzug hat, dass die Function unter 
dem Integralzeichen eine reelle ist, andererseits auch fiir « = a stetig 
und convergent bleibt, da sich dann das Integral auf: 


@ © 


f h+2% aj h—zi a [. (h?-+- 2? — y®) dz 
F Ya+z2i— ¥? F (h—zi)?— yf dz = saad (Re 2— yet ahs 


0 0 


reducirt, in dem die Function an der oberen Grenze von zweiter Ord- 
nung unendlich klein wird. Ausserdem kann noch in diesem Inte- 
grale y=h gesetzt werden, da die unter dieser Voraussetzung fiir 
z =O entstehenden unendlichen Elemente sich in den beiden Gliedern 
der unter dem Integrale stehenden Summe gegenseitig compensiren. 


Es gilt also diese Form des Restes, welche wir, die beiden con- 
jugirten Werthe h+ zi=—r, h—zi=r’ setzend, 
@ 

1 J” (rx) r * (9° x) r 
(3) R, = J” (ya) { - = 2 > oa J Saare 7 2 \ dz 

- j J™(ra) "YH J™(r'a) T?- yw J 

0 

schreiben wollen, unter den Bedingungen, dass y<h, «<a und h 
zwischen x und der nachst grésseren Wurzel der Gleichung J*(ka) = 0 


liegt. 









WE Ms 












wo 





© 
> 
\ l , r i 
2) @. J" (ya [ 2 77, 
7 a ir—y J"(ra) 
oO ( 
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1) / f(a) JI" (yx\da= : Iriya) S 
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§ 4. 
Entwickelung nach Cylinderfunctionen. 


Wir bilden nun aus der fiir «<a giiltigen Gleichung (1) des 


vorigen §: 


e 
0 


9 


2 
4 


a a 


Ke—y? yt! (ka), 


wo nach (3) desselben §: 


[Vaeeseosire e)+cos(r x 0) }dx= 


0 


a a 


(7 @) 
) 


zu setzen ist. 
Es sind zunichst die hierin vorkommenden Integrale nach w in 


gewisse Grenzen einzuschlieszen, welche sich auf das Anwachsen des 
h beziehen. Dazu gehe man aus von dem Integrale 


Jefe) {Vr J* (rx) +) rJ*(r'x)} da, 
dessen Elemente jedenfalls reell sind, und denke sich h, also auch r 
so gross, dass J"(rx), J"(r’x) durch ihre asymptotischen Werthe er- 
setzt werden kénnen, und vorstehendes Integral demnach, wenn 
4 «(n+ 4) =o gesetzt wird, in: 


a 


iibergeht. Man zerlege nun dies Integral in Intervalle von der Groésse 


=> so dass der cos (hx — @) in jedem derselben sein Zeichen nicht 


aindert und genau dieselben, aber entgegengesetzten Werthe in auf 
einander folgenden Intervallen annimmt. Das Integral zerfallt so in 


ah ~ m ; ’ ‘ 
— Intervalle von der Grésse 7? deren Anzahl mit wachsendem h ins 


Unendliche wichst. Beachten wir jedoch, dass der Periodicitaét des 
cos (ha — @) wegen die Integrale grésser oder kleiner sind, je nach- 
dem /x f(a) (e* + e-**) grésser oder kleiner ist, so wird die Summe 
aller jener Integrale kleiner sein als die Summe der Integrale, welche 
iiber diejenigen Intervalle = erstreckt sind, in denen der letztere Factor 


sein Maximum erreicht, Wenn, wie vorausgesetzt werden soll, /(2) 
innerhalb des Integrationsintervalles nur eine endliche Anzahl von 


k 1 [cre J*(kx)dx+Q,, 


‘ FY \ r 1 : ’ 
J af(x)I™ra\da- r2— y? 7% (pq) J te J*(r x) a} 


V a V xf (x) (e+ -*) cos (he—) de 
0 












| 
| 
' 
i 
| 
| 
| 
| 
| 
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Maximis und Minimis besitzt, so ist dasselbe bei der Function 
Vx f(a) (e* + e-**) der Fall, und es kann somit das obige Integral 
auf eine mit wachsendem hk immer endlich bleibende Anzahl jener 


4 . . 
Intervalle =- reducirt werden. In jedem derselben kann man dann 


b+ - 
. G 
Jer@ {Yr 2-"—DI™ (rx) + Yr a-"-0I*(r'x)} da, 


e 
b 


weil der zweite Factor innerhalb des Integrationsintervalles sein Zei- 
chen behalt, nach dem gewoéhnlichen Mittelsatze behandeln, und findet 
zufolge der Gleichung: 


\ 1 \ f 
Je @—1) J*(rxz)da = — = g-e—1) Ja—1 (rz) , 


obiges Integral 


ee es 
~ h 
| J*—l(ra) J"—1(r' x) 
=M f g-w-nj aa) | 
je i e + Vx? 
4 


Dies Raisonnement ist jedoch nicht anwendbar auf die Elemente 
des obigen Integrales, welche der unteren Grenze nahe liegen, weil 
hier nicht die asymptotischen Werthe von J"(rx), J"(r' x) substituirt 
werden diirfen, und zwar wird dies so lange nicht geschehen diirfen, 
als «yr mit wachsendem yr endlich bleibt. Ist ¢ eine endliche Grosse, 
so ist also das Integral: 


fer) {Yr J*(r2) + Vr J*(r'x)} da 

r 
von dem obigen abzutrennen und besonders zu behandeln. Nach dem 

. . 7 2 . 
gewohnlichen Mittelsatze aber hat man, da Jodx =—— } 5 jenes 
Integral ri 
Cr Sy : ? Selaf a\* 
=—4 52 fH) WV rJ*(ru) +VrJd EF, 

wo w einen Mittelwerth zwischen 0 und . bezeichnet. Wie dieser 
nun auch beschaffen sein mége, es werden die beiden Glieder dieser 


‘ — = e 
Summe von der Ordnung r~? und daher fiir grosse r verschwindend 
gegen die Glieder von der Ordnung r~'! sein, in welche der andere 


Bestandtheil J zerlegt worden ist. 


r 
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Man kann danach: 


a 


” = , ¥) ju” lira) J*—'(r'a)\ 
af(x rJ" (rx) r J"(r'x)} da= >> M \-——.=— +— = 
[ALY P+ VF IMG a)} da— SIM) wt 
setzen, wo M ein mit wachsendem r jedenfalls nicht ins Unendliche 
wachsénder Werth und die Summe iiber eine endliche Anzahl Glieder 

auszudehnen ist. 
Ebenso wiirde sich 


; / (, ' Y age fJ*— (ra) , J*~ *(r'@) 
x a) j y a A ‘x)—V J (r'x)! Deans M far in . 7 @) 
frre (ra VY rxjypda >! ) Vi | Vz 


ergeben und daher: 
a 


: (2)I*(ra)de=. >’ 7J"~* ra) ar, J *(#'a) 
J -t¢ \I"(rx)\dx = Tr {a 7 41 N et, 


wofiir man auch, da J"~'(ra) niemals verschwinden kann (insofern, 
auch wenn ¢==(, die Grésse r= doch keiner Wurzel x gleich kom- 
men soll), der Einfachheit wegen schreiben mag: 


e 
0 


¢ n-tl,,, 
fof) de(ra)de = £# ¢) F (h, + 2%), 
wo F’'(h,-+ 27) einen stets endlich bleibenden Ausdruck bezeichnet. 
Setzt man ferner 

: n—1/,’ 

Jef Ir' ayaa a= mA F (h, — 21), 
so unterscheidet sich F'(h,-+ 2%) von F'(h,— 2%) nur durch Vertau- 
schung von r mit 7’, d. h. des Vorzeichens + 7% a: — 4. 
Mittels dieser W — folgt jetzt aus (2): 


n- 7 aa n—t 4 “ 
} Din shoo fF ro (ra) F (h, ee y=. (r’a) F(h, aed dz, 


"(ra) r= Jr o 





Wir multipliciren nun Gleichung (1) mit yJ”(y&) und integriren, 
wie dies erlaubt ist, zwischen den Grenzen y= und y=h, so er- 
halten wir: 


h a 
(4) [use yeay [x(a Inyx)ax 


h 


2%) & J" (ya) J" (y&) aia n (hex J 
—— 2 tha) 4 (gent ee dy: f afta (ka)dz+Sy, 
0 0 









et a ee 





| 





| 
| 
: 
| 
| 
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wo der Rest: 











(6) Ss = 1 fis fy =) F(h, + 2i)-y TENT Ob 
e "(ra) cea 
aac na ‘a) J"(ya)J"(yé) la, 
fe J"(ra F (h, - *¥ 7? ye { dz . 





Lassen wir nun x ins Unendliche wachsen, nicht stetig, sondern 
von einer Wurzel zur anderen springend, und entsprechend h, so dass 
etwa immer (h — x) einer constanten Grosse gleich wird, so erhialt 
die Summe in (4) x, also unendlich viele Glieder. Das Intetral linker 
Hand verwandelt sich dabei nach (12) in § 2. in f(&) oder 0, je nach- 
dem — < a oder > a. 


Wir untersuchen nun zuniichst den Rest (5). Ersetzen wir das 
Integral J nach ¢ durch J wo wir Z schliesslich = 0, 2, = 0 


werden hee, und betrachten, wie dies des unter den Integralzeichen 
verkiumnenden. h wegen nothwendig ist, auch h als eine endliche, zu- 
letzt ins Unendliche wachsende Grésse, so ist ohne Zweifel die Um- 
kehrung der Integrationsordnung erlaubt. Wir setzen dann, indem 
wir Gleichung (15) in § 2. benutzen, fiir a > § > 0: 


A 
(6) fy (ya) J”( (y§) dy= re) { ¥"(ra)— nid (ra Hf" ye ¥®) g 


r— y* 


und es handelt sich darum, letzteres Integral in Grenzen einzu- 
schliessen: Wir kénnen jedenfalls von Anfang an h so gross anneh- 
. 2) 
men, dass sich in / die J-Functionen wesentlich auf ihre asympto- 
h 
tischen Werthe reduciren, so dass man: 


we) T (v8) 1 { { (5 (a— sy ’ » f Bethe, | 
fr yor I~ Va | ee te ee is 


he h 





erhalt. Nun bemerke man, dass der positive und negative Theil des 
Integrales: 
2 
wos (tt 8) Y 
: =, ay 
J yaaa © ‘ 
h 
jedenfalls kleiner ist als: 
sin 


F cos (4 + §)¥ 


Ve—w+2?+ane > 
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in welchem Integrale statt {y’?—(h-++2i)?} der Modul dieser Differenz 
gesetzt ist. 

Man zerlege in letzteren Integralen das Intervall von h bis oo in 
einzelne Intervalle, von denen das erste, mit y = h beginnend, bis zu 
dem niichsten Werthe von y reicht, fiir den der Zihler des betreffen- 
den Integrales verschwindet. Von hier an zerlege man weiter das 
Integral in einzelne Intervalle, so dass der Ziihler in jedem derselben 
einerlei Zeichens ist. Diese letzteren Integrale bilden eine regelmissig 
alternirende und (des zunehmenden positiven Nenners wegen) abneh- 
mende Reihe, deren Gesammtsumme jedenfalls numerisch kleiner ist 
als das erste Glied. Dies erste Integral der reguliren Reihe, zusam- 
mengenommen mit dem von / bis zum ersten Nullpunkte des Zahlers 
erstreckten, wird aber jedenfalls numerisch kleiner sein als 

1 
Varin’ 
welches den Werth des gréssten Moduls in dem ganzen Intervalle von 
h bis oo darstellt, multiplicirt mit einer gewissen endlichen Grdsse, 
und wir kénnen daher: 


y “a 
soe (4 8) Y i: 
‘ Viy—R+22+4e2 Vetere 
h 


setzen, wo c¢ eine unter allen Umstinden endlich bleibende reelle 
Grésse bezeichnet. 

Setzen wir nun auch in (6) statt des ersten Ausdruckes auf der 
rechten Seite den Modul seines asymptotischen Werthes, so kann man 
den Modul des Integrales fiir grosse h: 


h 
° n n - 2 
(7) mod. J y g = $ Ba day ase congue : 
“—¥F 7 zV2+4h? 
0 


setzen, wo c eine immer endlich bleibende Grésse bezeichnet. 
Da nun in dem ersten Theile des Restes (5): 





h Se 
1 : ; , J*-'(ra) x d"(ya) I" (yé) 
(8) “~ fev f dz.- ~ J" (ra) I (h, + 42) .— 7 y? — 
0 Zp 
ne J"—' (ra) , , ’ . , 
die Gréssen — Fra” F(h,+ 2t), wie auch h ins Unendliche zu- 
ra 


nehmen mége, immer zwischen endlichen Grenzen schwanken, so 
kénnen wir dies Integral 


h Ze 
= u f dy fo y au 7 : 
0 % 






ser Se 





LT TT LT TT TN TT Ae Te a ae en et a saat entender ee REP Re PR on Ta TR STARR RT 
— oe 
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setzen, wo M eine jedenfalls endliche Grosse bezeichnet. Kehrt man 
hierin die Integration um und benutzt die Gleichung (7), so kann man 
das Integral (8) 


~~ 
N dz 
OY eV ake 
Zo 
setzen, wo auch N eine endlich bleibende Grosse ist. 
Der Grenzwerth dieses Integrales ist aber leicht zu ermitteln; denn 


man hat: 
__ dz be fess en! tue 1 VR 
J pe wane Vek Fale +28) - sh loge —s; log 22 4 


Was nun den letzten Logarithmus betrifft, so kann man ihn, 
wenn 4, schneller als # ins Unendliche wachsen soll: 


ses [V+(Z)+ Fh 


schreiben, welcher Ausdruck, wenn 2h : z,, endlich verschwindet, sich 


2h 
Lx 
auf 55, log 1 reducirt und Null wird. Wenn sich h in demselben 
Grade ins Unendliche entfernt als z,, so dass sich 2h: 2, einem 
endlichen Grenzwerthe nihert, so wird vorstehender Ausdruck wenig- 
stens durch das im Nenner stehende h verschwinden. 


Wichst h schneller ins Unendliche als z,, so dass _ unendlich 
abnimmt, so kann man denselben Theil 


1 V+) +1 


an ls Pm 
, 2h 
schreiben, der sich auf 
4h 1 1 
an 16 ey log 4h — ah 18 4x 


reducirt, und, wie man sieht, endlich auch verschwindet. 
Ferner wird: 
1 eg SX) 2}, \ 
sj oe { Va? + 4h? + 2h}, 
was auch 2, sei, mit unendlich wachsendem h verschwinden. 
, ; 1 —— 
Es bleibt nur das Glied aj, 108 % tibrig, welches, wenn man 2, 
oft 


eher zu Null abnehmen lisst, als 4 unendlich wachsen, dem Integrale 
unendliche Elemente zuzufiihren scheint. Es riihrt dieser Bestandtheil 
von dem Umstande her, dass in (8) fiir y= der Nenner den Factor 
# erhalt. Wir haben aber schon oben p. 486 darauf hingewiesen, dass 
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sich diese unendlichen Elemente im ersten und zweiten Theile des In- 
tegrales (5) gegenseitig aufheben. Das aber wird jetzt ebenso der Fall 
1 
2h 


sein und es werden sich die Glieder — log z, in der Summe (5) 


ganz zerstéren. 


Diese Betrachtungen sind ohne Weiteres auch anwendbar auf den 
anderen Bestandtheil des Restes (5) und fiihren daher zu dem Resultat, 
dass der Rest S;, mit wachsendem h unter alle Grenzen abnehmen wird, 
wenn @>§>O0. Dieselbe Behauptung im Falle § =O wird durch 
eine Untersuchung des jetzt modificirten Integrales (6) ohne Schwierig- 
keit dargethan. 


Unter denselben Voraussetzungen niihert sich daher die Summe 
in (4): 


h 


a 
x 7 a) 
2 “XY k J" (ya) J” (yé) . 
Qg f Y JD ° ~ 7 e n cx x ‘ 
(9) = > F**ige J y 2 —y dy ; u f(x) I" (ka) de , 


0 0 
wenn § <a, mit wachsendem x und h unbegrenzt dem Werthe /(&). 
Die Coefficienten aber kénnen noch weiter bestimmt werden; denn mit 
Hiilfe von (18) in § 2. hat man: 


h 


% J" (ya) J" (yé) 
fy "Wor 


1 


(ya) J 96) 
ka ae + fre ke ly. 


Zur Bestimmung des letzteren salen kann man jetzt, wo k 
reell ist, @in ganz iihnliches Verfahren als vorhin fiir ein complexes 
y einschlagen und erhiilt so: 


dy = 


0 


: J" (ya) J" (yé) € 
fy y? — kt dy = ao.” 


e 
A 

wo ¢ jedenfalls eine endliche Grésse ist. Dadurch verwandelt sich die 

Summe in (9) in: 


x 
2 k fi J*(kE) 
10 imran : - k (a ) I" (ka) dz. 
( ) a “a jn ! (ka) Lka J™+1 (ka) h? / 


Man kann nun wie oben: 





a 


fe f(a) JI*(ka)da = 
0 
setzen, wo F'(k) eine mit wachsendem /& immer endlich bleibende 


Function ist, und hat daher: 


<i _ F(k) 
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a 


x o td 
2 k c z ios alo 1a J™— (ka) eF(k) 
(11) a ma ht? — a fer #) J (kit) dar= a a JI*+l (Ka) he eo 
‘ ( 


Vergleicht man nun diese Reihe mit der aus dem wnendlichen 


Producte: " 
—n Ja( - ae h? 
(ah) (ah) [] (1 a) 


durch logarithmische Differentiirang nach h folgenden Reihe: 


a J"™*t!(ah) = Nv 1 
2h sah) me RO’ 


die, wenn h, ohne je eine Wurzel & zu beriihren, ins Unendliche wiichst, 
zu Null abnimmt, so sieht man, dass ein Gleiches auch von der Reilw 
(11) gilt. 


Aus (10) folgt nun, dass sich 


a 


x . 
© J" 
4 >’ > __(né) — [ 2f(x)I*(ka)aa 
a y [J***(ka);° 
k = . 
0 


mit wachsendem x der Grenze /{(§) niihert, und es ist daher fiir jede 
Function f(§) in dem Intervalle a > § > 0 die Entwickelung: 


‘ ‘ J" (ké . n 
(12) f@—2 Ss oa aaP / xf(x)J" (kx) dx 


statthaft, worin die Function f(§) in Bezug auf ihre zulissigen Un- 
stetigkeiten ganz denselben Bedingungen unterliegt, unter denen 
Dirichlet die nach trigonometrischen Functionen fortschreitenden 
Fourier’schen Reihen erwiesen hat, nimlich, dass f(#) in dem In- 
tervalle von 0 bis a weder unendlich viele Unterbrechungen der Ste- 
tigkeit, noch unendlich viele Oscillationen hat, an den Unstetigkeits- 
stellen f(§) das arithmetische Mittel der beiden Grenzwerthe darstellt, 
denen sich f(é-++ 6) niihere, und nicht so unendlich wird, dass [f(«)dx 
zu convergiren aufhorte. : 

Fiir § = @ hort die Gleichung (12) zu gelten auf, indem sich die 
rechte Seite auf Null reducirt. Dasselbe findet fiir § — 0 statt, wenn 
n>0O. Im Falle n =O aber stellt die Reihe fiir § —0O auch noch 


den Werth /(0) dar. 


Tiibingen, 16. Mai 1869. 














Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde. 
Zweiter Aufsatz*). 


Von M. Néruer in Erlangen. 


Seit der Veréffentlichung meines ersten Aufsatzes im II. Bande 
der Mathem. Annalen hat die Theorie des eindeutigen Kntsprechens 
algebraischer Curven und Flichen von mehreren Seiten her Erwei- 
terungen oder Ergiinzungen erfahren. In diesem Aufsatze sollen nun 
dieselben, soweit sie in meiner in den Gdttinger Nachrichten vom 
Februar 1873 enthaltenen Note**) gegeben sind, ausgefiihrt und ausser- 
dem die Beziehungen zwischen den verschiedenen Arbeiten dargelegt 
werden. 

Diese Arbeiten gehen nach zwei Richtungen hin: die einen be- 
schiftigen sich mit der Aufstellung von numerischen Transformations- 
relationen, in welche die Ordnungs- und Singularitiitenzahlen der beiden 
auf einander bezogenen Gebilde eingehen , die andern untersuchen solche 
zu einem-Gebilde gehérige F'unctionen, welche in Bezug auf das trans- 
formirte Gebilde in analog definirte Functionen iibergehen. Wenn die 
letzteren Definitionen unter Umstiinden illusorisch werden kénnen, in 
welchen die ersteren Relationen noch bestehen bleiben, so liefern die- 
selben dafiir im Allgemeinen die geometrische Bedeutung der Zahlen- 
combinationen, aus welchen sich diese Relationen zusammensetzen. 

Von den Arbeiten der ersten Richtung sind zunichst die geometri- 
schen Untersuchungen von Hrn. Zeuthen**) wichtig. Indem derselbe 
zwei sich entsprechende Curven in eine Ebene legt und durch Ein- 
fiihrung einer Hiilfscurve auf einander bezieht, gelingt ihm die Her- 
stellung des Criteriums der Gleichheit: des Geschlechts in der einfachsten 


*) S. den ersten Aufsatz Mathem, Ann. II, p. 293. 
**) p, 248: ,, Ueber die algebr. Functionen. Note V: Zwei neue Criterien des 
eindeutigen Entsprechens algebraischer Flichen.“ 

**t) Mathem, Ann. III, p. 150: ,,Nouvelle démonstration de théorémes sur les 
séries de points correspondants sur deux courbes‘‘, und Mathem. Ann. IV, p. 21: 
Etudes géométriques de quelques-unes des propriétés de deux surfaces dont les 
points se correspondent un-a- un,“ 
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Weise*). Die Abhandlung im IV. Bande der Annalen enthilt die 
Verallgemeinerung desselben Gedankens auf Fldchen, wobei sich nicht 
nur die numerische Gleichung, welche die Gleichheit des Flichen- 
geschlechts ausdriickt, sondern noch eine zweite neue Gleichung ergiebt. 
in welche freilich ein scheinbar von den Transformationsausdriicken 
selbst abhiingiges Glied eingeht. 

Ferner hat Clebsch, wie mir Hr. Brill nach einem von Clebsch 
hinterlassenen Fragment eines Vorlesungsheftes iiber A bel’sche Func- 
tionen mitgetheilt hat, durch Betrachtung der Zerlegung einer Trans- 
formation in zwei successive einen einfachen Beweis des Geschlechts- 
satzes fiir Curven abgeleitet. Ich werde diesen Beweis, unter Aus- 
dehnung auf héhere singuliire Punkte einer Curve, hier (§ 1.) mit- 
theilen. Wenn man denselben in der hier gewihlten Form darstellt, 
so bemerkt man, dass er nichts anderes als die algebraische Formu- 
lirung des Zeuthen’schen Beweises ist. Auch die Verallgemeinerung 
des algebraischen Beweises auf Fliichen, die ich in den §§ 3.—6. 
durchfiihre, stimmt im Wesentlichen mit dem Zeuthen’schen Ge- 
dankengange iiberein, dessen Resultate, von anderer Seite betrachtet, 
hier wiedergefunden werden. 

Der Grundgedanke dieses algebraischen Beweises des Satzes fiir 
Curven hat mich noch auf einen weitern solchen Beweis (§ 2.) gefiihrt, 
der ebenfalls einfacher ist als der algebraische in dem Werke von 
Clebsch und Gordan. 

Die zweite Richtung schliesst sich an den Geschlechtsbegriff an, 
welcher fiir Curven von Hrn. Brill und mir, Mathem. Ann. VII**), 
entwickelt worden ist. Dem Invariantencharakter der einer Curve 
nm Ordnung ,adjungirten* Curven (n—3)'*" Ordnung analog, existirt 
eine Beziehung fiir die Flichen (m —4)'*" Ordnung, welche einer Fiche 
n'* Ordnung ,adjungirt“ sind. Die Identitiit, welche diese Beziehung 
ausdriickt, ist dieselbe, auf welche ich auch in dem ersten Aufstze 
gefiihrt werde; wesentlich ist jedoch, dass diese Gleichung hier an die 
Spitze der Untersuchung tritt. Da der Beweis durch den in Mathem. 
Ann. VI***) gegebenen Satz, welcher auch hier als ein fundamentaler 
auftritt, wesentlich vereinfacht wird, und ferner einige aus dem Be- 
weise der Gleichung folgende Verhiltnisse zu betrachten sind, so habe 
ich deren Ableitung nochmals durchgefiihrt (§ 9). 


*) Fiir Curven war derselbe Beweis auch von Bertini, Giorn. di Matem, VII, 
gegeben worden. 
**) p. 269: ,,Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in 
der Geometrie,“‘ 
***) p. 351: ,,Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Func- 
tionen.* 
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Aus dieser Identitiit folgen ausser der Gleichheit des Flichen- 
geschlechtes p fiir p > 1 noch zwei weitere Criterien, die Gleichheit 
zweier weiterer Zahlen p") und p®, zwischen denen jedoch eine /iir 
alle Fiille giiltige lineare Relation besteht, so dass ich nur fir die 
erstere Zahl eine Bezeichnung ,Curvengeschlecht* wihle. Das durch 
12 p —p™ gegebene Criterium ist, numerisch ausgefiihrt, im Wesent- 
lichen identisch mit der zweiten der oben erwihnten Zeuthen’schen 
Relationen. Ein Unterschied jedoch besteht darin, dass an Stelle des 
von den Transformationsausdriicken abhiingigen Gliedes der letzteren 
ein Glied tritt, das sich auf ,ausgezeichnete* Curven der Flaichen, 
die sich im Voraus angeben lassen, bezieht. Diese zweite Relation 
hat also die merkwiirdige EHigenschaft, sich, wie die erste, als ein 
Criterium der Transformirbarkeit auffassen zu lassen (§ 10.—12.). 

Endlich giebt der § 13. eine Ausdehnung dieser Betrachtungen 
auf algebraische Gebilde von 3 Dimensionen, § 8. Untersuchungen iiber 
das Geschlecht einer Rawmcurve durch Aufstellung von Flichen, welche 
derselben ,,adjungirt* sind. 


$ 1. 


Ueber Clebsch’s Beweis des Geschlechtssatzes bei algebraischen 
Curven. 


Clebsch hat fiir den Beweis des Satzes von der Erhaltung der 
Geschlechtszahl p bei eindeutiger Transformation einer Curve den fol- 
genden einfachen Gedanken ausgesprochen: 


m, 


: ' ; he mn —— . 

Die Transformation der Gleichung f(s, z) = 0, in der s bis zum 
ne", zg bis zum m'" Grade ansteigt, zerlege man in zwei successive, 
indem man zuniichst eine rationale Function 6 von s und ¢ an Stelle 


von s, sodann in der resultirenden Gleichung f’(6, 2) = 0 eine zweite 
rationale Function £ von 6 und ¢ an Stelle von z einfiihrt. Betrachtet 
man bei der ersten Transformation s, beziiglich 6, als Function -von 
z, so bleibt die Zahl n, sowie die Anzahl w der Verzweigungspunkte 
der tiber der z-Ebene ausgebreiteten Riemann’schen Fliche, welche 
s und o darstellt, unveriindert. Analoges findet fiir zwei Zahlen m’, 
bei der zweiten Transformation statt, wenn man ¢ als Function von 
6 betrachtet. Man hat daher nur nachzuweisen, dass eine Combination 
der beiden Zahlen », @, welche der Auffassung von o als Function 
von z zugehéren, sich nicht findert, wenn man statt dessen z als 
Function von 6 auffasst, um in einer solehen Combination 


(p = > —n4+1=2—wm +1) 


eine fiir die ganze Transformation invariante Zahl zu erkennen. 
Mathematische Annalen, VIII, 32 
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Ich fihre hier diesen Gedanken in etwas anderer und verallge- 
meinerter Form durch. Die gegebene Curve habe, in homogenen Co- 
ordinaten, die Gleichung f(z,x,7,) =, und diese gehe vermiége der 
Transformationsformeln und deren Umkehrung 

Yi = Yr? Ys = Pi (©) = Po(2) : Ps (2) » 
Hy? Ly? Ly = Y,(y) = Y.(y) = Ys (Y) 
tiber in /,(¥,y¥.Y3;) = 9. Wir schalten in diese Transformation eine 
Curve [ (2, 2)2,) = 0 ein vermittelst: 
2, 2 Sy = D(X): Mo(2) 5 Bo 2 fy == 2,243, 
so dass man auch fiir den Uebergang von /’(z) =O in f\(y) = 0 die 
Formeln erhilt: 
4,24, =% 2 925 fy: 23 = Yo(y) 2 ¥5(y) - 

Bei der ersten Transformation, zwischen f und /’, entsprechen 
sich der Schnitt von f mit dem Geradenbiischel x, + 4x,—0O und 
der Schnitt von f’ mit dem Geradenbiischel z, + 42, = U eindeutig. 
Die Anzahl m der beweglichen Schnittpunkte einer Geraden des ersten 
Biischels ist also dieselbe wie die des zweiten Biischels. 

Sei weiter @ die Anzahl aller derjenigen Geraden durch den Punkt 
P (a, = 2, =), welchen bei der Transformation Tangenten an /” 
entsprechen kénnen; also die Anzahl der Geraden durch P, welche f 
entweder in einem nicht in P fallenden Punkte beriihren oder durch 
einen nicht in P liegenden Riickkehrpunkt von f gehen. Wenn 
einen héhern singuliiren Punkt ausserhalb P besitzt, so sind fiir diesen 
in @ so viele Geraden einzurechnen, als ihm bei einer Transformation 
iiberhaupt Tangenten entsprechen kénnen; wobei an P unendlich nahe 
herangeriickte vielfache Punkte auch als ausserhalb P liegend zu be- 
trachten sind. 

Sei nun @ die analoge Zahl in Bezug auf f’ und das Geraden- 
biischel durch P’(z,—=2,=0). Die Hindeutigkeit der Transformation 
ergiebt 

a = @. 

Aehnliches gilt fiir die Transformation von /f’ in f, und fiir die 
sich hierbei entsprechenden Geradenbiischel 2,+4-u2z,—=0 und y,+- wy,—0. 
Die betreffenden Zahlen seien n, und w,. Wir wollen zeigen, dass 


o a 
 ~ So 2 — #, 
. . @ Mos ” os 
ist, dass also die Zahl — —xn, welche fiir f’ dem Geradenbiischel 


durch P’ zugehért, bei Verlegung des Scheitels des Biischels in einen 
beliebigen Punkt P,’ (oder, was dasselbe ist, fiir eine beliebig linear 
transformirte Curve f’ ohne Aenderung des Geradenbiischels) unver- 
iindert bleibt. 
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P’ sei ein i-facher, P,’ ein i,-facher Punkt von /’. Nun ist die 
oben definirte Zahl @ fiir ein Biischel mit dem Scheitel in dem 7-fachen 
Punkte P’ um 27 kleiner, als fiir ein Biischel, dessen Scheitel ein 
ausserhalb der Curve gelegener Punkt ist. Dieses findet auch dann 
statt, wenn P’ ein beliebig singulirer Punkt ist, wie eine einfache 
Transformation, welche den singuliiren Punkt P’ auflést, ergiebt*), 
Ist z. B. P’ ein gewdhnlicher Riickkehrpunkt, so modificirt derselbe 
die Zahl @ fiir die beiden Biischel nur wie ein gewdhnlicher Doppel- 
punkt. Hieraus folgt fiir den Uebergang von P’ zu P,’ die Beziehung 


a, +2%,—a-+ 27 
m +t4=—=n+1, 


so ergiebt sich die zu beweisende Relation. 


und da weiter 


Die Curve /” wird, wenn /, /, bez. von den Ordnungen , », und 
keine besonderen Coordinatensysteme zu Grunde gelegt waren, von der 
Ordnung » + »,, mit einem »,-fachen Punkte in P’, n-fachen Punkte 
in P,’, die keine besondere Singularitiit zeigen. Diese Curve ist genau 
die Zeuthen’sche Hiilfscurve, von der Zeuthen zum Beweise des 
Geschlechtssatzes auf doppelte Weise die Classe aufsucht, was mit 
unserem Verfahren im Wesentlichen iibereinkommt. Unsere Modifi- 
cation des Zeuthen’schen Verfahrens liisst sich auch bei mehrdeuti- 
gem Entsprechen von Curven ebenso durchfiihren. 


> 4 
§ ) 


Neuer Beweis des Geschlechtssatzes bei Curven. 


Die Betrachtung von Beriihrungscurven fiihrt noch auf einen an- 
dern Weg zur Aufstellung des Satzes von der Erhaltung der Zahl p. 
Wir vergleichen in Bezug auf die beiden Curven 
f(z) =0, f(y) =0, 
die wieder durch die Formeln 
Yr? Y22 Ys = Pi (&) = Py (X) = Ys (2) 
eindeutig auf einander bezogen seien, direct das Geradenbiischel 
Layit+da LD By, =O 
mit dem ihm entsprechenden Curvenbiischel 
LSagt+a~aLpg—O, 
indem wir die Beriihrungscurven beider Biischel aufsuchen, wobei wir 
aber die Zahl der ,,Beriihrungscurven* in demselben Sinne, wie in § 1. 


*) §. die Note in den Gétt. Nachr. vom 7, Juni 1871, p. 267. 
32* 
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die Zahl w, auffassen, also eine durch einen Riickkehrpunkt gehende 
Gerade des ersten Biischels mit einziihlen. 


Seien die Ordnungen von /, /, bez. m und m,; die g;, von der 
Ordnung s, mégen durch jeden i-fachen Punkt von f j-fach gehen 
und ausserdem a feste einfache Punkte auf f besitzen. Man hat dann 
zuniichst 

nm, =sn— Lij—a, 
und fiir die Zahl der Beriihrungsgeraden des ersten Biischels mit f,, 
wenn man die vielfachen Punkte von f, als 7,-fache Punkte bezeichnet: 
a= n,(n,—1) — 21, (2, —1). 

Um die Beriihrungspunkte der f beriihrenden Curven des zweiten 
Biischels zu finden, hat man die Functionaldeterminante D der di.i 
Functionen f, 2 «;9;, 2 B:q; aufzustellen und den, nicht in die festen 
Schnittpunkte von f mit allen @ fallenden Schnitt von f=0, D=0O 
aufzusuchen. Nun ist D von der Ordnung » — 1+ 2(s—1), und 
D =0, f= 0 treffen sich in jedem der @ festen Punkte zweipunktig, 
in einem i-fachen’ Punkte von /, der j-facher Punkt fiir die ist, 
i(¢-+2j— 1)-punktig, wie wir sogleich zeigen werden. Daher ist die 
Zahl der Beriihrungscurven 

@=n(n-+ 2s—3) — LiVi+2j—1)—2ea. 
Die drei hier gefundenen Beziehungen liefern durch Elimination von 
@ und sn — ij — @ sogleich die gesuchte Gleichung: 
n(n — 3) — Li(i — 1) = n, (n, —3) — Li, (4, —1). 


Das Verhalten der Functionaldeterminante D in einem singuliren 
Punkte von f erkennt man aber direct, indem man die Glieder niedrig- 
ster Ordnung von J fiir diesen Punkt bildet. Fiir einen solchen Punkt 
(x, = x, = 0) sei, nach aufsteigenden Potenzen von x, geordnet: 


f x3 *fi (4%) +-+--, 


2 a; Mp; = T-IY;j(%,%,) +--+, 
Z Bi Vi = UI Yj (LX) +--+, 


wo /; eine homogene Function i‘ Ordnung in z,, x, bedeutet ete. 
Dann wird das Glied niedrigster Ordnung in 2,, x, fiir D: 
wef, (a) ae—‘f;' (ae) (n—i)an—*—! f 
x, —g wW; (2) xs j vy; (25) (s —j xs j—!l w; ; 
s—ju’ (a —jm’ . \ys—j—l 
x34; (%) *3-% 4; (42) (8 —9) 5-9 -" 4; 


oder, indem man in der letzten Verticalreihe y;, 4, zerstért, pro- 
portional mit 
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(jm — is) (22) « {5 (0) 4) (ha) — 8; dj HD} - 
Hieraus folgt, dass D =O den Punkt (#,—2x,—0) zum ((+2j —2)- 
fachen Punkte hat, wobei i Tangentenrichtungen mit denen von f=0 
zusammenfallen. In dem besondern Falle jn — is =O erhilt D=0O 
einen (¢-++ 27 — 1)-fachen Punkt. In beiden Fillen tretfen sich D=O, 
f=0 in (a, =a#,=0) i(¢-+ 2j —1)-punktig. Dies wird dadurch nicht 
geiindert, dass mehrere der Tangentenrichtungen in dem i-fachen 
Punkte von f zusammenfallen kénnen; wohl aber kann eine Modifi- 
cation. eintreten, wenn bei f auch die Glieder héherer Ordnung in 
%,, %, als der 7, Singularitiiten zeigen. Man hat aber dann nur 
den singuliiren vielfachen Punkt von f aufzufassen als eine Reihe von 
(zusammengeriickten) gewoéhnlichen vielfachen Punkten, wie sie sich 
durch eine eindeutige Ebenentransformation ergeben, und die obige 
Zahl der Schnittpunkte auf jeden dieser vielfachen Punkte, als ob sie 
getrenut liigen, zu beziehen; denn bei einer eindeutigen Transformation 
gehen Beriihrungscurven in ebensoleche, und eine Functionaldetermi- 
nante dreier Curven in eine solche der transformirten Curven iiber. 
Dieselbe Auffassung der singuliiren Punkte gilt in der bewiesenen 
Gleichung auch fiir das Glied 27, (7, — 1). 
Die in § 1. durch die Formel 
p= < — (n—1) 
und in diesem § durch die Formel 
p = 4 (n—1) (n—2) — § Vie —-1) 

numerisch aufgestellte Zahl p fiir das Geschlecht der Curve f ist un- 
abhingig von der Lage der vielfachen Punkte von f; sie stimmt daher 
iiberein mit derjenigen Zahl p, welche in dem Aufsatze von Hrn. 


Brill und mir*) durch den Zusammenhang der Curve f mit ihren 
,adjungirten® Curven (n—3)'" Ordnung definirt worden ist. 


2 
vo. 


0A) 


Flachentransformation. 

Der Gedankengang des § 1., der auf Kinfiihrung von successiven 
Transformationen beruht, lisst sich direct auf algebraische Fldchen 
ausdehnen. 

Moégen die Flichen 


[(%@, 2% ,%,2,) = 0, A, YiY2Ys¥s) = Y 


eindeutig in einander iibergefiihrt sein mittelst der Formeln: 


*) Diese Annalen Bd, VII, p. 283. 
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Yi 2 Yo 2 Ys 2 Yy = P(X): Po(X): H3(x) = Yy(*) , 
Ly 2 Lyi Ly: X= WY, (y) : Wo(y) = wy (y) : Hy (y) - 
Wir ersetzen diese Transformation durch drei auf einander folgende, 
indem wir zwei neue Fliichen 
fo (E, §o &3 4) =0, 30% M2301) = 9 


mittelst der Formeln einschalten: 


wee 
ure 


> &y = 9 (2) = M(@) ; 
ae a | eee M3 > N= ¥3(Y) > YY)» 


ore 
ure 


22 S32 Sy Uo: Hei ty, 


= 


woraus noch weiter folgt: 
. . —— a) a? — "(£\ - "(t 
M22 =F 28,28), mt my =p.’ (8): 9, (8), 


1 = v(m)? ¥, (0) - 


—_ 
~ 
= 


9 


oder 


or 


oe 


» 


Jede dieser 3 Transformationen (#&), (Em), (yy), durch welche 
die gegebene (xy) ersetzt worden ist, hat nun die charakteristische 
Kigenschaft, dass immer ein Ebenenbiindel existirt, welches in Bezug 
auf die transformirte Fliche wieder in ein soleches, und zwar linear, 
iibergefiihrt wird. 

Hierbei wird also weiter der in dem ersten Biindel enthaltene 
Tangentenkegel an die Fliche linear in einen ebensolchen an die trans- 
formirte Fliiche transformirt, und beide Kegel zeigen genau dieselben 
Singularititen. fFiigt man noch die Beziehungen hinzu, welche zwi- 
schen den Singularitiitenzahlen zweier Tangentenkegel existiren, die 
von zwei verschiedenen Punkten aus an dieselbe Fliiche gezogen wer- 
den, so erhilt man Beziehungen zwischen den Singularititenzahlen 
der beiden Fliichen f, /, selbst, die aber noch von der Art der Trans- 
formation abhingen kénnen. 

Dies ist, in etwas anderer Form, der von Hrn. Zeuthen in 
Mathem. Annalen IV eingeschlagene Weg zur Aufstellung von Trans- 
formationsrelationen. 

Insbesondere entsteht hier die Frage, ob sich allein aus den 
Pliicker’schen Zahlen des Tangentenkegels einer Fliche Combinatio- 
nen herstellen lassen, welche unveriindert bleiben, wie man auch den 
Scheitel des Tangentenkegels verlegen mag; oder aber, wenn das nicht 
der Fall sein sollte, ob es doch zur Bildung von Transformations- 
relationen geniigt, eine einzige der speciellen Transformationen zu 
betrachten. Da eine solche Frage an sich von Interesse ist, werden 
wir von diesem Gesichtspunkte aus den Zeuthen’schen Entwickelungen 
in der citirten Abhandlung folgen. Wir verweisen dabei, um Wieder- 
holungen zu vermeiden, direct auf einzelne Ausfiihrungen dieser Arbeit, 
und beschriinken uns auf den Fall, der zum Vergleich mit unsern 
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spitern Untersuchungen hinreicht, dass die Flaiche keine Riickkehr- 
curve und keine vielfachen Knotenpunte mit besondern Singularititen 
besitzt. 


§ 4, 
Beziehungen zwischen verschiedenen Tangentenkegeln einer Flache. 


Wir vergleichen in Bezug auf eine Fliche f von der n'™ Ord- 
nung zwei Tangentenkegel mit einander, von denen der eine, K, seinen 
Scheitel in dem nicht auf f liegenden Punkte P, der andere, K,, in 
einem i-fachen Punkte P, von f habe. 

Fiir den i-fachen Punkt P, von f gelte Folgendes: eine durch P, 
gehende Gerade treffe f noch in », weitern Punkten. Die Fliache ent- 
halte vielfache (j-fache) Geraden G;, welche von P, ausgehen; ferner 
mége auf einer Geraden G; noch ein k-facher (k >) Knotenpunkt P, 
von f liegen, dessen die Fliiche osculirender Kegel ( die Classe » 
habe. Die Classe des in P, die Fliche osculirenden Kegels sei v. 
Mit 8; bezeichnen wir die Anzahl der durch G; gehenden Ebenen, welche 
die Flache in zwei aufeinanderfolgenden, in G; (nicht in dem 7- oder 
k-fachen Punkte von f) gelegenen Punkten beriihren; wobei voraus- 
gesetzt sei, dass keine Ebene existirt, welche f lings G; beriihrt. 

Der von P, ausgehende Tangentenkegel- K, an f hat die Kigen- 
schaft, die Gerade G; als vielfache Gerade zu besitzen. Die Tangenten- 
ebenen von K, liings G; sind die B; soeben bezeichneten Ebenen, ferner 
die (vy, — 2) Ebenen, welche den Kegel Q, ausserhalb G; beriihren, 
und endlich die j Tangentenebenen, welche (, liings G; besitzt, diese 
letztern doppelt genommen. G; wird also (8; + 1)-fache Erzeugende 
von K,, in welcher Vielfachheit j Riickkehrerzeugende eingeschlossen 
sind. — Dies ergiebt sich, indem man die erste Polare des Punktes 
P, in Bezug auf f mit f schneidet; denn diese Polare hat G; zur j- 
fachen Geraden, den k-fachen Punkt P, auf G; zum (&— 1)-fachen 
Punkt, aber mit deuselben Tangentenebenen in G;, wie Q. Man 
weiss ferner, dass diese Polare im Punkte P, denselben osculirenden 
Kegel Q, wie f hat, sowie dieselben in P, (¢+-2)-punktig schneidenden 
Geraden. Ein ganz analoges Verhalten zeigt auch die zweite Polare 


des Punktes P 


, in Bezug auf f. 

Da man ebenso das Verhalten der Polaren eines beliebigen Punktes 
P kennt, so hat es keinerlei Schwierigkeit, ausser der Ordnung auch 
die Classe und die Anzahl der Riickkehrerzeugenden , und damit siimmt- 
liche Pliicker’sche Zahlen der beiden Tangentenkegel K und K, zu 
vergleichen. Ohne dass wir diese, etwas liingere, Rechnung hier wieder- 
geben, dient uns die Uebereinstimmung des Resultats derselben mit 
dem im Folgenden auf einem anderen, directeren Wege durchgefiihr- 
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ten Vergleiche als Beweis fiir die Richtigkeit gewisser Zahlencoeffti- 
cienten, die auf diesem letzteren Wege nur durch Betrachtung specieller 
Fille sich bestimmen wiirden. 

Wir bezeichnen mit a, a, die Ordnung von K, bez. K,; mit n’, 
nm, deren Classen, mit c’, ¢, die Anzahlen ihrer staiiondren Tangenten- 
ebenen oder Wendeerzeugenden. 


Man hat zuniichst: 


(1) n= +7, 
(2) a=a,+v-+ 2i. 


Um »’ aus m, abzuleiten, bemerke man*), dass die Verbindungs- 
gerade (PP,) der beiden Punkte P und P, eine v-fache Erzeugende 
des Kegels K ist. Daher ist n° = 2v + der Anzahl der Ebenen, welche 
durch (PP,) gehen und / in einem Punkte ausserhalb P, beriihren. 
Diese Ebenen sind die n,° Tangentenebenen an K,, und die Ebenen 
durch (PP,) und die Geraden G;, welche letzteren, indem sie noch 


in 9; Punkten von G; beriihren (wo 9; = (n—Jj) — (i—j) — (k—j) = 
=n —i—k-+) sein wird), fiir 9; Tangenteneben zihlen. Somit 


ergiebt sich: 
(3) n’ =n +20 4+ Zo, 
wo die Summe iiber alle-j-fachen Geraden G; zu nehmen ist. 


ec ist die Anzahl der stationiren Tangentenebenen von /, welche 
durch einen beliebigen Punkt P gehen. Von den durch P, gehenden 
Ebenen dieser Art fallen aber einige in die in P, oder in den Geraden 
G; singulir beriihrenden Ebenen von /**). Es sind dieses 1) die statio- 
niiren Tangentenebenen des osculirenden Kegels @, welche doppelt 
zihlen, also 2-3(v—i) Ebenen; 2) die Ebenen, welche @Q lings der 
Erzeugenden beriihren, die f (¢-+-2)-punktig in P, treffen; Ebenen, 
in welche augh die j Tangentenebenen von Q liings G; einzuschliessen 
sind; diese Ebenen zihlen alle dreifach und liefern die Zahl 3 (v+-2:7); 
3) die 8; (man findet leicht, dass B;—=2)(n—i—k-+j—1) ist) friiher 
bezeichneten stationiiren Ebenen durch eine Gerade G;, welche ebenfalls 
dreifach zihlen; und 4) die 7 Tangentenebenen, welche den in dem 
Punkte P, einer Geraden G; osculirenden Kegel Q, lings G; beriihren, 
Ebenen, deren Beriihrungsgeraden in der von den stationiren Tan- 
gentenebenen von / eingehiillten Fliiche ebenfalls durch P, gehen und 
die also doppelt zihlen. Die iibrigen stationiiren Ebenen durch P, 
sind die c, Ebenen dieser Art auf dem Tangentenkegel K,. Daher 
hat man: 
*) Vgl. die citirte Abh. Zeuthen’s, Nr. 23. 
**) Val. dieselbe Abh., Nr. 26. 
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c’ = ¢ + 6(v—i) + 3(v 42%) + 328,423; 


oder 
(4) ce =o +9043 58422). 


In Bezug auf diese letztere Formel ist zu bemerken, dass das letzte 
Glied 2 Jj sich nur iiber solehe Gerade G; erstreckt, auf welchen 
k-fache Punkte P, liegen, fiir die k > j ist. 


Die Gleichungen (1) bis (4) liefern alle Relationen, welche zwi- 
schen zwei verschiedenen T'angentenkegeln einer Fliche existiren. Es 
liisst sich aus denselben keine Combination der Pliicker’sehen Zahlen 
eines Kegels K, und des zugehérigen », ableiten, welche keine Sin- 
gularitiitenzahlen der Fliiche in dem Scheitelpunkte des Kegels enthilt 
und doch bei beliebiger Verlegung dieses Scheitels erhalten bleibt*). 


*) Da es von Interesse ist, die Zahlen m’ und ¢’ einer Fliche f gerade fiir 
die Form, in welcher in diesen Untersuchungen die Singularitiiten der Fliche auf- 
treten, in ausgerechneter Gestalt zu kennen, so fiige ich die Formeln hier an. 
Dieselben ergeben sich, indem man die in meinem Aufsatze ,,Sulle curve multiple 
di superficie algebriche“ (Annali di Matem. ser. II, t. 5, p. 162) mitgetheilten 
Formeln auf den Schnitt der Fliiche mit ihren Polaren anwendet. 

Die Fliche n'** Ordnung besitze j-fache Curven C; von der Ordnung m, und 
dem Range r3 eine Curve C; habe 8; 5 
Curve C; in weiteren s;, Punkten (j <j’). Ferner besitze die Fliche k-fache 


wirkliche Doppelpunkte und treffe eine 


’ 


Knotenpunkte P,, durch welche eine Curve UC; mt h;, Zweigen gehe und deren 
osculirender Kegel (ohne weitere vielfache Kanten) die Classe », habe. 
Die Classe der Fliiche wird: 
° . —F si . esse y oe 
n’ = n(n—1)? 2 j—1) {(3j+1 n—2) IA) ¢ m; + =) J—1)r; 


+ 2 G-V) {3+ — JG+D} Ss— Z E—Dy 
JJ . 


+ EF (j—1) 2j+1) (k—Jhjy 3 


die Classe der Enveloppe der stationiiren Tangentenebenen: 

c = 4n(n—1) (n—2) — = 2 j(j—1) {(3n—-2j—2)2m, = (2j—1)r,\ 
<x = 49(j—1) (37 —j— 1)8;; 
= 5 (4k—5)%, +3 85 (j—1) (k—J)hj, , 


wobei die 2 auf alle durch die Punkte P, gehenden Zweige der Curven C,, die 
ik 
= auf alle ausserhalb der P, liegenden Schnittpunkte je zweier Curven C; oder 
JJ 
wirklichen Doppelpunkte einer Curve C; auszudehnen ist. 
In Bezug auf Modificationen dieser Formeln in speciellen Fillen verweise 
ich auf meinen oben citirten Aufsatz. 













M. Néruer. 


Die specielle Flachentransformation. 


Fiihren wir nun die Fliche f eindeutig in eine Fliche f, itiber, 
mittelst einer speciellen Transformation, in welcher dem Ebenenbiindel 
durch den Punkt P, in Bezug auf f, das Ebenenbiindel durch einen 
Punkt P,, linear entspricht. P,, sei ein 7,-facher Punkt von f,. 
Auch die iibrigen auf f beziiglichen Bezeichnungen behalten wir hier 
fiir f, bei, indem wir nur den Index 1 anfiigen. 


Die auf f gelegenen Fundamentalpunkte der Transformation seien 
die auf den Geraden G; gelegenen k-fachen Punkte P,, wobei iibrigens 
auch j = 0 sein darf. Ausserdem wird noch P, ein Fundamentalpunkt. 
Den Punkten P, werden auf /, vielfache Geraden G;, durch den Punkt 
P,, entsprechen. Einer Geraden G; selbst entspricht alsdann ein auf 
G;, gelegener k,-facher Punkt P,,. Ist j = 0, so existirt auf G;, kein 
Punkt P;,; umgekehrt wird auch j, —0 sein, wenn der Punkt P, 
nicht vorhanden ist. 

Dem Ebenenbiischel durch die Gerade G; entspricht hierbei das 
Ebenenbiischel durch die Gerade G;,; und zwar den Beriihrungspunkten 
von f mit einer Ebene des ersten Biischels auf G; die Kantenrich- 
tungen an dem /, osculirenden Kegel des Punktes P,,, welche in der 
entsprechenden Ebene durch G;, liegen. Daher ist (vgl. § 4.): 


toma k, as di , eo, = k J» 


Bi = %,— 2), , B;, = % 24, 


und fiir j=—0: 90, ~=0, 0, =k, Bj =90, Bj, —™ zu setzen. Der 
Tangentenkegel K, vom Punkte P, aus geht linear in den vom Punkte 
P,, aus an f, gehenden Tangentenkegel K,, tiber. Nun ist G; fiir 
K,, eine (8;+-»;)-fache Erzeugende; G; fiir K,, eine (B v,.)-fache 
0 J 5 ? i 01 Ji 1 
Erzeugende, daher folgt 
B+ = 6, +%,. 

Fihrt man hier die Werthe von §; und £;,, ein, so ist diese Gleichung 
erfiillt, im Falle j = 0 oder j, =0 ist. Andernfalls folgt: 

Den Gleichungen (1) bis (4) des § 4. entsprechen 4 ithnliche 
Gleichungen in Bezug auf f, fiir den Uebergang vom Punkte P,, zu 
einem beliebigen, ausserhalb /, gelegenen Punkte P,, Gleichungen, 


in denen die Zahlen mit dem Index 0 dieselben bleiben, wie in denen 
des § 4.: 









——— = 
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m=% + 4, 
a=a + 4+ 22,, 
P My + 2”, + ~@,, 
of = + 9% +328, +224, 
wo wieder in der letzten Summe 2j, das auf G;, beziigliche Glied 
wegzulassen ist, wenn j = © (k, =j,) ist. 


Verbindet man diese Gleichungen mit denen des § 4. und beriick- 
sichtigt die in diesem § aufgestellten Relationen, so ergeben sich fol- 
gende zwei ‘T'ransformationsbeziehungen, welche unabhingig sind von 
den auf die Punkte P,, P,, allein beziiglichen Zahlen: 

(Il) n’— 2a,4+ 3n,+ La, —n— 2at Bn+ Ly, 
(Il) ¢/ — 124, + 24n, +327, = — 1244 24n4+32r. 
Hierbei ist Du —i-+ Lk, und bedeutet also die Summe der Viel- 
fachheiten aller auf f gelegenen Fundamentalpunkte, Xv die Summe 
der Classen ihrer osculirenden Kegel. In diese Summen kénnen ferner, 
wie wir annehmen wollen, auch vielfache Knotenpunkte auf f, die 
nicht Fundamentalpunkte sind, einbegriffen werden. Aehnlich fiir 
2 f,, 2M. 

In einem speciellen Ivalle, den wir besonders erwihnen wollen, 
weil wir ihn auch noch spiiter zu behandeln haben werden*), erleidet 
diese Formel (1) eine Modification. Sei P, ein Punkt, in welchem 
eine w-fache und eine w’-fache (u > uw’) Curve von f, C und C’, zu- 
sammentreffen, ohne weitere Singularitiit; und mégen die Transfor- 
matiousflichen nur durch die w’-fache Curve C’, nicht auch durch C, 
hindurchgehen **). Von den uw Tangentenebenen von f im Punkte P,, 
fallen w’ zusammen. Den Richtungen innerhalb der iibrigen w — pw’ 
Tangentenebenen in P, entsprechen die Punkte einer (u— w’)-fachen 
Geraden G;, in f,, fiir welche denn 9; = «—w’ wird. Der Curve C 
entspricht in f, ebenfalls eine w-fache Curve, welche die Gerade Gy, 
in einem Punkte P,, trifft; und in diesem Punkte existiren noch w’ 
nicht durch G; gehende Tangentenebenen, den w’ zusammenfallenden 
Ebenen P, entsprechend. Aber dieser Punkt P,, modificirt die Zahl 
n,/ — ” nicht. Man hat also in Formel (I), von P, herriihrend, in 
Xu das Glied w — w aufzunehmen. In Formel (IJ) tritt kein von P,, 
oder P,, herriihrendes Glied auf. 


*) @. ¢-9., 1. o. 
**) Da ein solcher Punkt keine Fundamentalrichtung (vgl. Zeuthen’s Auf- 
satz p. 24, Nr. 7) hat, so ist er auch bei den Zeuthen’schen Betrachtungen zu- 
zulassen, wo er als aus w — wv’ einfachen getrennten Fundamentalpunkten be- 
stehend aufzufassen ist, denen allen aber dieselbe Curve entspricht. 











M. 


Noruer. 
5 6. 


Die allgemeine Flachentransformation. 


9 


Gehen wir jetzt auf die 3 successiven speciellen Transformationen 
zuriick, in welche im § 3. die allgemeine Flichentransformation zer- 
legt worden ist. Fiir jede dieser speciellen Transformationen gelten 
Relationen von der Form (1) und (II) des § 5. Aber die Gleichung 
(IT) enthalt kein Glied, das von der besondern Art der Transformation 
abhiingig ist. Die eine Seite der Gleichung bleibt daher beim Ueber- 
gang durch die 3 Transformationen unverindert, d. h. die Relation 
(11) bleibt bestehen, durch welche Art von Transformation auch der 
Uebergang von f zu f, geschieht. 


Die Gleichung (I) enthilt das Glied Yu — Yu,, das insoweit 
von der Transformation selbst abhiingt, als es sich auf cinfache Punkte 
von f oder f, als Fundamentalpunkte bezieht. Denkt man sich aber 
eine beliebige eindeutige Transformation (13) irgendwie ersetzt durch 
zwei successive Transformationen (12) und (23), und existiren bei der 
Transformation (13) u,, Fundamentalpunkte in 1, w,, solche in 3, 
welche einfache Punkte in 1, bez. 3 sind, ebenso bei der Transfor- 
mation (12) beziiglich w,, und p,,, bei (23) beziiglich w,, und py, 
solcher Punkte, so hat man die Beziehung: 


(U12— Ma) + (fy3 — 30) = Ui3 — Ua > 


denn jeder in w,, auftretende Punkt muss auch entweder in a, oder 
in w., enthalten sein, jeder in w,, auftretende Punkt entweder in a,, 
oder in w,,; die iibrigen Fundamentalpunkte der Transformationen (12), 
(23) aber sind entweder in u,, und w,, oder in w,, und w,, enthalten, 
fallen also in der linken Seite der Gleichung hinweg. Dieselbe Re- 
lation gilt auch fiir die vielfachen Punkte irgend einer Ordnung der 


3 Flichen. 

Hieraus folgt sogleich, dass die Relation (I) zwischen den Zahlen 
zweier Flichen f und f, ebenfalls giiltig ist, welcher Art auch die ein- 
deutige Transformation zwischen diesen Fliichen ist. 

Auch die Bemerkung iiber den speciellen Fall am Ende des § 5. 
bleibt fiir die allgemeine Transformation bestehen. 


Wir werden in § 12. auf die Formel (1) noch zuriickkommen, in- 
dem wir nachweisen werden, dass sie ebenfalls, wie (II), ein Criterium 
der Transformirbarkeit zweier gegebenen Flichen /, f, in einander 
bietet, dass nimlich das Glied Su — Yu, sich direct, ohne Kennt- 

m . . = 
niss der Transformationsgleichungen selbst, angeben lisst. 
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§ 7. 
| Der Restsatz fiir Flachen. Adjungirte Flachen. 


Indem wir jetzt die rein algebraische Behandlung des Transfor- 

mationsproblems fiir Flichen in Angriff nehmen, bieten sich nach der 
; Analogie der bei einer ebenen Curve angewandten Methoden zwei 

Wege dar. Man kann einmal die auf einer Fliche gelegenen Curven- 
schaaren auf eine iihnliche Weise untersuchen, wie es fiir die Schaaren 
von Punktgrupper einer Curve in dem Aufsatze von Hrn. Brill und 
mir, diese Annalen Bd. VII, geschehen ist. Oder man kann von dem 
Nachweise der identischen Gleichung ausgehen, auf welche auch die 
Untersuchung in meinem ersten Aufsatze (diese Annalen II, p. 314) 
fiihrt. 

In beiden Fiillen hat man sich auf den Satz zu stiitzen, den ich 
in den Mathem. Ann. VI (p. 358) bewiesen habe, und der in der spe- 
ciellen Form, wie er hier auftritt, so lautet: 

» Wenn eine Fliiche C=O durch den vollstiindigen Schnitt zweier 

Flichen A =O, B=O so hindurchgeht, dass sie jede i-fache Curve 
von A=0Q, die k-fache Curve von B=O ist, zur (i-+k—1)-fachen 
Curve hat, so besteht eine Identitiit 
C—=aA+ 6b, 
4 wo auch @ und # ganze Functionen der Coordinaten sind. Hierbei ist 
das Verhalten von C in einzelnen singuliiren Punkten der Schnitteurven 
von A und B gleichgiiltig.“ 

Aus diesem Satze folgt sogleich ein weiterer, der Restsatz fiir 
Fliichen*). Wir bezeichnen eine Fliiche, welche jede j-fache Curve 
einer Fliche f zur (j—-1)-fachen Curve hat, als eine der Fldche f 
adjungirte Fliche. Wenn der weitere Schnitt einer f adjungirten 
Fliiche mit f in zwei Curven C, und C’ zerfillt, so bezeichnen wir C’ 
als Ttesidual- oder Restcwrve von C,, und umgekehrt C, als Rest- 
curve von C’. Irgend eine andere der Curve C, residuale Curve C” 
auf f bezeichnen wir als der Curve C’ corresidual. Man hat den Rest- 
satz: 

»sind auf einer algebraischen Fliche die Curven C’, C”, - - - einan- 
der corresidual in Bezug auf eine Curve C,, so sind sie es auch in 
Bezug auf jede andere Curve C,, C,, --+, welche zu einer von ihnen 
(etwa C’) residual ist.“ 

5 Hs ist also dann auch C’, C, der vollstindige Schnitt einer f ad- 
| jungirten Fliiche mit f ete. Geht durch C, eine co?-Schaar von / 
adjungirten Fliichen, welche eine oo7-Schaar von Curven C’ aus / aus- 


*) Vel. die Abhandlung von Hrn, Brill und m‘r, Mathem. Ann. VII, p. 271. 
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schneidet, s6 kann man auch durch C, eine oof-Schaar von f adjun- 
girten Fliichen legen, welche dieselbe Schaar von Curven C’ aus / 
ausschneidet. 


Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich wortlich aus dem in der 
eben citirten Abhandlung fiir Curven gefiihrten, weshalb wir den- 
selben hier unterdriicken kénnen. 

Es moégen hier die weitern Bezeichnungen, von welchen im Fol- 
genden Gebrauch gemacht werden wird, angefiigt werden. Eine einer 
Flache n'** Ordnung, f, adjungirte Fliiche (n—4)' Ordnung, welche 
noch in jedem k-fachen Knotenpunkte von f einen (k —2)-fachen 
Punkt besitzt, sei als der F'liche f adjungirte Fliche pm oder als I’liiche 
gy bezeichnet. 

Ferner sei eine Raumceurve C als Schnitt zweier F'lichen F,, F, 
gegeben, welche sich noch in weitern Curven schneiden, und zwar sei 
jede solche j,-fache Curve C; von J’; zugleich j,- fache Curve von LF; 
ein k,-facher Knotenpunkt P, von I’, k,-facher Punkt von F,. Die 
Ordnungen von F,, fF, seien bez. n, und n,. Wir bezeichnen die 
Flichen der Ordnung », + n, — 4, welche jede der Schnittcurven C; 
von F,, F,, ausser C selbst, zur (j, + j,—1)-fachen Curve, einen 
Knotenpunkt P, in solcher Vielfachheit besitzen, dass sie jeden der 
durch denselben gehenden Zweige von C in (k, +k, —2) Punkten 
treffen, und welche ausserdem durch einen etwaigen weitern Beriih- 
rungspunkt von F’,, JF’, hindurchgehen, als der Curve C adjungirte 
Flichen @ oder als I’liichen gm -. Die Detinition der Fliichen q¢ ist 
also abhiingig von der Erzeugungsart der Curve C. Ein specieller Fall 
sind die einer ebenen Curve n'* Ordnung, C, adjungirten Curven 
(n—-3)'** Ordnung. 


§ 8. 
Die einer Raumcurve adjungirten Flichen 9. 


Als eine Anwendung des Restsatzes geben wir zuniichst den Be- 
weis des Geschlechtssatzes fiir Rawmeurven, von dem wir weiterhin Ge- 
brauch zu machen haben. 

Nach der fiir ebene Curven in der vorher citirten Abhandlung 
angenommenen Auffassung handelt es sich dabei um die Frage: wel- 
ches sind, bei der in § 7. gegebenen Erzeugung einer Raumecurve C, 
die Flichen, welche C in der oo?—!-Schaar von Gruppen von je 
2p — 2 Punkten sclneiden, und welche bei einer Transformation von 
C in eine ebene Curve, vom Geschlecht p und der Ordnung x, in die 
dieser adjungirten Curven (n—3)'* Ordnung tibergehen? 

Wir werden zeigen, dass es die in § 7. definirten, der Curve C 
adjungirten Fliichen g, sind. 








—— 











— 4 
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Zuniichst zeigen wir, dass, ohne Aenderung des Schnittes mit 
C, die ia Bezug auf die gegebene Erzeugung von C definirten 
Flichen gc, bei beliebiger Abiinderung der Erzeugung von C (also 
wenn man C durch andere Flichen ausschneidet), in solehe Flichen 
iibergehen, welche in Bezug auf die neue Erzeugung der Definition 
der ge geniigen. 


Man lege an Stelle von F’, durch die Raumeurve C eine neue 
Fliche F’,, von der Ordnung »,, welche auch durch den weitern 
Schnitt von J’;, I, geht, und zwar eine j,-fache Curve C; von F, 
noch zur j,-fachen Curve hat, wobei indess auch j, == 0 sein darf. 
I’, wird dann J’, noch in einer weitern Curve C’ schneiden. Man 
kann nun den beweglichen Schnitt von J’, mit den in Bezug auf die 
erste Erzeugung (/’, F,) definirten Fliichen ge vollig ersetzen durch 
den Schnitt von F’, mit den in Bezug auf die Erzeugung (1°, F;) defi- 
nirten Flichen me. Denn man hat, wenn man die erstern Flichen 
mit g, bezeichnet, eine Gleichung: 

9 f;=9,F,+AL,, 

da g,F, durch den vollstiindigen Schnitt von F, und J’, in geniigend 
hoher Vielfachheit geht. Aber , J’, hat eine Curve C; zur (j,+-j.+-j,—1)- 
fachen Curve; daher verhalten sich die Fliichen g,, welche von der 
Ordnung n,-+”,—4 werden, in Bezug auf I’, wie Flichen, die C; 
zur (j,+-j,;— 1)-fachen Curve haben; ferner gehen die g, durch die 
Curve C’, durch einen Beriihrungspunkt von f’,, /,, und treffen in 
einem Punkte P;, der k,-facher Punkt von F’,, k,-facher Punkt von 
F’, ist, die durch P, gehenden Zweige von C noch (k,-+4,— 2)-punktig. 
Die g, sind also fiir die Erzeugung (/’,f',) C adj. Flichen go, und 
sie sind in Bezug auf J’, den Flichen g, corresidual. ‘ 

In der Schaar der g, sind auch die Flichen 

o>, fF, + %,F, =0 
enthalten, wo ®, eine zu J’, adjungirte Fliche m der (n,—4)'" Ord- 
nung, ®, eine solche zu J’, adj. Fliiche (n,—4)'* Ordnung yorstellt. 
Fir F, 0 gehen diese Flichen %,/',=0 in die in den g, ent- 
haltenen Fliichen ®, 7°, = 0 iiber. Solche Fliichen aber, welche alle 
C selbst enthalten, seien aus der Schaar der g, oder der , ausge- 
schlossen. 

Wir denken uns nun die Veriinderung der Erzeugung der Curve 
C weiter fortgesetzt, indem wir dieselbe aus /’, an Stelle von J’, durch 
eine Fliche J’, ausschneiden. In Bezug auf F’,, also auch in Bezug 
auf die auf F’, gelegene Curve C, kann man alsdann die Schaar der 
Fliichen g, durch die Schaar der C adjungirten Flichen gc, welche 
zur Erzeugung (J’, /’,) gehéren, ersetzen. 
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Insbesondere wihlen wir zu diesen beiden Fliichen den von -einem 
beliebigen Punkte P aus iiber C beschriebenen Kegel K, von der m'*" 
Ordnung, wenn m die Ordnung von C ist, und eine Fliiche Z von der 
ne" Ordnung, welche durch C geht und in P einen (n—1)-fachen 
Punkt besitzt. Seien deren Gleichungen: 


K=f.—0, 


L =%fpii1+h—090, 


wo die f; Functionen 7’ Ordnung von 2,, x, Z, sind. Der vollstiin- 
dige Schnitt von K und L besteht, da eine Erzeugende des Kegels L 
nur in P und C trifft, aus den Geraden, in welchen sich f,~; = 0 
und f, = 0 treffen, und von denen ein Theil von P aus nach den 
scheinbaren Doppelpunkten von C geht, die Doppelgeraden des Kegels 
K. Ausserdem treffen sich f,,=0, f,-1 =O nicht mehr. Die nach 
einem wirklichen k-fachen Punkte von C, P,, gehende Gerade wird 
eine k-fache Gerade von K werden, und sie sei /-fache Gerade von 
L oder f,—1. 

Die Flichen g¢ sind hier Fliichen der Ordnung m-+-n—4, welche, 
ihrer Definition nach, durch den vollstiindigen Schnitt von f, und 
f»—1 in solcher Vielfachheit gehen, dass eine Ideutitit existirt: 


Po Bin + Afn—1 - 
In Bezug auf f,,—0 lasst sich daher die Schaar der Fliichen ge ersetzen 
durch die Fliichen A, Flichen der Ordnung (m--n — 4) —(n — 1) =m—3, 
welche durch die Doppelgeraden von K noch einfach, durch eine k-fache 
Gerade (PP,) noch (k—1)-fach gehen. Nur fiir einen Punkt P,, fiir 
welchen 10 ist, brauchen die Flichen A nicht durch die Gerade 
(PP,), wohl aber durch P, auch (k—1)-fach zu gehen. 

Zu solehen Fliichen A gehéren insbesondere die Kegel (m— 3)!" 
Ordnung, K,,;, welche ihren Scheitel in P, und alle j-fachen Ge- 
raden des Kegels K als (j —1)-fache Gerade haben. Umgekehrt ist jede 
Fliche 

. Kn a a mi 
eine der Definition der g- geniigende. Nun treffen die K,,—3 die 
Curve C in einer oc?—'-Schaar von Gruppen von je 2p—2 Punkten, 
wo p das Geschlecht von C ist. Und da alle Flichen A, welche auf 
C mit den K,,_; dieselben festen Punkte gemein haben, C in Gruppen 
von je 2p—2 Punkten schneiden miissen, von denen iiberhaupt nur 
eine oo?~!-Schaar existirt, so gehen alle A vermége der Gleichung 
XL yTn—1 + fr=9 
in Flichen X,,—3 iiber. 
Wir haben somit unsern Satz bewiesen, dass die in Bezug auf 








' 
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die erste Erzeugung (J; J’,) von C definirten Fliichen ge ohne Aenderung 
des Schnittes mit C durch die Flichen X,,,_3 ersetzt werden kénnen. 
Ein Theil dieses Satzes, niimlich-dass C von den Fliichen gg in 
Gruppen von je 2»— 2 Punkten getroffen wird, hitte im Voraus er- 
kannt werden kénnen. Denn diese Fliichen verhalten sich in dem 
weitern Schnitt der C erzeugenden Flichen J’, und J, der Vielfach- 

heit nach genau wie eine Fiche 
Sieh 2 = 


OX; Ox, 


=(. 


Aber diese Fliche bestimmt durch ihren Schnitt mit C diejenigen 
Punkte von C, deren Tangenten eine Gerade mit den Coordinaten 
a; 8, — a, B; treffen, also die Classe + von C; die Fliichen ge, deren 
Ordnung um 2 kleiner ist, als die dieser Fliiche, treffen C somit in 
Gruppen von r — 2m = 2p — 2 Punkten. 

Wie diese Bestimmung der Anzahl der Schnittpunkte mit C zu 
einer numerischen Formel fiir das Geschlecht p von C fiihrt, so liefert 
auch die Berechnung der Mannigfaltigkeit der Schaar der Flichen gc, 
bei der die durch C gehenden Fliichen von der Form 

0, fF, + 0,F,=0 

nach dem Obigen auszuscheiden sind, eine Formel fiir p, welche mit 
der ersteren iibereinstimmen muss. Dies muss auch dann noch gelten, 
wenn vermdge der den gv, aufgelegten Bedingungen ®, oder ®, iden- 
tisch verschwindet, also die zuletzt angegebene geometrische Bedeutung 
der einzelnen Glieder der numerischen Formel nicht mehr stattfindet. 
Man hat daher eigentlich dem Geschlecht p nur eine geometrische Be- 
ziehung zur Mannigfaltigkeit der Schaar der gm -, der dafiir aufgestellten 
numerischen Formel eine andere Beziehung, die zur Classe von C, 
zuzuschreiben. 

Wir wollen hier noch beifiigen, dass man auch einen auf Auf- 
stellung einer identischen Gleichung beruhenden Beweis des Geschlechts- 
satzes fiir Raumeurven, dem zweiten der in § 7. erwiihnten Wege 
analog, versuchen kann. Es mégen die Fliichen F', /’, mittelst einer 
Transformation 

LH, 2 Ly 3H, : LX, = O,(y) : Oy(y) : O,(y) : O,(y) 
iibergehen in 
FP, = Mf,Y) + AAA), 
F, = Nifi(y) + Nef (y) , 
so, dass fir F, 0, F,—0O entweder auch /, —0, f, =0 oder 
M,N, — M,N, =0 wird. ; 

Sei D die Determinante der 0;(y) und ®(#) eine in Bezug auf 
die Erzeugung (fF) von C genommene Fliiche gc, so hat man zu 
zeigen, dass 

Mathematische Annalen, VIII. 33 
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D(0) = A(M,N,—MLN,) +B A+ Bf, 
wobei A eine in Bezug auf die Erzeugung (f,f,) der transformirten 
Curve C’ genommene Fliiche g,- werden soll. Hierzu wiire im Allge- 
meinen néthig, die Bedingungen zu kennen, welchen eine Fliche f zu 
geniigen hat, damit, bei gegebenen Functionen /,, /,, f,;, ihre Glei- 
chung die Form hat: 
[= Ah, + Aghe + Asfs ; 

Bedingungen, die noch nicht festgestellt worden sind. Nur wenn a 
eine Ebene wird, lisst sich der Beweis der Identitit durchfiihren ; 
und wenn hierdurch auch gezeigt ist, dass die me zu der gesuchten 
Flichenschaar gehéren, so wiirde doch der umgekehrte Nachweis, dass 
die @¢ auch diese Schaar erschépfen, im Wesentlichen wieder den Ge- 
dankengang dieses § verlangen*). 


SN 


2. 
Die einer Fliche adjungirten Flichen ». 


Zur Untersuchung der bei einer F'ldéchentransformation auftretenden 
Relationen schlage ich hier den zweiten der in § 7. bezeichneten 
Wege ein. 

Die in Bezug auf eine Fliche f definirten adjungirten Flichen g, 
haben eine ausgezeichnete Bedeutung, welche derjenigen analog ist, 
welche in dem Aufsatz von Hrn. Brill und mir (diese Annalen VII) 
fiir die einer ebenen Curve adjungirten Curven (n—3)'" Ordnung 
algebraisch nachgewiesen worden ist: sie haben ebenfalls fiir jede ein- 
deutige Transformation von f= 0 in eine Fliiche f, = 0 Invarianten- 
eigenschaft. D. h. bei einer solchen Transformation geht der bewegliche 


*) Der Beweis der obigen Identitiit wire auch fiir die Normirung der Inte 
grale erster Gattung fiir Raumcurven in der Clebsch’schen Abhandlung im 
63. Bande von Borchardt’s Journal auszufiihren. 

Ich benutze diese Gelegenheit zu einer Bemerkung tiber die in dieser Ab- 
handlung von Clebsch angefiihrte Erzeugung einer Raumcurve (p. 219). Daselbst 
wird die Definition des theilweisen Schnittes zweier Flichen durch successive Kin- 
fiihrung von Flichen niedrigerer Ordnung, die jeweils durch die Restschnittcurve 
hindurchgelegt werden, auf die Definition einer vollstdndigen Schnittcurve zweier 
Flichen zuriickgefiihrt. Man kann diese Defiuition nicht so auffassen, dass sie 
alle existirenden Raumcurven liefert. Dies folgt z. B. aus einem Satze des Hrn. 
Halphen, Comptes Rendus, t. 70, p. 381, oder aus leicht anzugebenden speciellen 
Fallen. So giebt es zweierlei Raumcurven 8'e" Ordnung, vom Geschlecht 5, welche 
der theilweise Schnitt zweier Flichen 4'** Ordnung sind; wobei sich denn auch 
die beiden Fliichen noch in einer Raumcurve derselben Art schneiden. Durch die 
erste Art von Raumcurven kann man noch eine Fliiche 3" Ordnung legen, durch 
die zweite jedoch keine Fliche von niedrigerer Ordnung als der vierten, 
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Schnitt von f mit den F lichen gp; in den beweglichen Schnitt von {, mit 
Fliichen qp;, iiber, welche der fiir die mp gegebenen Definition in Bezug 
auf {, entsprechen. 

Denn mége die Fliiche f(~) = 0 vermége der Transformation 

x; = Bi(y) «++ (@=—1, 2, 3, 4) 

in eine Fliiche /,(y) = 0 iibergehen, indem man erhalte 
(1) f(y) = Mf, ly). 
Sei D, die Functionaldeterminante der Transformationsausdriicke #(y) 


nach den Coordinaten y. Zum Beweise des ausgesprochenen Satzes ge- 
niigt der Nachweis, dass eine Identitiit 

(2) 9 (Fy) -D, = 9, M, + vf, 

existirt, in welcher, wenn g(x) eine Fliiche gy ist, ,(y) eine Fliche 
g,, und y, ebenfalls eine ganze Function der Coordinaten wird. 

Nach § 7. besteht eine Identitiit (2), wenn g(#)- D, durch jede 
j,-fache Curve C;, von f,, die j,’-fache Curve von M, ist, (j, +j;’ — 1)-fach 
geht. Alsdann folgt schon, dass die g, Flichen der Ordnung n, — 4 
(wo n, die Ordnung von f/f, ist) werden, welche C;, zur (j, —1)-fachen 
Curve besitzen. 

Nun folgt das Verhalten von M, aus der Gleichung 
aus der durch Differentiation aus (1) folgenden Gleichung: 


” . oM oh > Of(e) 94; 
(3 f, <= + M, S82 a ie . 


OY, Oo", CY, 


1), sowie 


und deren Umkehrung: 


‘a of(#) _ ‘\) of, oD, 7? oM, @éD, 
(4) D, Ov, == M, _ Oo”, Oe +f; dai OU, _ 04; 


: k 


= C= 
Oo”, CO”, 


Zuniichst zeigt (4), dass in der Niihe jedes Punktes einer einfachen 
. q . of(#) : 
oder vielfachen Schnittcurve von M,—0, f, =O entweder MK?) _9 
digi. 
ist oder aber D, schon die Form aM, + #f, hat. Das Letztere kann 
insbesondere im Falle eines einfachen Fundamentalpunktes auf f ein- 
treten, ein Fall, auf den wir noch zuriickkommen werden. LEiner 
weitern Behandlung bedarf hier nur der Fall, dass zugleich 
ese) __ a le 
ag = 0 (fiir «7 = 1,2,3,4). 
t 
Hierbei sind wieder zwei Fille zu betrachten: 
of 0 (i=1,2,3, 4); 
“me 


I. o&(y)=0 (k= 1,2, 3, 4). 
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Bei I. wird man auf die Curve von f, gefiihrt, welche vielfache Punkte 
18 , 

oder Curven von f abbilden. Daher hat man hier die folgenden drei 

Unterfille : 


I.a) Die Abbildung eines Fundamentalpunktes P 


j? 
Punkt von f sei, geschehe durch Ausdriicke der Form: 


der j-facher 


= A-4(¥), T—=A-¥(Y), Z=A-ys(y), X=, (y)- 

In der Abbildung erhalt dann M, eine j-fache, D, eine 2-fache, o(#) 
eine (j—2)-fache Curve, /, eine einfache Curve, und die Bedingung 
fiir die Identitait (2) ist erfiillt. 

Fiir j= 1 haben M,, /, die Abbildung zur einfachen, D, dieselbe 
zur Doppeleurve; woraus folgt, dass auch die F'lichen o, durch diese 
Abbildung des einfachen Fundamentalpunktes hindurchgehen miissen. 

I,b) Die Abbildung einer j-fachen Curve von f, eine einfache 
Curve von /,, ist fiir p(#) eine (j —1)-fache, fiir D, eine einfache oder 
Q-fache, fiir M, nach (4) eine j-fache, bez. (j—1)-fache Curve, so 
dass hier ebenfalls die Identitiit (2) bestehen kann. 

Ic) Die Abbildung eines j-fachen Punktes P; von f geschehe 
durch Ausdriicke der Form: 


= WU(Y) + ¥uty) @=—1,2,3), 


x, = 3, (y), 


Ausdriicke, welche wir in der vorliegenden Form betrachten wollen, 
auch wenn sie mit Hiilfe von f, = 0 auf die von I. a) reducirt werden 
kénnen. Es entspricht hier dem Punkte P; (7, = 2%, = x, = 0) eine 
Gerade G, (y, = y, =90) von f, = 0, und zwar im Allgemeinen mehr- 
deutig. Damit dieses eintritt, miissen die umgekehrten Transformations- 
ausdriicke ©,, aus den Formeln: 
OY, = O,(2) , 

fiir P; die Higenschaft haben, dass ihre Glieder niedrigster Ordnung 
in 2,, %, 2, die im Allgemeinen 2 Parameter haben, nur einen ver- 
ainderlichen Parameter besitzen, oder diese Glieder niedrigster Ordnung 
miissen die Form haben: 

¥,=0, 9,20, ¥y = A(X, 2,23), Y, = Blt, %2,) - 
Wenn die Fliche f(z) = 0 im Punkte P; von diesen Transformations- 
flichen 0,0, oder A(x) + A B(x) = 0, in je j, (wobei j, <j sei) 
beweglichen Richtungen geschnitten wird, so entsteht auf /,;(y) = 0 
eine j,-fache Gerade G,; wobei einer sulchen Gruppe von j, Richtungen 
in P; die j, Tangentenebenen eines Punktes der j,-fachen Geraden- 
von /, entsprechen. 

Bei dieser Transformation erhilt nun D, die Gerade G, zur ein- 
fachen Geraden. Die linke Seite von (4) hat also G, zur j-fachen 








Geraden fiir i= 1, 2, 3. 


der rechten Seite 


fiir 7 


fach fiir k. 


Daher wird fiir 7 


> 
worin 


eh 
OUs 


A of, eD, 
m OU 3 04; 
OY”, 


, 2 verschwindet. Denn 

x ti 0 0 

Xe te 0 0 
a~'s gg © 8 ie 


OD, OF, OD, Of, 
OU" OY2 OYs OUs 


1 das obige Glied 


zu 


(x2 4s’ — 23%’) (2h 0% at Of, oa, 


Oy, OY37’ 


OY, CY, 


aber j,-fach lings G, verschwinden. 
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Man kann weiter zeigen, dass das Glied 


2,3 G, zur j,-fachen Geraden hat, obwohl a nur (j, —1)- 
Ik 


es ist, in der Nihe von G,: 


Hierdurch folgt 


sogleich aus (4), dass M, die Gerade G, in nicht héherer Vielfachheit, 
als zur (j—j,)-fachen Curve besitzen kann. 

Beachtet man noch, dass, fiir j > 1, p(#) G, zur (j—2)-fachen 
Geraden hat, so findet sich auch hier wieder die Bedingung der Iden- 
titiit (2) erfiillt, wobei noch ausserdem die Flaichen q,(y) die j,-fache 
Gerade G, von f, zur (j,—1)-fachen Geraden erhalten. 

Fir j = 1, j, = 1 wird G, eine einfache Gerade der g,(y), und 
man findet auch hier, wie in I. a), dass die Flachen gp, eine einfache 
Curve von f,, welche die Abbildung eines Fundamentalpunktes, der ein- 
facher Punkt von f ist, darstellt, zur einfachen Curve haben. 

Wenn schon im Allgemeinen dieser Fall I. c) durch zwei succes- 
sive Transformationen sich auf den in I. a) behandelten hiitte zuriick- 
fiihren lassen, so war doch dessen Betrachtung fiir einen besondern 


Fall nothwendig, der auch schon im § 5. angefiihrt worden ist. 


Wir 


haben nicht ausgeschlossen, dass die vielfachen Curven von f mit ein- 
zelnen Zweigen durch den Punkt P; hindurchgehen. 
P; ein Punkt einer j-fachen Curve C; sein, von welchem noch eine 
j'-fache Curve von f, C; ausgeht (j> J’); und die Transformations- 


flichen mégen durch C; einfach, nicht durch C;, gehen. 


Insbesondere mag 


Die dem 


Punkte P; entsprechende Gerade G, von /, wird wieder eine j,=(j—’)- 


fache. 


Da aber nun die () die Curve C;, also die m(#) die Gerade 


G, zur (j—1)-fachen Curve besitzen, so folgt, dass eine solche j,-fache 
Gerade von f, auch j,-fache Gerade aller Flichen gp, ist. 
Hierbei wird derjenige Punkt von G,, welcher. den j’ zusammen- 


fallenden Ebenenrichtungen im Punkte P; entspricht, kein Fundamental- 
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punkt. Hiatte man hier zwei successive Transformationen anwenden 
wollen, indem man zunichst die Transformationsflichen durch C; und 
C;, gehen liesse, so wiirde man bei der zweiten Transformation doch 
einen dem obigen Punkt P; analogen Fundamentalpunkt erhalten haben. 

II]. Fir den Fall IJ. kénnen wir annehmen, dass die Aus- 
driicke #,(y) lings einer Curve von f, in der ersten Ordnung ver- 
schwinden. Sei diese eiye j,-fache Curve, einer einfachen Curve von 
{ entsprechend. 

Hier folgt sogleich aus Gleichung (1), dass M, die Curve als 
(n—j,)-fache hat. D, hat dieselbe zur 3- fachen*), m(#) zur (n—4)- 
fachen Curve. 

Hiermit ist die Existenz der Identitit (2) vollstindig bewiesen. 

Die in derselben auftretenden Fliichen g, verhalten sich in Folge 
dessen in jeder vielfachen Curve von /, schon wie Fliichen g,. Dass 
dieses Verhalten auch in vielfachen Punkten von /, stattfindet, folgt 
daraus, dass in einem j,-fachen Punkte von /,, in welchem alle ®(y) 
einfach verschwinden, M, nach (1) einen (n—j,)-fachen, D, einen 
zweifachen*), o(#) einen (n—4)-fachen Punkt, also m, einen (j, —2)- 
fachen Punkt hat. 

Wir haben in dieser Entwicklung keinen Gebrauch von der An- 
nahme gemacht, dass die Transformation 

x; = 3;(y) 

mit Hiilfe von /, = 0 eindeutig umkehrbar sein soll. Auch wenn diese 
Annahme nicht erfiillt ist, besteht die Identitiit (2) fiir alle Flichen 
g, welche zu f gehéren; dieselben gehen ebenfalls in Fliichen g,, iiber. 
Dagegen braucht umgekehrt nicht mehr jede Fliche g,, sich in eine 
Fliche g,; zu transformiren, und die Schaar der g;, kann eine gréssere 
Mannigfaltigkeit besitzen, als die der g;. Ich bemerke noch, dass die in 
der Identitat (2) auftretende Flache y, sich als eine zu M, adjungirte 
Fliche p,, auffassen lisst. 


10. 


Shr 


Invariante Elemente der eindeutigen Transformation. 


Wir haben in § 9. eine zu {=O gehérige Schaar von Functionen 
g, aufgestellt, welche die Eigenschaft hat, bei eindeutiger Trans- 
formation von f in f, in eine in Bezug auf /, —0 analog definirte 
Schaar von Functionen g,, itiberzugehen, indem vermége /, 0 Relationen 
der Form existiren: 


*) S. den ersten Aufsatz, diese Annalen II, p. 310. 
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. M ' 
g => D, gp, _ 


Der bei dieser Transformation nach Gleichung (2), § 9. auftretende 


7 Ai -—* ; . ; 
Factor , welcher die Transformationsconstanten enthilt, hat die 


D, 
Bedeutung, dass M, 0 ebenfalls f= 0, aber mehrdeutig, entspricht, 


und durch die iibrigen Basispunkte der in den #(y) enthaltenen Biindel, 
von denen ein Basispunkt die Fliiche f,=0 durchliuft, erzeugt wird, 
also die Abbildung der vielfachen Gebilde von / liefert. 

Insofern nun die Schaar der Functionen gq, und die der g,,, welche 
eindeutig in einander iibergehen, sich durch dieselben eindeutigen 
algebraischen Operationen, einmal auf f, ein anderes Mal auf /, ange- 
wandt, vollig bestimmt definiren lassen, hat man eine . olche Schaar 
als eine invariante zu bezeichnen. Aber es folgt zugh -h, dass eine 
grosse Reihe von weiteren Functionen, welche Eigenschaften des 
Schnittes von f/=0O mit der Schaar g;— 0 darstellen, die bei ein- 
deutiger Transformation dem Begriffe derselben gemiiss erhalten bleiben, 
ebenfalls den invarianten Charakter bei eindeutiger Transformation be- 


sitzen; wobei nur vorausgesetzt ist, dass diese Functionen durch 


algebraische Operationen definirt sind*). 

Dieses giit selbstverstiindlich ‘schon fiir eine ebene Curve f und 
die derselben adjungirte Schaar g;. Functionen der bezeichneten Art 
erhalt man alsdann z. B., indem man aus einem Theil dieser Schaar: 

| Sw 
(1) > & 9" (a) 
i=1 


zuniichst die Function bildet 


% I 2 2 f 
(2) >) + 9 (a) pV(a™) «-- pow), 
wo x), ...- x@) Werthsysteme sind, fiir welche auch 
(3 f(a) =0, --- f(a) =O. 
Die Function (2) liefert, mit (5) verbunden, die Bedingung, dass die 


o Punkte 2 auch einer Curve der Schaar (1) angehéren. -Nimmt 
man insbesondere die Werthsysteme der x), ganz oder theilweise, un- 
endlich wenig von einander verschieden an, so ergeben sich aus (2) 
functionen, welche zu besondern Beriihrungscurven aus der Schaar (1) 
fiihren. Bei einer Transformation dieser Functionen erhilt man ana- 


*) Kine Darstellung eimer solchen Function durch die in f enthaltenen Coef- 
ficienten kann im Allgemeinen nicht gefordert werden, so wenig als es bei den 
Moduln einer Classe von algebraischen Functionen einer Variabeln geschieht. Vgl. 
Brill u. Néther, algebr. Functionen, Mathem. Ann. VII, p. 300; sowie eine auf 
das ganze Gebiet der Invarianten beziigliche Bemerkung von Hrn. Kronecker, 
Monatsber. der Berl. Akad., Juni 1874. 
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. : - —_ ‘ M 
loge Functionen fiir f,, wobei immer nur eine Potenz von D. als 
i § 


Factor auftritt. 


OY Spake eP 


So findet sich als einfachster Fall, fiir @ = 2, die Functional- 
determinante von ff, mo, g®): | 
» 4. of eg aq | 
a * bn, 0x, Oz, 


3 





, . . M ~ ‘ —— . 
und als Factor der Transformation > - Fiir ge=3 und die 3-punktige 
1 


Beriihrung einer Curve g; mit f lisst sich die Function aus dem von 

Hrn. Brill, Mathem. Ann. III, p. 460, gegebenen Ausdrucke ent- 
; , J > BS 

nehmen. 

In Bezug auf eine Flache f hat man im einfachsten Fall, fiir eine 

5 ? 

einfach unendliche Schaar (1), @ = 2, die Werthsysteme von f= 0, 

fiir welche zugleich alle in 


ee 
ee 


of of of of 


OX, OX, CX; OX, 
dg” 7 gp) do” aq"? 
Oxy OX» OX; Ox, 
2 9 ) 2 

Cc g™” ¢ g” ¢ go” C go” 
OX CX2 CX, ON, 


enthaltenen 3-reihigen Determinanten verschwinden; denn fiir die ent- 
sprechenden Werthsysteme verschwindet das in Bezug auf /, analog 
definirte Determinantensystem. 

Fiir 9 = 35 ergiebt sich die Function 


WX! + Of ¢ eg? C yg” Co Q ) 


wihrend fiir @ —4 die Functionen erhalten werden kénnen, welche 
die Curve der stationiren Beriihrung oder der Beriihrungspunkte von 
Doppelberiihrungsflichen aus der Schaar (1) mit / liefern. 

Von den invarianten Zahlen, auf welche diese Functionen fiihren, 
sind vor Allem diejenigen von Bedeutung, welche von den allgemeinen 
Functionen g, selbst abhingen. Wir bezeichnen die Anzahl der linear 
von einander unabhidngigen Flichen g; als das Fliichengeschlecht p der 
Fliiche f, das Geschlecht der beweglichen Schnittcurve (fp) von f mit 
einer allgemeinen Fiche g; als das Curvengeschlecht p® von f. Zu 
diesen beiden Zahlen tritt noch eine dritte, ebenfalls fiir jede eindeu- 
tige Transformation invariante Zahl, die Anzahl p®) der beweglichen 
Schnittpunkte (fp) von f mit zwei allgemeinen Fliichen q,;. 

Man kann jedoch zeigen, dass diese letztere Zahl kein neues Cri- 
terium der Transformation liefert, dass sie vielmehr linear abhdngig 
ist von den beiden iibrigen Zahlen. 











OF ee aaa 
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Das Geschlecht p™ einer allgemeinen Schnittcurve (fg) bestimmt 
sich nimlich, nach § 8., durch den Schnitt von (fg) mit den zur 
Raumeurve (fp) adjungirten Fliichen g, oder den Flichen gig), in- 
dem dieser Schnitt aus 2 p“)—2 Punkten besteht. Nun sind diese 
Qyp die lichen der Ordnung 2” —8, welche jede j-fache Curve von 
f zur (2j—2)-fachen Curve, jeden j-fachen Knotenpunkt von f zum 
(2; —4)-fachen Punkt haben. Unter diesen Fliichen sind auch die Flichen 

> a, p g 
enthalten, wo die g, g® irgend welche Flichen g, bedeuten, oder 
noch specieller die zerfallenden Flichen von der Form gg. Die 
Anzahl 2p—2 der beweglichen Schnittpunkte der Raumcurve (fp) 
mit einer F’iche der Schaar der gy,» ist also das Doppelte der Anzabl 


der Schnittpunkte der Curve (fp) mit einer Fliche g,, also = 2p; 
und man hat die Relation: 
(Tj p® = p™ — 1. 


Dieser Satz verliert in nur einigen Fallen seine Giiltigkeit, oder 
doch der Beweis desselben seine Anwendbarkeit. Das Erstere tritt fiir 
p = 0 und p = 1 insofern ein, als hierbei p“ und p®) ihre Bedeutung 
verlieren. Fiir p = 2 existirt kein beweglicher Schnitt des Biischels 
gy + Ag = 0 mit der Curve (f~), woraus p® == 0 folgt; und weiter, 
da mp"). mp eine Fliche gg) vorstellt, kein beweglicher Schnitt von 
Flichen giyg) mit (fp), aber p—1; und die Relation ist erfiillt. 
Ferner verliert p™ seine Bedeutung, wenn sdémmtliche Curven (fg) in 
mehrere bewegliche Curven zerfallen; die Flichengattung, welche diese 
Eigenschaft besitzt, wird sogleich niher behandelt werden. — Endlich 
ist der Beweis des Satzes nicht anwendbar, wenn auf der Fliche f 
eine ausgezeichnete j-fache Curve existirt, welche die siimmtlichen Fli- 
chen gy, ebenfalls zur j-fachen Curve besitzen (wo auch j = 1 sein 
kann); denn es ist nicht ohne Weiteres klar, wie sich die Flichen 
yy) in einer solchen Curve verhalten. Wenn man aber diese Fliche 
f durch eine Transformation nach Art der in § 9., I. c) behandelten 
in eine Fliiche J’ iiberfithrt, so erhiilt diese Fliiche, der ausgezeichneten 
Curve von f entsprechend, nur einen Fundamentalpunkt, in dem F’ 
keine besondere Singularitiit besitzt. Die obige Relation [1] gilt daher 
fiir die Fliche F, folglich auch, bei der Invarianteneigenschaft der 
Zahlen p®, p®), fiir die Fliche 7. 


§ 11, 


Untere Grenze fiir das Curvengeschlecht einer Flaiche. Besondere 
Flichengattungen. Beispiele. 


Innerhalb eines jeden durch einen Werth von p charakterisirten 
Geschlechts von Flichen existirt eine weitere Kintheilung nach dem 
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Curvengeschlecht p®. Man findet jedoch fiir alle Flichen. /f, fiir 
welche nicht simmtliche Curven (fg) in mehrere bewegliche Curven 
zerfallen, eine untere Grenze*) der Reihe von Werthen, welche p™ bei 
gegebenem p annehmen kann: 


10] p>2p—3. 





Wir betrachten niimlich die irreducible Schnittcurve (fp) von f 


mit einer allgemeinen der Fliichen g;. Dem Schnitt von (fm) mit den 
iibrigen g, entsprechend, existirt auf der Curve (fp), vom Geschlecht 
p™, eime co?-* Schaar von Gruppen von je p“)— 1 beweglichen 
Punkten. 

Zuniichst folgt hieraus**), dass die Curve (fp), sobald p eine 
gewisse Grosse nicht iibersteigt, keine solche mit allgemeinen Moduln 
sein kann; sobald nimlich nicht 
p> (P—2) (p+ —) 


(1) 
P p—1 ? 


d. h. 
p> (p — 1)? 


Wird p kleiner, so muss die Curve (fg) eine speciellere werden. 
Wird dieselbe insbesondere eine ,hyperelliptische* Curve, so existiren 
ned ? 

auf derselben oo?~* Gruppen von je p—2 beweglichen Punktepaaren, 
so dass alsdann p) — 1=—2(p—2) sein kann. In diesem Falle wird 
also die Fliche f von siimmtlichen Schnittcurven (gq’) je zweier Fli- 
chen g, nur in Punktepaaren, und zwar in je p— 2 Paaren, getroffen. 

Man kann nun leicht zeigen, dass p“) nicht noch weiter sinken 

5D ? 

kann, ohne dass (fq) zerfillt; oder dass auf einer irreducibeln ebenen 
Curve C, also auch auf einer Raumcurve, vom Geschlecht p™ nicht 


{ 
p” 


co ® Gruppen von je p”)— 1 beweglichen Punkten existiren. Denn 
nach dem Riemann -Roch’schen Satze***) wiirden die C adjungirten 
Curven gg, welche durch eine solche Gruppe G gehen, wieder eine 
p'" 
co * -Schaar bilden und C in Gruppen von je p) —1 beweglichen 
Punkten treffen. Seien diese durch G gehenden Curven ge: 
a) 


p 


a] 
— a Ss a; gp =(, 
i 
ferner alle durch die Gruppe G’, in welcher C von @ noch weiter ge- 
schnitten wird, gehenden Curven gv: 


*) Die Existenz einer obern Grenze fiir p'') bleibt zweifelhaft; wonach eine 
Bemerkung in meiner Note, Gitt. Nachr. 1873, p. 252, zu berichtigen ist. 
**) §. Brill u. Néther, Mathem, Ann. VII, p. 292, (E’). 
***) S. ebenda, p. 280. 
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( 


ee. cil 
9 + a By = 0. 
‘=1 


Jede der in der Schaar 2 8;y~ enthaltenen Curven ist verschieden 
von irgend einer Curve der Schaar a; ; denn wihrend die erstern 
Curven simmtlich durch G’ gehen, gilt dies fiir keme der Curven der 
zweiten Schaar. Daher bilden die Curven 


1) tb 
p yp 
‘= i= 


2 2 
7 XQ) 
p+ “ agp) + »2 By =0 
eine co”-Schaar linear von einander unabhiingiger Curven gc, was 
fiir eine irreducible Curve vom Geschlecht p, nicht existirt. 

Noch weniger kann p — 2 > sein. Es folgt zugleich, dass der 
Fall p“) = 2 iiberhaupt nicht vorkommt, da diese Zahl fiir p = 2 zu 1, 
fiir. p > 2 aber > 2 wird. 

Wir haben in diesem § oben derjenigen Fliichenart, fiir welche 
die untere Grenze 2p — 5 von p™ erreicht wird, Erwihnung gethan. 
Die Curven (fg) werden hyperelliptische, die beweglichen Punktsysteme 
(fem) bestehen aus je (p—2) Punktepaaren; von solchen Paaren lie- 
gen tiberhaupt ov? auf der Fliiche f. Die Fliichen g, selbst sind daher 
nicht in einer oo®-Schaar zu einer eindeutigen Transformation von f 
zu benutzen; verbindet man aber eine oo?-Schaar derselben mit einer 
beliebigen weitern Fliche zur Transformation von /, so ergiebt sich, 
dass der Zypus dieser Fliichenart die Fldche n‘’ Ordnung mit (n —2)- 
fachem Punkte ist. 

Es giebt auch eine Flichenart, fiir welche die Punktsysteme (/gq) 
nur aus Punktetripeln bestehen, von denen eine oo?-Schaar existiren 
wird; wobei denn p) — 1 = 3(p—2) wird, und die Flaichen gy nicht 
mehr zu eindeutiger Transformation zu verwenden sind. In diesen 
und analogen weitern Fiillen, die z. B. fiir p==3 bei nicht zerfallenden 
Curven (fg) immer eintreten, bleiben die Relationen [I] und [II] 
bestehen. 

Anders aber verhilt sich die besondere Flichengattung, deren 
simmtliche Curven (fm) zerfallen. Man kann zeigen, dass dieselben 
nur in p — 1 Curven, je vom Geschlecht 1, zerfallen kinnen. 

Betrachten wir irgend eine oo'-Schaar von Fliichen, welche aus 
der zu einer solchen Fliche f gehérigen Schaar von Flichen gq, ge- 
nommen und durch einen beliebigen einfachen Punkt P von / gelegt 
ist. Von den Curven, welche die Flichen der oo'-Schaar aus f aus- 
schueiden, kann immer nur je eine durch P gehen, und diese bilden 
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zusammen eine Fliche, welche einen Theil von f ausmacht, ohne die 
nicht durch P gehenden Curven des Schnittes der Schaar mit f zu 
enthalten. Die Fliche f wiirde also zerfallen. 

Dies wird nur dann anders, wenn die Flichen g,;, sobald sie 
durch den Punkt P gelegt werden, in Folge dessen durch eine ganze 
durch P bestimmte Curve hindurch gehen. Und da man eine Fliche 
g, durch p—1 beliebig gewihlte Punkte von f/ gehen lassen kann, so 
folgt sogleich, dass f von den Flichen g, in je p—1 beweglichen’ 
Curven getroffen wird. Da weiter durch einen Punkt P nur eine einzige 
soleher Curven auf f bestimmt sein kann, so kann auch auf f nur eine 
oo'-Schaar solcher Curven liegen, welche von irgend einer oo'-Schaar 
von Flichen g,, die man durch p—2 beliebige der Curven gelegt hat, 
ausgeschnitten werden kann. 

Sei pm + Ag" = 0 ein solches Biischel durch p — 2 beliebige der 
Curven. Irgend eine der Curven der Schaar, die Restschnittcurve von 
f mit gm, wird von keiner Fliche des Biischels und ebensowenig von 
einer ihr adjungirten Fiche giy») in beweglichen Punkten getroffen. 
Das Geschlecht derselben ist daher nicht grésser als 1; da aber doch 
eine solche adjungirte Fliche g,; ) existirt, nimlich gp - p, so wird 
es gleich 1. 

Da man fiir die vorliegende Flichengattung p® — 0 hat, so kann 
man also auch fiir sie die Relation [I] noch als giiltig annehmen, 
wenn man nur dieselbe auf jede einzelne Curve des zerfallenden Schnittes 
(fp) bezieht. 

In diesem Falle kann man zu einer eindeutigen Transformation 
einer solchen Fliche f auch keine oo*-Schaar der Flichen gm; mehr 
verwenden. Benutzt man dagegen eine oo'-Schaar derselben, in Ver- 
bindung mit zwei beliebigen weiteren Fliichen, so erhilt man eine 
Fliche mit einer vielfachen Geraden; insbesondere entsteht als Typus 
dieser besondern Flichengattung die Fldche n‘" Ordnung mit (n—3)- 
facher Geraden. Das Verhalten dieser ganzen Flaichengattung in Bezug 
auf ihre Flichen gq; ist dem der hyperelliptischen Curven in Bezug auf 
deren Curven @ vollig analog, insofern eine solche Curve, vom Ge- 
schlecht p, von ihren Curven g in je y—1 Punktepaaren geschnitten 
wird. 

Die speciellen hier angegebenen Flichenarten ausgenommen, lisst 
sich fiir jede Flache /, deren p > 3 ist, eine ihr adjungirte co’-Schaar 
von Flichen g,; finden, welche man zur eindeutigen Transformation 
von f verwenden kann. Man kann die oo*-Schaar aus der allgemeinen 
Schaar der g, dadurch ausscheiden, dass man dieselben noch durch 
p —4 beliebige feste Punkte von f gehen liisst. Die Fliche f wird 
mittelst einer solchen Schaar eindeutig in eine Fliche /f, transformirt, 
fiir welche die Ordnung 
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n, =p) —p+3, 
die Classe des ebenen Schnittes 

a, = 4p) —2p+ 4 
wird, da p) das Geschlecht dieses Schnittes ist. Fiir eine solche 
»Normalfliche* des Systems [p, p“] werden wir im niichsten § noch 
zwei weitere Zahlen angeben kénnen. 

Um die in dem vorigen und in diesem § gegebenen Higenschaften 
der Flichen an Beispielen bestiitigen zu kénnen, fiige ich einige fiir 
die einfachsten Systeme [p, p™] an. Dabei soll f, eine Fliche n' 
Ordnung, C, eine Raumcurve n'* Ordnung bedeuten. 

p= 2 . p?) = 0 

1. f, mit doppelter Geraden und einem diese nicht schneidenden 
doppelten Kegelschnitt. 

2. f, mit zwei dreifachen Punkten; wobei die Verbindungsgerade 
der beiden Punkte eine ausgezeichnete Gerade von f, ist, insofern als 
sie auch den gy, angehort. © 

3. f, mit doppelter C, (erster Species). 

4, f, mit doppelter C, und 3-fachem Punkt P; wobei die von P 
ausgehende Sehne von C, ausgezeichnet ist. 

5. f,; mit doppelter C,; (vom Geschlecht 1, Classe 12); wobei drei 
4-punktige Selmen von C, ausgezejchnet sind. 

p=3, po=d. 

6. /, mit doppelter C,. 

7. f; mit doppelter C, (vom Geschlecht 2); wobei die 4-punktige 
Sehne von C, ausgezeichnet ist. 

p=3, p=e=4. 

8. f, mit doppelter ebener Curve 3'** Ordnung und 3-fachem co- 

nischen Punkt, 
p=4, ped. 


9. f, mit zwei sich nicht schneidenden Doppelgeraden. 

10. /f; mit doppelter C, (erster Species) und einer diese nicht 
schneidenden Doppelgeraden. 
p=ond4@, goa 6. 

a. £4. 

12. f; mit 3-fachem Kegelschnitt und 3-fachem Punkte; wobei 
die Gerade, in welcher f; von der Ebene des Kegelschnitts noch ge- 
troffen wird, eine ausgezeichnete ist. 

13. f; mit doppelter C, (vom Geschlecht 3). 

14. f, mit doppelter C, (Geschlecht 0); wobei die 4-punktige Sehne 
von C, ausgezeichnet ist. 
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p=4, pO—T. 
15. /, mit doppelter ebener Curve 3'* Ordnung. 
p=4, pM=_8. 


16. f, mit einer 3-fachen Geraden und zwei doppelten Kegel- 
schnitten, welche in durch diese Gerade gehenden Ebenen liegen. 


Bei den Filichen 6., 7., 9., 10. bilden die Punktsysteme (foq) 
nur Punktepaare, bei 8. nur Punktetripel. 11., 15. und 16. haben die 
oben bezeichnete Eigenschaft von ,Normalflichen“, indem die Ebenen 
des Raumes zu ihren Flichen g, gehoren. 


g 12 


a 


Numerische Transformationsrelationen. 


Wir haben in den vorhergehenden §§ 9—11. die Zahlen p und 
p™, welche bei einer eindeutigen Transformation einer Fliiche f erhalten 
bleiben, geometrisch, durch den Zusammenhang mit den Flichen g,, 
definirt. Was nun die numerischen Ausdriicke dieser Zahlen betrifft, 
so kénnten dieselben sehr wohl in verschiedenen speciellen Fallen auch 
auf verschiedene Weise von den zur Fiche f gehdrigen Singularititen- 
zahlen abhingen. In der That wird z. B. der numerische Ausdruck, 
im Falle eine ,ausgezeichnete“ Curve auf f existirt, im Allgemeinen 
offenbar eine Modification des gewéhnlichen zeigen. 

Berechnet man nach der geometrischen Definition die numerischen 
Formeln fiir p und p, fiir einen allgemeineren Fall, in dem aber keine 

ausgezeichnete Curve auf f vorhanden ist*), und vergleicht dieselben 
mit den rechten Seiten der Ausdriicke (I) und (Il) der §§ 5. und 6., 
so findet sich 


e—1Wa+ 2M4n+3Ly =—=24(p4+)), 
m— 2a+ 3n+4- Lywy—12(pt+1)—(p™—-1), 


*) Man findet in den Bezeichnungen der Anmerkung zu p. 505: 
p =} (n—1) (n—2) (n—3) — | 2G (V—1) {(3n—2j—5)m,;— $ (2j—1)r,5 + 
j 
+ b 259 -1) (389° —j—1)s;;.— 
in 1 = (k—2) YM +4 ZI(I—1) (K—Dh;y 5 
k jk 
p? =n (n—4? +1 — BG — 1) {(3J ~- 1)n — 25 (9+ 3)f 4? ha wiiade i 
+ 2G—1) {85-05 —IG+D} 4, 


— = {k+(k—3)»,} + =(j—1) (27—1) (k—jh,,. 
k jk be 





“hed tdotte 
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vorausgesetzt, dass man die Xu hier nicht auf einfache Punkte der 
Fliche f, welche als Fundamentalpunkte einer Transformation auf- 
treten, ferner nicht auf einfache Schnittpunkte zweier vielfacher Curven 
von f ausdehnt. Die Relationen zwischen zwei Flichen f, f,, welche 
eindeutig in einander iiberfiihrbar sind: 


(1) P=pP,, pr=p,”, 


stimmen daher im Wesentlichen iiberein mit den numerischen Relatio- 
nen (I), (II) des § 6. Wiihrend aber die Relation (I) in Du noch 
die Fundamentalpunkte der Transformation, insbesondere soléhe, welche 
einfache Punkte der Fliichen /, f, sind, enthiilt, also nicht als ein 
Criterium der Transformirbarkeit von f in /, erscheint, ist unsere Re- 
lation p“) = p,“) von der Art der Transformation ganz unabhingig, 
und in demselben Sinne ein Criterium der Transformirbarkeit, wie die 
Relation p = p,. 

Die Erkliirung dieses verschiedenen Charakters der Relationen (1) 
dieses § und der des § 6. folgt aus den Untersuchungen des § 9., 
I. a) und I.c). Hiernach entsteht, sobald auf f ein einfacher Punkt 
als Fundamentalpunkt auftritt, zu gleicher Zeit auf f, eine ausgezeich- 
nete Curve, durch welche alle Fliichen ,, hindurchgehen; und Analoges 
tritt fiir einen Fundamentalpunkt ein, der Schnittpunkt zweier viel- 
facher Curven von f ist. Bezeichnet man also die rechte Seite von 
(II), § 6. mit 2, die von (I) mit 2, wobei also 


(2) a=, 1) ae oe, (1) 


wird, so hat man, wenn keine solche Fundamentalpunkte und ausge- 
zeichnete Curven vorhanden sind: 


(3) 2) = 12(p+1)—(p®—1), 2, = 12(p,+-1) — (p,—1); 


wenn jedoch soleche Punkte auf f existiren, so wird hierdurch 2“) um 
ein additives Glied modificirt, nicht aber p), sondern p,“, dessen Mo- 
dification vermége der ausgezeichneten Curve von f, denselben Betrag 
haben muss, wie diejenige von x). Dagegen erleiden 2, x,, p, daher 
auch p, keine Aenderung. Wir haben also das von der Transformation 
selbst abhiingige Glied der rechten Seite der Gleichung (Ii), § 6., auf 
die andere Seite gestellt und dann als abhiingig von einer der Fliche /, 
zugehdrigen, im Voraus anzugebenden Eigenschaft aufgefasst. 

Ks ist nicht schwer, jn den einzelnen Fiillen auch den Betrag der 
numerischen Modification von p) vermége einer ausgezeichneten Curve 
von f zu verfolgen. So sei G eine solche einfache Gerade auf /, ent- 
sprechend einem einfachen Punkte P, von f,. Die Gerade G trifft 
eine j-fache Curve von f in soviel Punkten, als die Abbildung dieser 
vielfachen Curve Zweige in P, besitzt; diese Zahl sei s;. G trifft 
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ferner einen k-fachen Punkt von f, wenn dessen Abbildung durch P, 


geht. Nach § 9., I. a) und I. b) stellt > die Abbildung der viei- 
1 


fachen Gebilde von f dar, geht aber (j—1)-fach durch die der 
j-fachen Curve, (k—2)-fach durch die des /-fachen Punktes; ferner 
verschwindet dieser Ausdruck in der (n —3)'*® Ordnung (wo n die Ord- 
nung von f) in P,, man hat also: 
(4) 2 (j—1)s; + 2 (k—2) = n—3, 

J 
wo 2 (k—2) auf diejenigen k-fachen Punkte von f auszudehnen ist, 
durch welche G geht. 

Nun haben die Fliichen g, diese k-fachen Punkte zu (/— 2)-fachen 
Punkten, die j-fache Curve zur (j—1)-fachen Curve; sie treffen da- 
her G, nach Formel (4), in »—3 Punkten, und miissen, als von 
(n—4)'* Ordnung, die Gerade ganz enthalten, ohne dass in dem nu- 
merischen Ausdruck von p eine Modification stattfindet. 

Die Modification der Anzahl der Schnittpunkte von f mit zweien 
der Flichen g,; vermége der Geraden G ergiebt sich ebenfalls aus 
Formel (4). Die Gerade G absorbirt*) 


(3n—10) — 2 (3j—3)s; — 2 (Bk—6) 
Schnittpunkte der drei Flichen f, mp, pm, also nach (4) 
(3n—10) — 3(n—3) = — 1; 


’ 
d. h. die Anzahl der Schnittpunkte (fq), also auch das Geschlecht 
p™ von (fo) wird um 1 grésser, als wenn die ausgezeichnete Gerade 
G nicht vorhanden wiire. Um ebensoviel aber fndert sich in diesem 
Falle auch die Zahl 2,; an Stelle von (3) hat man daher hier: 
mt} == 12(p+1)—(p™—1)+1, 2,%—1—12(p,+1)—(p,%—]}). 

Nach dem Gesagten kann man von den auf -/f liegenden Curven 
im Voraus beurtheilen, in welchem Sinne sie in irgend einer Trans- 
formation l'undamentalpunkten einer Fliche f, entsprechen kénnen. 
Nur wenn eine solche j-fache Curve ausgezeichnet ist, indem die Fla 
chen gy, dieselbe ebenfalls als j-fache Curve besitzen, kann derselben 
entweder ein einfacher Punkt einer Fliiche /, oder ein Punkt einer 
vielfachen Curve von /, (in den man verschiedene einfache Fundamen- 
talpunkte geriickt denken muss) entsprechen. 

Aasser diesem allgemeinen Falle kénnte die Verschiedenheit der 
Definitionen noch in speciellen Fallen Unterschiede in den Relationen 
(1) und (2) hervorbringen. Insbesondere muss dieses eintreten, sobald 


*) Vgl. meinen Aufsatz in den Annali di Matem. ser. II, t. V, p, 162, no, 4 u. 6. 
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x <—( wird. Denn p kann seiner Definition nach nicht unter 0 herab- 
sinken. Die Gleichung p =p, wird alsdann immer zu 0=0, die 
Gleichung p) = p, verliert ihre Bedeutung, wiihrend die Gleichungen 
(2) noch immer weitere Transformationsrelationen liefern. So wird 
fiir eine Kegelfliiche ,4,2 —1 gleich dem Geschlecht der ebenen Schnitt- 
curve des Kegels, negativ genommen*); 2“) — 14a gleich der Summe 
der auf dem Kegel gelegenen Fundamentalpunkte einer Transformation, 
den Scheitelpunkt ausgenommen**). Hierbei lisst sich aber die zweite 
Formel 2“) = 2," nicht mehr als eine von der Transformation unab- 
hiingige auffassen; denn mit der Nichtexistenz der Fliichen gy verliert 
auch die Definition der ,,ausgezeichneten“ Curven einer Flache ihre 
Bedeutung. 

Fiir die in § 11. erwihnte , Normalfliiche“ /, eines Systems [ p, p“ |, 
welche p — 4 ausgezeichnete Gerade enthalten wird, ergeben sich mit 
den dort gefundenen Werthen von », und a, aus den Beziehungen 
zwischen den Zahlen p, p™, a, x auch die beiden weiteren Be- 
stimmungen : 

¢¢ +3 Dv, = 24 (p+ p®), 
m+ Da, = 48p+ p42), 


wo in Ya, einfache Punkte von /, auszuschliessen sind. 


§ 13. 
Die algebraischen Gebilde von drei Dimensionen. 


Die in den vorhergehenden §§ fiir Fliichen angestellten Betrach- 
tungen lassen sich auch auf algebraische Functionen von mehr als zwei 
Variabeln ausdehnen. Zur Orientirung in diesem hodheren Gebiete 
werde ich die wesentlichen Eigenschaften des Gebildes von 3 Dimeni- 
sionen, das durch eine homogene Gleichung zwischen 5 Variabeln, 
f=0, gegeben ist, in Kiirze ableiten. Unter einem [' sei hierbei 
,ein Gebilde von i Dimensionen“ verstanden. 

Zunichst ist klar, dass der erste Weg, welcher bei Flichen zur 
Aufstellung von Transformationsrelationen gedient hat, hier nicht ein- 
geschlagen werden kann. Denn man kennt die zu einem [) gehérigen 
Singularitiitengleichungen nicht; die bisher iiber diesen Gegenstand 
angestellten Untersuchungen, welche sich auf Liniencomplexe beziehen, 


*) Fiir den Kegel ist c' +3 2»=0 anzunehmen. Die Bemerkung von 
Hrn, Cayley, dass die Relation x = 7, fiir p = 0 noch gilt (Mathem. Ann. III, 
On the deficiency of certain surfaces“), wird durch die erste Formel (2) bewtesen. 
*t) Fiir den speciellen Fall 7 = 24, p=0O, d. h. fiir die auf eine Ebene 
abbildbaren Flichen, war diese zweite Formel (2) schon von Hrn. Cayley (Mathem. 
Ann, III, ,,On the transformation of unicursal surfaces“) gefunden worden. 
Mathematische Annalen. VIII. 31 
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sind, der Natur der hierbei auftretenden Schwierigkeiten gemiiss, als 
Grundlage einer Transformationstheorie ungeniigend. 

Dagegen steht die Betretung des zweiten Wegs offen. Wir deti- 
niren die f= 0 adjungirten Gebilde qm; als solche [ von der (n—5)¥" 
Ordnung (wo » die Ordnung von f/f ist), welche jede j-fache Fliche 
(F®) von f zur (j—1)-fachen Fliche, j-fache Curve ([) zur (j — 2)- 
fachen Curve, j-fachen Punkt zum (j —3)-fachen Punkt besitzen. 

Transformirt man nun durch eine eindeutige Transformation 

x; = B(y)-- (@=—1,--5), 
deren Determinante D, sei, f(x) in ein Gebilde /,(y), wobei 
{() = Mf, 
werde, so erhilt man eine der Gleichung (2), § 9., analoge Gleichung: 
99) - DD, = 9, UM, + Wh; 
in welcher g;, ein dem Gebilde f, adjungirtes Gebilde @ vorstellt, y, 
eine ganze Function der Coordinaten. 

Der Beweis dieser Identitiit kann ganz ihnlich, wie der des § 9., 
gefiihrt werden. Aus derselben folgt zugleich, dass auf f, Fundamen- 
talpunkten und -Curven von /, entsprechend, ausgezeichnete Flaichen 
liegen kénnen; niimlich 1) Flichen, durch welche die Gebilde g, ein- 
fach gehen, einem doppelten Punkte oder einfachen Curve von /, ent- 
sprechend, und 2) Fliichen, durch welche die g,; doppelt gehen, einem 
einfachen Punkte von /, entsprechend; ferner 3) noch Fliichen, singu- 
liren Punkten verschiedener Art von /, entsprechend, z. B. einem 
j,-fachen Punkte von /,, durch welchen eine (j,—1)-fache Fliche 
von f, geht. Durch diese letzteren ausgezeichneten Flichen gehen die 
gy, ebenfalls einfach; denn der entsprechende j,-fache Punkt wird fiir 
die g,, ein (j, —2)-facher, nicht ein (j, —3)-facher Punkt. 

Vermége der obigen Identitit entsprechen sich der Schnitt von / 
mit den Gebilden g; und der Schnitt von f,; mit den Gebilden g,, ein- 
deutig; und diese Invarianteneigenschaft der Gebilde gp; geht auf eine 
Reihe von denselhen abhingiger Functionen und Zahlen iiber. 

Sei insbesondere p die Anzahl der linear von einander unab- 
hiingigen Functionen g;, das Raumgeschlecht von /; sei ferner in Bezug 
auf eine allgemeine Schnittfliche (fg) das Flichengeschlecht hier mit 
p™, das Curvengeschlecht (s. § 10.) mit p@) bezeichnet; in Bezug auf 
eine Schnittcurve (fq) von f mit zwei allgemeinen der Gebilde g, 
mit p®; endlich die Anzahl (fpmq) der beweglichen Schnittpunkte 
von f mit dreien der allgemeinen gy, mit p\) bezeichnet. Diese stimmt- 
lichen Zahlen sind fiir jede eindeutige Transformation von f invariant. 

Indessen existiren zwischen diesen Zahlen wieder lineare Relationen, 
von- denen man eine auf folgende Art erhalten kann: 
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Beachten wir zuniichst, dass die Schnittcurven (fgq) auf f mit 
einer ausgezeichueten Fliche dieses Gebildes bewegliche Schnittpunkte 
besitzen kénnen. Dies wird von den oben erwiihnten Arten von aus- 
gezeichneten Flichen von f bei 1) und 2) nicht eintreten, weil die 
(f,9,9,) nicht durch die entsprechenden Fundamental-Punkte und 
-Curven von f, hindurchgehen; kann aber bei 3) stattfinden. Sei nun 
o die Anzahl der beweglichen Schnittpunkte einer Curve (fog) auf 
einer ausgezeichneten Fliche AY von f, die einfache Fliche der g, 
ist, 6 die auf einer solchen Fiche A®, die doppelte Fliche der g, 
ist. f enthalte keine solche singulire Punkte, denen ausgezeichnete 
Fliichen der dritten Art auf /; entsprechen kénnen. 

Um die zu einer Schnitttliche (fp) adjungirten Gebilde pg, giyy, 
zu erhalten, hat man, wie sich aus Betrachtungen, welche denen des 
§ 8. analog sind, ergiebt, die Gebilde (2n— 10)" Ordnung aufzu- 
stellen, welche durch jede j-fache Fliiche, Curve, Punkt von / beziig- 
lich 2(¢ -1)-, 2(¢—2)-, 2(¢—3)-fach gehen, durch eine ausgezeich- 
nete Fliiche einfach oder zweifach, je nachdem diese einfache (A) oder 
zweifache (A®)) Fliiche der q, ist. Zu diesen Gebilden gehért auch 
jedes zerfallende Gebilde m - gy’, wo g, g’ Gebilde g, vorstellen; diese 
haben aber eine A! als doppelte, eine A® als vierfache Fiche. 

Nun ist, nach [1], § 10., p@)—1 gleich der Anzahl der beweg- 
lichen Schuittpunkte einer Fliiche (fm) mit zweien ihrer adjungirten 
Pry); also gleich der Anzahl der beweglichen Schnittpunkte von (fg) 
mit zwei Gebilden p- gy’, p”- gp’, plus 2e +46. Denn zu dem be- 
weglichen Schnitt von (fg) mit p-g’, y’- g” tritt noch der Schnitt 
der (fm) und - q’ angehdrigen Fliichen AY und A® mit om” und mit 
gy’ einfach, bez. zweifach hinzu. Nach der Bedeutung von p folgt 
daher 

p®?) —1=—4 p+ 2e+46. 


Um ferner die zu einer Schnittcurve (fpq) adjungirten Gebilde 
PY, Piyyy), Zu erhalten, hat man die Gebilde (8 — 15)'* Ordnung auf- 
zustellen, welche durch jede j-fache Fliiche, Curve, Punkt von / be- 
ziiglich 3(j—1)-, 3(j—2)-, 3(j—3)-fach, durth eine ausgezeichnete 
Flache A“), A® zweifach, beziiglich vierfach gehen. Der bewegliche 
Schnitt dieser gy» ,) mit der Curve (fp) betrigt dann 2 (p®*)— 1) 
Punkte. 


Zu diesen Gebilden gehéren auch die zerfallenden der Form 
gy: y': q@’; dieselben haben aber A“ als dreifache, A® als sechsfache 
Kliiche. Der bewegliche Schnitt von m-g’-g’ mit (fp), +e+26, 
ist also gleich der Anzahl der beweglichen Schnittpunkte von gy 
mit (fq); d. h. 


2 p®) —2=—=3p%+ 0+ 26. 
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Aus diesen beiden Relationen ergiebt sich. endlich eine nur die 
Zahlen p\ enthaltende: 


p®) = 4 pi ee 9 p) — 3. 


Diese Relation bleibt auch bestehen, wenn / solche singuliire Punkte 
enthilt, denen auf f, ausgezeichnete Flichen der Art 3) entsprechen; 
denn man hat alsdann unsere Betrachtung nur auf /, anzuwenden, uni 
die fiir f eintretende Modification zu erkennen. 


Die speciellen Gebilde, welche bisher von mir untersucht werden 
konnten und von denen ich einen Theil hier folgen lasse, gentigen 
noch einer zweiten Relation, die ebenfalls, wenn auch deren geome- 
trische Bedeutung unbekannt ist, allgemeine Giiltigkeit zu haben scheint: 


pY) — 2p = p® — p® — 4. 


Es existiren also fiir Gebilde von 3 Dimensionen 3 von einander un- 


abhiingige invariante Zahlen. 

Als Material zur Bestiitigung des Vorhergehenden fiige ich fol- 
gende Gebilde von 3 Dimensionen (wobei /; ein solches 7'** Ordnung 
bezeichnet), welche die wesentlichen der genannten Kigenschaften auf- 
zeigen, mit den zugehérigen Zahlen in der Ordnung p, p, p®, p®, 
p™ an. 


hf, ..- +... . =. . - Sugeh. Zahlen: 1,-—-, —, —, —. 
ey ees te ee eo es @, OO, SS, 00, @ 
3. f, mit einem 4-fachen Punkte. . . .. 4, 6, 9, 4, 2 
4. f, mit einer doppelten Ebene . . . . . 2, 1, —, —, — 
5. f, mit einer dreifachen Geraden . . .. 3, 3, 1, 1, 0. 
OF RS ee ee ke 


Tritt bei f; noch ein 4-facher Punkt ein, so vermindern sich die 
Zahlen genau wie von Fall 2. zu 3. 


7. f; mit 5-fachem Punkte. . . . . . . 10, 25, 65, 25, 16. 
8. f; mit doppelter Ebene .. . . 9, 26, 89, 34, 22. 


9. f; mit doppelter . Ebene EF und mit 5- Sachem Punkte P. 


Die adjungirten % haben noch eine feste Fliiche (5'* Ordnung) 
gemein, ia welcher f,; von dem ebenen Gebilde erster Oidnung, das 
durch EF und P geht, geschnitten wird. Diese ausgezeichnete Fliche 
trifft die Curven (fq) nicht in beweglichen Punkten. Die zugehdri- 


gen Zahlen sind dieselben wie bei 3. . . . . 4, 6, 9, 4, 2. 
10. f; mit 3-facher Geraden. . . . . . . 12, 41, 161, 61, 40. 
11. f; mit 4-facher Geraden. . . . . .. 6, 9, #1, 1, O. 

f; mit 3-facher Ebene ...... =. 3;, 1, —,—, —. 


Hierbei zerfallen simmtliche Schnitte (fg). Man kann aber die zu- 
gehérigen Zahlen auf einen irreducibeln Theil des Schnittes beziehen, 
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wie es ahnlich schon in den Fallen 4., 5., 11. fiir einige der Zahlen 
zu geschehen hat. 
13. f,; mit doppelter Fliche 2 Ordnung . . 6, 14, 41, 16, 10. 
14. f/; mit doppelter (ebener) Fliche 3" Ordnung; der ebene Raum 
derselben schneidet /; noch in einer ausgezeichneten Ebene, welche 


einfache Fliche fiir alle qm, ist und von den Curven (fgq) noch 


in je einem beweglichen Punkte getroffen wird, so dass @=—1 
ae ‘ +.» 0, ee oe os 


15. f,. Fiir das allgemeine Gebilde n' Ordnung findet sich: 


p =a(n — 1) (n—2) (n—3) (n- 1), 


p= gy (2n—6)(2n — 7)(2n -- 8)(2n—9) — gy (n — 6)(n — 7)(n— 8)(n — 9) 
— yl (n — 1)(n —2)(m —3)(m—4), 


p®=4n(n— 5)'+1, p—=in(n —5)+1, p=n(n — 5). 


- 


Zur Untersuchung einiger complicirterer der Gebilde 7" Ordnung, 
wie von 8. und 13., kann man die Bemerkung benutzen, dass sich die 
ihnen zugehérigen Gebilde m, von der 2'° Ordnung, auf den ebenen 
Raum von 3 Dimensionen eindeutig abbilden lassen. 

im October 1874, 


Heidelberg, 














Ueber Systeme von Curven und Flichen. 


Von A. Britt in Miinchen. 


Sind w und vy die Charakteristiken eines einfach unendlich ebenen 
Curvensystems, d. h. gehen durch jeden Punkt der Ebene wu Curven 
und beriihren jede Gerade »v Curven des Systems, so sagt ein bekannter 
von Chasles aufgestellter Satz aus (der zuerst wohl von Herrn Zeu- 
then*) allgemein bewiesen worden ist), dass die Anzahl derjenigen 
Curven des Systems, welche eine gegebene feste Curve von der Ord- 
nung m und der Classe » beriihren, bloss von den Zahlen m und n 
und den Charakteristiken des Systems abhiingt, niimlich gleich: 


mv + nu , 
ist; welche Singularititen im Uebrigen auch die feste Curve und das 
Curvensystem besitzen mégen. Dieser wegen seiner unbeschrinkten 
Giiltigkeit fiir die Theorie der Charakteristiken merkwiirdige Satz wurde 
von Jonquiéres auf Fliichensysteme ausgedehnt; er bemerkte niim- 
lich (Comptes rendus tt. 58,61), dass, wenn eine Fliiche von der Ord- 
nung m, Classe » und dem Range (Ordnung des Tangentenkegels) r 
gegeben ist, dieselbe von: 
mvtnu+t re 

Flachen eines einfach unendlichen Flichensystems mit-den Charakte- 
ristiken uw, v, g beriihrt wird, d. h. eines Systems von Flichen, von 
welchen uw durch jeden Punkt des Raumes gehen, v jede Ebene und 
@ jede Gerade des Raumes beriihren. Ob auch dieser Satz unbe- 
schrankte Giiltigkeit besitzt, wie der vorstehende, ist von Jonquiéres 
nicht weiter erértert worden; denn er fiihrt seinen Beweis nur fiir 
den Fall einer Flaiche ohne Singularititen. Sturm, der bei dem Be- 
weise des nimlichen Satzes diese Specialisirung fallen gelassen hat**), 
beschrankt sich dafiir andererseits auf ein System von Flachen 2. Ord- 
nung. Im Nachfolgenden gedenke ich diese Frage zu beantworten, 


*) Diese Annalen Bd, III, p. 153. 
**) Ibid. Bd. VII, p. 578. 
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indem ich einen von beschrinkenden Voraussetzungen unabhingigen 
Beweis der beiden oben angefiihrten Sitze mittheile. Derselbe stiitzt 
sich auf das Chasles’sche Correspondenzprincip und auf einen Satz 
iiber Entsprechen von Punkten in einer Ebene, welcher in dem Appen- 
‘dix IV der Salmon’schen geometry of 3 dimensions ausgesprochen*) 
ist und mit Hiilfe jenes Principes leicht bewiesen werden kann. 

Aber den eben genannten beiden Theoremen stellen sich zwei 
analoge (dualistisch sich entsprechende) Siitze tiber Systeme von Raum- 
curven an die Seite, die, obgleich durch einfache Uebertragung jener 
anderen Siitze leicht herstellbar, doch bisher wohl noch nicht bemerkt 
worden sind**), Dieselben mégen gleichfalls weiter unten formulirt 
und bewiesen werden. 

1. Wir beginnen mit dem Problem in der Ebene: die Anzahl der 
eine feste ebene Curve C beriihrenden Curven eines einfach unendlichen 
Curvensystems zu bestimmen. — Wir nehmen in der Ebene eine be- 
liebige Gerade G an, legen von einem Punkte x derselben die » Tan- 
genten an die feste Curve C und construiren in jedem Beriihrungs- 
punkt die Tangenten an die w Curven des Systems, welche durch ihn 
hindurchgehen. Dieselben schneiden die Gerade G in nu Punkten y, 
die dem Punkt « entsprechen. Es wird die Anzahl der Coincidenzen 
von Punkten « und y auf G gesucht. Nun entspricht umgekehrt jedem 
Punkt y als Ort der Beriihrungspunkte der Tangenten, die man durch 
y an simmtliche Curven des Systems legen kann, eine Curve von der 
Ordnung u+ v, die in y einen uw-fachen Punkt besitzt. Dieselbe 
schneidet C in m(u + v) Punkten; zieht man in diesen die Tangenten 
an C, so sind deren Schnittpunkte mit der Geraden G. die dem Punkt 
y entsprechenden Punkte wz Zwischen x und y besteht also eine Cor- 
respondenz (nu, m(u-+yv)). Zu den Coincidenzpunkten derselben ge- 
héren die m Punkte, in welchen die Gerade G von der festen Curve C 
getroffen wird, und zwar ist, wie man sofort erkennt, jeder w-fach zu 
rechnen. Diese mu Coincidenzen riihren nicht von dem Zusammen- 
fallen entsprechender Tangenten in ihrer ganzen Ausdehnung her, son- 
dern nur von einem zufilligen Schnitt von solechen auf der Geraden 7. 
Die iibrigen: 


nu + m(u + v) — mv = mv-+ nu 


Punkte entsprechen dann denjenigen Tangenten an die feste Curve, 


*) Fast gleichzeitig mit dem Erscheinen der 3. Aufl. dieses Werkes hat Herr 
Zeuthen in den Comptes rendus vom Juni 1874 denselben Satz bewiesen und 
weiter ausgedehnt. 

**) Vermuthungsweise sprach dieselben Herr Schubert in einer brieflichen 
Mittheilung mir gegenitiber aus. 
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welche, bei iibereinstimmenden Beriihrungspunkten, zugleich Tangenten 
an Curven des Systems sind. Q. e. d. 


2. Ganz ibnlich kann man verfahren, um die Anzahl der F lichen 
eines Systems, die eine gegebene EF liiche beriihren, zu bestimmen. 

Man nehme irgend eine Ebene F an, lege durch eine beliebige 
Gerade x derselben die n 'Tangentialebenen an die feste Fliiche, con- 
struire in den Beriihrungspunkten derselben je die Tangentialebenen 
an die uw Flichen des Systems, die durch jeden Beriihrungspunkt hin- 
durchgehn; dann schneiden diese die Ebene EF in zusammen nu Ge- 
raden y, welche der Geraden «x entsprechen. Umgekehrt entspricht 
jeder Geraden y eine Raumcurve von der Ordnung 9 + vy (Salmon, 
three dimensions, Art. 637, 6), niimlich der Ort der Beriihrungspunkte 
der durch y gehenden Ebenen mit Fliichen des Systems. Diese Curve 
schneidet die feste Fliche in (9 + v)m Punkten, die ebenso viele 
Tangentialebenen liefern. Die Schnittgeraden der Letzteren mit der 
Ebene EF sind die den Geraden y entsprechenden Geraden x. Zwischen 
den Geraden x und y der Ebene FE besteht also eine Correspondenz: 


(nu, (@ + v)m). 


Der Tangentenkegel, welcher an die feste Fliiche von einem beliebigen 
Punkt P der Ebene EF aus gelegt werden kann, beriihrt dieselbe lings 
einer Raumcurve, die, wie man sich leicht iiberzeugt, von der Ord- 
nung 7 ist. Andererseits entspricht dem Punkt P der Ort der Berih- 
rungspunkte der Tangenten von P an Flichen des Systems, eine Fliche 
(Salmon, Art. 637, 5) von der Ordnung (wu + @), welche jene Raum- 
curve in (uw -+ @)r Punkten schneidet. Die Verbindungslinien dieser 
Punkte mit P beriihren in demselben Punkt je die feste Fliche und 
eine Fiche des Systems und liefern ebenso viele Paare von Tangential- 
ebenen einerseits an die feste Fliche, andererseits an eine Fliiche des 
Systems, deren Schnittlinien mit EF’ ebensoviele einander entsprechende 
Strahlen x und y durch den Punkt P darstellen. 

Nun lautet aber der Kingangs erwahnte Satz iiber Entsprechen 
von Punkten in einer Ebene (Salmon, three dimensions, Art. 638) in 
dualistischer Uebertragung auf Gerade einer Kbene folgendermassen: 
Hat man in einer Ebene zwei Systeme von Geraden, welche eine Cor- 
respondenz (a, a) bilden, und gehen durch jeden Punkt der Ebene 
B Paare von einander entsprechenden Geraden, so ist die Zahl der 
Geraden, welche mit den ihnen entsprechenden coincidiren, gleich: 


ata--t 6. 
Dieser Satz, auf die Correspondenz der Geraden x und y in der Ebene 
E angewendet, liefert: 


nu + (o+v)m + (u+e)r 
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zusammenfallende Paare von entsprechenden Geraden. Unter diesen 
befinden sich indess auch Paare, die nicht von solechen Tangential- 
ebenen herriihren, die in ihrer ganzen Ausdehnung zisammenfallen, 
sondern von solchen, die sich zufillig auf der Ebene FE schneiden. Es 
sind dies diejenigen mo-—+ ru ‘Tangenten an die Durchschnittscurve 
E mit der festen Fliiche, in welchen, nach dem oben bewiesenen Satz 
iiber ebene Curvensysteme, diese Curve von den Schnitteurven des Sy- 
stems mit der Ebene F beriihrt wird. Zieht man diese ab, so bleiben: 


nu+(o+tv)m-+ (ut+to)r—(mo+ru)=—mv+nu+re 
zusammenfallende Paare, d. h.: Tangentialebenen an die feste Fliche, 
welche mit Tangentialebenen an Fliichen des Systems, die denselben 
Beriihrungspunkt besitzen, zusammenfallen. Q. e. d. 


€ 


3. Zu den Charakteristiken eines einfach unendlichen Systems von 
Raumceurven sind, ebenso wie die Zahlen uw, g, welche die Anzahl der Cur- 
ven des Systems angeben, die eine gegebene Gerade treffen, bezw. eine 
Ebene beriihren, auch die dualistisch entsprechenden: v und 6 zu rech- 
nen, die bezw. die Anzahl der Schmiegungsebenen durch eine Gerade 
und die der Tangenten durch einen Punkt angeben*). 

Die ersteren beiden geniigen indess, wenn es sich um die Auf- 
stellung der Anzahl der Curven des Systems handelt, die eine gegebene 
Fliche (m,n, r wie oben) beriihren. Um zu beweisen, dass diese 
Anzahl 

=ur-+ om 
ist, schneiden wir die Fliche w. Ordnung, welche von der Gesammt- 
heit der Curven gebildet wird, mit der gegebenen Fliiche, und erhal- 
ten eine Schnitteurve C wm'* Ordnung; in jedem Punkt derselben 
modge die Tangente an die durch ihn gehende Curve des Systems ge- 
legt werden. Diese ‘'angenten bilden dann eine windschiefe Flache 
von der Ordnung m(u-+e). Denn lisst man eine Ebene um eine be- 
liebige Gerade des Raumes sich drehen, so ist der geometrische Ort 
der Beriihrungspunkte von Curven des Systems ud dieser Ebene eine 
Raumeurve von der Ordnung @ + uw, welche F' in m(o+«) Punkten 
trifft, deren jeder eine Tangente nach der angenommenen Geraden 
entsendet. — Construirt man andrerseits in jedem Pankt der Schnitt- 
curve C die Tangentialebene an J’, so erhailt man eine abwickelbare 
Fliiche von der Classe ru. Denn durch einen beliebigen Punkt des 
Raumes lisst sich ein Tangentialkegel r'** Ordnung legen, welcher F’ 
in einer Raumcurve 7° Ordnung beriihrt, die von ru Curven des Sy- 


*) Da weiter unten von den Zahlen u veo nur je zwei benutzt werden, 
so kann die Frage nach einer etwaigen Beziehung zwischen diesen vier Gréssen 
hier unerértert gelassen werden. 
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stems getroffen wird. — Jeder Ebene der so entstandenen abwickel- 
baren Fliche entspricht eine Erzeugende der windschiefen Fliiche und 
umgekehrt. Dies Verhiltniss iibertrigt sich auf die Schnitte dieser 
Fliche mit einer beliebigen Ebene FE, in welcher die Punkte der 
einen Schnittcurve m(u-+ o)'* Ordnung den Geraden der anderen rp'* 
Classe eindeutig entsprechen. Nach einem bekannten Satz (diese Anna- 
len VII, p. 621) ereignet es sich alsdann im Ganzen: [m(u-+ e)+ru)- 
mal, dass ein Punkt in die ihm entsprechende Gerade fallt. Zu diesen 
Punkten gehdren indess auch die um Schnittpunkte der Ebene FE mit 
der Curve C. Es giebt daher: 


m(u+o)+ru—mu—mo+ru 
Tangentialebenen der gegebenen Fliiche, fiir welche die Tangente an 
die durch den Beriihrungspunkt gehende Curve des Systems in die 
Tangentialebene hereinfallt. Q. e. d. 

Aus dem Princip der Dualitét folgt dann noch der Satz: Dass 
es no + rv Punkte der Fliche giebt, in welchen eine Schmiegungs- 
ebene einer Curve des Systems beriihrt, wihrend zugleich die Curven- 
tangente durch den Beriihrungspunkt hindurchgeht. 


Darmstadt, im December 1874. 














Ueber die Discriminante der Modulargleichungen der 
elliptischen Functionen. 


Von M. Krause in Heidelberg. 


Das allgemeine Problem der Transformationstheorie der elliptischen 
Functionen besteht bekanntlich darin, wenn die Differentialgleichungen: 


dx 
dw = , 
Vii — a?) (1 — ex?) 
dw = — 


Via — y*) (1 — By?) 
gegeben sind, den Multiplicator a und den transformirten Integralmodul 
k so zu bestimmen, dass die aus der zweiten Gleichung herzuleitenden 
elliptischen Functionen sich rational durch die der ersten ausdriicken. 
Dann muss, wenn wir den Modul der zugehérigen Thetafunctionen 
mit t, respective r’ bezeichnen, 


(1 of ae By — Qt 
) a,t — B, 


sein, wobei: 
a, B, — &, By = 1 

eine positive ganze Zahl, der Grad der Transformation ist. Solcher 
Zahlensysteme «,«,B,8,, welche obenstehender Gleichung geniigen, 
giebt es unendlich viele, doch lassen dieselben sich immer in eine end- 
liche Anzahl von Classen eintheilen. Kine jede solcher Classen ent- 
hilt zwar wieder eine unendlich grosse Anzahl von Transformations- 
zahlen, doch nur solche, die durch lineare Transformation in einander 
iibergehen. 

Nehmen wir an, dass » eine unpaare Zahl ohne quadratischen 
Theiler ist — eine Annahme, die im Folgenden beibehalten werden 


soli, — d. h. setzen: 
N=M)°*+* Ap, 


so ist die Zahl der Classen: 


(a9 + 1) (4 +1)-+--(@t+)), 
iiberdies kénnen als Reprisentanten einer jeden derselben Zahlen der 
Form gewahlt werden: 


0, 0, 168, 9,, 
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wobei § = 0, 1--- 0, 1, 66, =~» und 6 einen jeden Theiler von 
n bedeutet. 
Ferner ist bekannt, dass, wenn wir eine Grosse q definiren, durch: 


ATi 


q = ¢ 
die vierte Wurzel aus dem Integralmodul ¢ als eindeutige Function von 
t durch den Ausdruck gegeben ist: 

' = 8 t+q@) (1+ q')-- 
(2) pe=u=—yp2-/)q +4 rq = Q(T). 
(i+q) GQ+¢')-:- 
Alsdann ergiebt sich fiir die vierte Wurzel desjenigen transfor- 
mirten Integralmoduls, welcher den Transformationszahlen 
0, 0, 16&, 6 


? ? 1? 


gewisse ein- 


entspricht, vorausgesetzt, dass ihr Vorzeichen auf eine 
deutige Weise bestimmt ist, 


(3) j Ean @ =(C)o(® = 


Lassen wir hierin 0, 6,, 16§ alle den obigen Bedingungen ge- 
niigenden Werthe annehmen, so werden die entsprechenden v Groéssen 
Lésungen einer algebraischen Gleichung, der Modulargleichung, die 
in Bezug auf v vom 

(a4, + 1)--- (a+ 1) 
Grade ist und deren Coefficienten ganze Functionen von w sind. 

Die Discriminante derselben hat die Form: 

D = w*(u'—1)" (a, + au +--+ aus"), 


wenn: 
N = nS'(n) — S(n) + 2A (n), 
N’ = nS'(n) — S(n) + 2A'(n), 
4v= S(ny? — S(n) N — 4N’ 
ist. 


Dabei haben die auf den rechten Seiten vorkommenden Gréssen 
folgende Bedeutung. Es ist S(n) gleich der Summe der Divisoren der 
Zahl n, S'(m) gleich der Anzahl dieser Divisoren, ferner 

in Paw 
A(n) = Ltt, 
wenn ¢ und ?¢’ alle die Divisoren von » bedeuten, fiir welche 
tt’ <n, 
endlich 
aa ills ab 
A (n) = Lt,t,, 


wenn ?¢,/,' dieselbe Bedingung wie ¢t’ erfiillen und iiberdies noch: 
G)G)=1* 
7 Ne7 ). 


*) Siehe in Bezug auf die hier angefiihrten Siitze das Werk meines hochver- 
ehrten Lehrers, Herrn Prof. Koenigsberger, ,,Vorlesungen iiber die Theorie 
der elliptischen Functionen“', Leipzig 1874. 
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Die Discriminante gleich Null gesetzt, giebt diejenigen « Werthe, 
fiir welche zwei der v Werthe einander gleich werden. Wir bezeich- 


nen letztere mit: 
2 y E > & 
r=E)o( a) : 


n= (9 C54). 


Nun gilt allgemein der Satz, dessen Beweis unmittelbar klar ist, 
dass die nothwendige und hinreichende Bedingung, damit zwei » Fune- 


tionen von verschiedenen Argumenten : 


g(r.) und 9(r,), 
abgesehen von achten Einheitswurzeln, einander gleich werden, ist: 


by — My Te 
(4) Mees 7 


Q,t — b,’ 


wobei die Zahlen a,b,a,b, zum ersten Fall der linearen Transformation 
gehéren (siehe das oben citirte Werk II' Theil p. 112) und je nach 
der Wahl der achten Einheitswurzel verschiedene Bedingungen erfiillen. 
Wir werden diese Bedingungen spiiter fiir den Fall zweier dieser achten 
Kinheitswurzeln, niimlich ++ 1 ausfiihrlich aufstellen. 

Setzen wir nun: 
dt — 168, . ut — 16 & 


0; ? Oy ? 


ct, = 
1 ¢ Us 


so folgt: die nothwendige und hinreichende Bedingung, damit 
2 @c—165\ (2 tant 
9 - Qe 


ut — 16€, 
: by — My = 
Oc— 168, _ Uy 
3 ™ or ee ' 
‘ ay - 6 Se — b, 
Uy 


werde, ist: 


wobei also a,b, a,b, spiiter noch aufzustellenden Bedingungen geniigen 
miissen. 

Wie wir sehen, erhalten wir auf diese Weise eine quadratische 
Gleichung in t: 

(5) Pre +2Q0r+Rkh=0, 

deren eine Lésung mindestens die EHigenschaft hat, dass fiir die ihr 
entsprechende g(t) Function zwei Wurzeln der Modulargleichung 
einander gleich werden. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die nothwendigen und hinrei- 
chenden Bedingungen zu finden, denen die P, Q, R geniigen miissen, 
damit fiir die einer oder beiden Lésungen t entsprechenden Functio- 
nen g(t) zwei Wurzeln der Modulargleichung, die zu einer rationalen 


















542 M. Krause, 


Transformation n'*® Grades gehért, einander gleich werden, voraus- 
gesetzt, dass m eine unpaare Zahl ohne quadratischen Theiler ist. 


Wir fanden: 


ur — 16 &, 
: \- *) 
Or — 16 &, "° a, ( Uy 
é ~ =< — 908 
i a, Ut 16 Ep b, 
Uy 


Hieraus ergiebt sich die Gleichung: 
9 
a, T° + (a, — B, i dine B, = 0 ? 


a, = u[a,d,— 16&,a,], 


wenn: 


| 


a, =a,du, 


By = 6,0, u, + 168,a,0, — 16§&,b,u, — 16°E, &,a, , 


B, = 0 (b,u, + 168 a,] , 
und daher 


a, By _ &, Bo mm i 


ist. 
Die Determinante dieser Gleichung hat die Form: 
A = (a+n) (a—n), 
wenn: 
a 
a= Sot 6 
2 
ist. 
Nun muss wegen der Convergenz der ® KFunctionen der reelle 
Theil von positiv sein. Daraus folgt unmittelbar, dass A negativ ; 


sein muss, ferner dass nur diejenige der beiden + Wurzeln gebraucht 
werden kann, fiir welche der Coefficient von ¢ positiv ist. 








Wir wollen zunichst das Verhalten von a in Bezug auf den Modul 
16 untersuchen, oder, naher pricisirt, zusehen, welche Werthe r in: 


a rn mod 16 
annehmen kann. 


Dazu ist es néthig, die schon vorhin angedeuteten Bedingungen 


aufzustellen, denen die Gréssen a,b, a,b, geniigen. 


: BO +". 


lhag=—=8A+1; 0,—8B+1; a, —Omod2; b 


A+ B=0Omod 4; 
2)a,=8A+7; b,=—8B4+7; a,—Omod2; b 
A+ B-=2 mod 4; 
3) a =8A+3; b,=—8B+3; a,—Omod4; b 
A+ B=1wmod4; 


0 


*) Hermite, Sur la théorie des équations modulaires etc. Paris 1859. p. 33. 


Dieselben lauten: 


O mod 16; 


= 0 mod 16; 


8 mod 16; 











. 
= 
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4)a,=8A+3; b=8B+4+3; a, =2mod4; b, =8 mod 16; 
A+ B=3 mod 4; 

5)a,=8A+5; b=—8B+5; a, =Omod 4; 
A+ B=1mod4; 

6)a,=—=8A+5; b—=—8BHb+5; a, =—2 mod4; 
A+ B=3mod4. 


. G)C)=—-1- 

lha,=8A+41; b},—=8B+41; a, =—Omod4; b, =8 mod 16; 
A+ B=0Omod4; 

2)a,=8A+41; 6=8B+41; a, =—2mod4; b, = 8 mod 16; 
A+B mod 4 ; 

3) a =8A47; 6, =8B+7; a, —=Omod4; b, = 8 mod 16; 
A+ B=2mod4; 

bh, =8B+7; a,=2mod4; b, = 8 mod 16; 
A+ B=0mod 4; 

; b =8B+3; a,=Omod2; b, =0mod 16; 


» — 8 mod 16; 


o 


a 


» = 8 mod 16; 


bo 


4)a,=8A+7 


~e 


5) a4 = 8 A+: 


A+ B=1wmod4; 
6)a,=8A+5; b=8B+5; a, =—Omod2; b, = 0 mod 16; 
A+ B=1mod4. 


Man findet diese Bedingungen unmittelbar, wenn man die an der 
citirten Stelle aufgestellten Relationen fiir die beiden achten Kinheits- 
wurzeln -+ 1 niiher untersucht. 

Es ist nun: 

2a = a, + B, = ula,d, — 165,a,] + 3 [b,u, + 168,4,], 
d. h. 
2a = ua,d, + u,b,0 mod 32. 
Ks ist also die Congruenz zu untersuchen: 
>— Ow 2). 
ua, O, + u,b,d — 2rn mod 32 ; 
a, und b, haben die Formen 8 A + s; 8 B+ s, daraus folgt: 
ua)0, + u,b,d 8 (ud, 4+ u,dB) + s (wd, + u,d] mod 32. 
Wir untersuchen zuniichst: 


ud, + du, = 2rn mod 32. 


Es ergeben sich hierbei folgende Fille: 
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L G)G)=+1- 
Thu=8p,+hk; u, —S8p,+h,; =8p,+hk; 0, —=8p,+h,; 
rorn-+l1; 
2)u=—8p, +k; u—8p,+h,; I—8p,—k; 0, —8p,—h,; 


r=—1. 


1 G)Q)=—1 

lhua=Sp, +k; u,—S8p,+h,; S—S8p,+h,; 6, —S8p,+h; 
r= + 9, je nachdem k + k, = 0 mod 4; 

2)u=—8p,+k; u, —=8p,+h,; =—8p,—k,; 3, —8p, —hk; 
r= -+ 9, je nachdem k +k, = 0 mod 4; 

3)u=S8p,+k; u=—8p,+h; d=—8p,+h,; 0, =—8p,+h,; 
r=-+ 9, je nachdem k + k, = 0 mod 4; 

4)u=8p,+h; u, =—8p,—hk; =8p.+h,; 9, = 8p, —f,; 
r=-+9, je nachdem k + hk, Omod4. 

Weitere Fiille sind nicht mdglich. Die Richtigkeit der Behaup- 
tungen folgt aus einer niiher eingehenden Rechnung. Wir zeigen die 
Art derselben an dem Falle II, 2. Fiir diesen ist die Congruenz auf- 
zulésen 

(8 pp +k) (8p,—k) + (8p, +h,) (8p. —h,) = ruu, + rdd, mod 32, 
oder 
8 [(pys—pp) — 1 (yp, —P.)] (A —k,)—(kK+4, —2(r—1) kk, = 0 mod 32. 


Sei nun: 
k—k,=Omod4, 
mithin 
k +k, = 2 mod4, 


so folgt daraus unmittelbar als einzige Lésung: 
roo —9. 


Wir kénnen die soeben gefundenen Resultate iibersichtlicher dar- 
stellen: 


Sei.u=—=S8p,+h; d=8p, +4k,; so ist, wenn: 


|, LG@)Q=+1, 


= -+ 1, je nachdem /& +k, = 0 mod 4, wenn 


0 Nw @@-—1 


r= -+-9, je nachdem k + k, O mod 4, 








es 
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Untersuchen wir jetzt die Congruenz: 
2a =2rn mod 32, 
so ergiebt sich vermége. Rechnungen genau derselben Art fiir die in 
Formel (6) aufgestellten zwélf Fille respective: 
J. 
1l)a=+ n mod16; 2) a=-+numod 16; 
3)a=+9nmodi6; 4) a=-+nmod 16; 
5) a=+9n mod16; 6) a=-+nmodil6. 
Il. 
+9nmod16; 2) a=-+nmod 16; 
3) a—+9nmod16; 4) a=-+nmod 16; 
+n mod16; 6) a=-+nmod 16. 


(8) 





Dabei ist in allen zwoélf Fallen das obere oder das untere Zeichen 
zu nehmen, je nachdem 


k-+-k, =0Omod4. 
Wie wir sehen, zeigt sich das merkwiirdige Resultat, dass a nur: 


a = -+ » mod 8 


sein kann. 
Je nachdem nun: 
a = -+ 9n mod 16 
oder 
a=-+ n mod 16 


ist, nimimt die Determinante eine der beiden Formen an: 
A = 16(3n — 80) (n — 20), 
A’ = — 320 (n—80). 
Also finden wir: Damit eine Lésung von 
P?+20r+R=0 
unseren friiher aufgestellten Bedingungen geniige, ist eine nothwendige 


Bedingung, dass die Determinante der Gleichung sich in eine der bei- 
den Formen bringen liisst: 


Q? — PR=A = 16(3n— 88) (n— 28) 


(9) 


oder 
Q@? — PR= A = — 320 (n — 890) 
und negativ ist. 
Ks fragt sich jetzt, welchen weiteren Bedingungen die Coefficien- 
ten geniigen miissen. 
Es ergab sich fiir t die Gleichung: 


a,t? + (a — B,)t — By = 9 


Vili, 


oder 


Mathematische Annalen. 
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I? ‘ a 
Pr + 201 -++ R=—0 ) 
Wenn: ; 
P=a,du, 
2 Vv = tu 4,9; ~ 16E, a, 0 bu, -! 16&, i> 
R = 16°&, § a, + b, 16§, 2, 16 §,a,0, ; by, 0, “ 
Sei zuniichst 
A = 16(5n—80)) (n—20), 
so zeigt die in (6) aufgestellte Tabelle, dass in allen diesen Fallen 


Omod4: bd S mod 16 


at 0 


1 
ist, mithin auch: 


P—--Omod4; fk ~ 8 mod 16. 
Es bleibt tibrig @ zu betrachten und zwar untersuchen wir es 
nach dem Modul 8. Ks ist: 


> vt 
2¢—=ua,0,— u,b,d mod 16 Udy 


“ b, dmod 16 *(y2a, 0%, |mod 16. 
u du 

Die Rechnung zeigt nun, dass: 

W* Ch) 0°, 
in allen mdglichen vorkommenden Fiillen congruent. ist: 
ura, — Ob, 8 mod 16. 

Wir zeigen die Art derselben an einem Beispiele und wiihlen dazu 

Kormel (6) If, 1). Dafiir wird: 


6°), = S[k? A—keB) +h ky? ik? — k2 mod 16. 


42 
ua I 


Nun ist aber in diesem Falle 


GG)——1, 


mithin 


i? k,? 8 mod 16, 
also auch 
ua, — 07d, 8 mod 16 
+f cS. d 
Hieraus folet unmittelbar, dass auch 

20 $ mod 16 

oder 
VU 4 mod 8 


sein muss. 
Aehnliche Resultate ergeben sich fiir: 
A’ = — 320 (n— 80). 
Man hat hierfiir zwei Fille zu unterscheiden, wie aus den aufge- 
stellten T'abellen unmittelbar ersichtlich ist: 
a) P—2mod4; @Y—4mod8; R=S8 mod 16; 


b) P=Omod2; Q@—Omod8; RK—Omodl6. 
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Fassen wir die letzten Resultate zusammen, so ergiebt sich: 
Die nothwendigen Bedingungen, damit zu einer Lésung t von: 
P2+2Qr+R=0 
eine Function g(t) gehdre, die Wurzel der oben aufgestellten Diseri- 
minante 
D=0 
ist, sind: 
| 1) Die Determinante der Gleichung muss sich in eine der 
beiden Formen: 
A = 16(3n — 80) (n — 20) 
oder 
A’ = — 320(n — 88) 
bringen lassen und negatiy sein. 
2) Falls 
A = 16 (3n — 80) (n — 20) ist, 
(10) J muss sein: 
P=0Omod4; @—4mo0d8; R=8 mod 16. 





Falls 
A’ = 320 (n — 80) ist, 
muss sein: 
P=2mod4; @=—=4mod8; R=8 mod 16, 


oder 


P=Omod2; Y —Omods8; 


R 0 mod 16. 





Wir zeigen, dass diese aufgestellten Bedingungen auch die hin- 
reichenden sind, 

Dazu muss bewiesen werden, dass, falls sie gelten, a,b, a,b, wu, 00, &, &, 
so bestimmt werden kénnen, dass sie allen Bedingungen Gexiige leisten. 

Wir fanden: 


P=a,du, 


2 @ = u(a,d,—a,16§,] — d[b,u,+ a, 166, |, 
R = 16°§,&,a, + b,u, 16§, — ad, 16&, — b,0,u, , 
a,b, — a,b, = 1. 


Setzen wir 
@— PR=A, 

so ergeben sich hieraus fiir a, und 0, die Gleichungen: 

n?d?b,? + 2ndb,[Qu+16§ P| = wd + wn? — (Gu+ 168, P)’, 

n?wa,? —2nua,(VO+ 16§, P| = PA + On? — (Yd + 16, P)’, 
mithin, da 

v7+A=a’, 

{ ndb, = — (Qu+ 168, P) + au, 
| nua, = + (90+ 16E, P) + ad, 


(11) 
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wobei zu bemerken ist, dass vermége der ersten Bedingung a eine bis 
auf das Vorzeichen eindeutig bestimmte ganze Zahl ist. 


Ferner ist a, bestimmt durch: 


* P=a,ud 
und b, entweder aus 
a,b, — a,b, = 1 
oder 
R = 16°&,&a, + 168,b,u, — 16€,a,0, — b,0,u, . 


Es handelt sich darum zuniichst zu zeigen, dass a,b,a,b, sich als 
ganze Zahlen ausdriicken lassen. 

Zu verfiigen haben wir innerhalb gewisser Grenzen iiber wd&, &,. 
Wir weisen nach, dass dieselben so gewihlt werden kénnen, dass 
a,a,b,b, zu ganzen Zahlen werden. In bestimmter, spiiter ersichtlicher 


Weise geordnet sei: : 
Mm = 4, °° + OOe41** * Aghg41°*** Anis a&, 
ferner: 
; a " 
= os ere g+1 “ee h D’ 
P=a, GU, Ay. a, A. — 


wobei P’ relativ prim zu » ist und 


%>2, 
s=g+l1,...h. 
Nun -ist: 
A=@-— PR=2@— 7n’,7 
mithin: 


(Q+a)(Q—a) = RP — vn’. 
Hieraus folgt, dass simmtliche gemeinsamen Theiler von P und n in 
(V+ a) (Q—a) 
enthalten sind. Schliessen wir daher den Fall aus, dass P, Q, R 


einen gemeinsamen Theiler haben, der zugleich Theiler von n ist, so 
kénnen wir setzen: 


a ap 2 a 
a=@.----@/a"%t'.. *¢g’ 
YG+a—a, a; a," -a, Q, 
a » & i 
—emeas™...a%e%t'..-44@”’ 
Y—a=—a, , G4, °° OO, 


wobei Q und Q” relativ prim zu P sind und iiberdies: 


L>is 434232. 


e=zl...g s=g+1...h 


Alsdann setzen wir: 


a Mg+1 a 
== G, G4, °°°4,*, 
My ue 

1 a 

d= a, ot a,* 


ag << Ro pf 
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wenn t,41-°** "@,, respective wj4,--+- mu, die Werthe Eins oder Null 
haben, je nachdem das zugehdérige 4 respective 4° in Q + a respective 
Q —a von Null verschieden ist oder nicht. 

Offenbar erfiillen dann u und 6 die Bedingung, dass sie Theiler 
von # sind, 

Wir zeigen, dass unter dieser Festsetzung aus: 

nob, = — (Qu+ 168, P) + au, 

nua,= (00+ 16§, P)+ ad 
dy und b, sich als ganze Zahlen bestimmen lassen. Es wird dieses 
méglich sein, wenn zwei ganze Zahlen £,&, so gewihlt werden kénnen, 
dass sie kleiner als 0, resp. «, sind und den Congruenzen geniigen: 

16§&,P,6 + 9+ a=O0mod du, , 

16§, Phu + @+a=0 mod du, 
wenn 

P= Piud. 

Es ist zuniichst klar, dass nur die oberen Zeichen gewahlt werden 
kénnen, da vu. A. Q@— a durch 6 und QY+ a durch w theilbar ist. 
Es bleibt dieses auch dann richtig, wenn sowohl @ wie a durch ud 
theilbar sind. 

Also lauten die Congruenzen: 


ona a 
16§,P, = — 2+ mod u, , 
16§, P, = —*“—* mod 6 
“-,=—,  =— moe ©; ; 
wobei  - 
O—-a A —1 ind 2 1- Hot — Kw 7 
v =—gqlt! ee ow a’t g+ oo Qt A 
t) f+1 9 g+1 h 
Q 1 a 1 Ap—1 4, — My 4h . 
ey cose ge) geet ee... gt Bg, 
u 1 t g+1 h 
Die Congruenz 
+ — a 
16%, P, = o? mod wu, 


wird liésbar sein, wenn alle Theiler von P, und u, zu gleicher Zeit 

° -- a ° r e ° a . 
Theiler von s+ sind. Nun sind diese simmtlich enthalten unter 
den Grodssen 


Gina? oT , 


und deren Combinationen. 

Kine beliebige dieser Gréssen wird Theiler von wu, sein, falls das 
zugehorige 4 in @ + a gleich Null ist. Dann ist aber das entspre- 
~—— @ 
0 
dieselbe Grésse theilbar. Damit ist das Verlangte bewiesen. 


chende 4’ in Y — a@ grosser oder gleich 2, d. h. 0 ist auch durch 
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Was von der Congruenz: 
16§,P, =— U4 mod U 
gilt, gilt auch von 
16 &, P, = — . “ mod 4d, . 


Sei nun der grésste gemeinsame Theiler von P, und u,: q, von 
P, und @,: p, so werden wir q Lésungen & resp. p Lésungen &, er- 
halten, welche nach dem Modul wu, respective 0, incongruent sind. 
Kiner jeden derselben werden ganzzahlige a,, b, entsprechen. Es 
. 5 5 0? 1 
fragt.sich, ob alle oder, wenn nicht alle, welche von den Lésungen 
~ —, zu gebrauchen sind. 
$1 52 4 
Untersuchen wir dazu, welches die Bedingungen sind, unter denen 
sich b, als ganze Zah!] bestimmen liisst. Wir fanden fiir b, die Glei- 
chungen: 
b= — R— 16[d, 8,4 My 9] — 16° €, EP, 
" Oyu 
‘3 
und 


bb = ( pe) ; 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt, dass },, falls es keine ganze 
Zahl ist, als Nenner héchstens die Grésse pq haben kann. Es fragt 
sich, ob nicht in jedem Falle &,& so gewihlt werden kénnen, dass 
der Nenner fortfallt, d. h. dass: 

(12) R— 16[b,&, u,—a,§6,) — 16? 


wird. 


or 


&, &.P, O mod pq 

Wir schicken die Bemerkung voraus, dass P,, u,, 6, keinen ge- 
meinsamen Theiler haben kénnen. 

In der That, wir haben gesetzt: 

P=—uxuéP,, 

wo P,, wenn anders es iiberhaupt Factoren von » enthilt, nur solche 
enthalt, die schon in w und @ enthalten sind. 

Nun sei: 

8 == by +++ Dpty--- 


ry 
u=b,---bod,---d,, 
dann ist 
d,=d,---d,d,, 
wo 0, relativ prim zu P, ist, ferner 
Uy == Co “ee « Cc, Uy ; 


wo wu, wiederum relativ prim zu P, ist. Hieraus folgt die Richtigkeit 
der Behauptung unmittelbar, da c, -- +c, verschieden sind von d, --+ d,. 
Vermége dieses Satzes kénnen wir die Congruenz schreiben: 
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R — 16 [b, &,u,—ay)&0,] = 0 mod pq, 


oder, indem wir die Werthe von a, und b, einsetzen: 


R -16| (= ore _ 16, P,)&; — (21% + 166, P, é,| -0 mod pq, 


oder 
» —-@ + a » 
( = & 
16 fa) -1 


» Yta, 
-— 16 + &, mo . 
R—1 2 mod pq , 


Nun hat, wie bewiesen, 


—Q+a . rare 
et den Theiler ¢, damit diese Con- 
C 

vruenz moéglich sei, muss also sein: 


. © a 
R—16 ©“, —= 0 mod q. 
——§, 


Fiir &, haben sich g Lésungen der Form ergeben: 


Pa ku 

—&, + —" 

= . q té....¢—8" 
wobei 

¢ 7 Uy 

S» q 


ist, mithin erhalten wir fiir / die Congruenz: 
>» V+ A » Y U 
Sts SS es Se 


r 4° mod 
» moad@qd. 
u q u 92 fi 


(13) 


Diese Congruenz hat aber stets eine und nur eine Lésung, die 
kleiner als q ist, da, wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar folgt, 
a) a . ( . . . . 
¢+4 sowohl wie “* keinen gemeinsamen Theiler mit q hat. 

u q . 

Also giebt es nur einen Werth von §, der kleiner als u, ist und 
der Congruenz geniigt: 

, Ora 
R 16 — t 


> —-QY+ay, 
- , = 16 —**— &, mod pq , 


wee 


wre 


und ebenso wird es nur einen hierzu gehdrigen Werth & geben, der 
kleiner als 0, ist. 
‘ihlt man diese Werthe fiir —&, und &, so ergiebt sich 0}, als 
Wiahlt l Werthe fiir &, und &,, rgiebt sich b, al 
vanze Zahl und zwar nur dann. 
a nun vermoge der Wahl von w unc a, auch eine ganze Zahl 
D ge der Wahl ld a, h eine ganze Z 
wird, so ergiebt sich zuniichst, dass, falls die Coefficienten P, VY, R in 


Pre +2Qr+R=0 


der ersten der aufgestellten Bedingungen geniigen denn nur diese 
haben wir bisher benutzt — stets uw, 0, &,,& so gewihlt werden kénnen, 


dass a)b,a,b, sich als ganze Zahlen ergeben. 
Die Wahl von wv und 0 ist keine willkiihrliche. Kine Untersuchung 
iihnlicher Art, wie die vorhin angestellte, zeigt, dass sie eine ein- 
deutig bestimmte ist. 
Es bleibt iibrig zu zeigen, dass vermége der zweiten Bedingung, 
denen die P, Y, R geniigen, auch die Form von a,b)a,0, die ver- 
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langte ist. Eine niaher eingehende Betrachtung zeigt die Richtigkeit 
dieser Behauptung. Wir wollen sie nur fir einen Fall wirklich durch- 
fiihren, da sie fiir alle iibrigen Fille ganz ahnlich ist. 
Sei 
A = 16 (8n—89) (n—20) = @& — vn’, 
ferner 


a = — 9n mod 16, 
mithin 


P=Omod4; Q=4mo0d8; R=S8modl6. 
Wir fanden: 
u,db, = — (Q+168,0P,) +a, 
dua,= (0+16€,uP,)+a, 
also in unserem Falle: 
u, Ob, 7n — Y@mod 16, 
0, ua, = TIn+ Q mod 16. 


QG@=+1, 
ferner: 


u=S8p +k; u=—8p,+h; I=—8p,+kh; 6,=—8p,+h,, 


so folgt, wenn wir 


Sei nun: 


b=8B+1 
setzen: 
8[p,kl+kp,l+k, kB) + lkk, = 56[p,k,+p,k] + Tkk, — Q mod 16. 
Vermége der Bedingung, welcher Y unterworfen ist, ist diese 
Congruenz nur méglich, wenn: 


l1— 7=4mod 8, d. hh. 1l=3 


oder 
b,=8B+3. 
Ebenso wiirde sich ergeben: 
a,=8A+3. 
Addiren wir ferner die oberen Gleichungen, so wird: 


u,0b, + ud, a, = 2a mod 32 = 14n mod 32 
oder 


6°b, + a,u? = 14 ud mod 32. 
Setzen wir hierin: 
b =8B+3; a—8A+3; O=—8p,+k; u=—8p,+hk, 
so ist diese Congruenz in die Form zu bringen: 

4g—k(A+B—1)=0Omod4, d. hh. A+ B=1 mod 4. 
Ferner folgt aus: 

P=a,du 

a, = 0 mod 4, 


aus: 
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R — 161, &,u, — ay 94] — 16 &, &P, 
Oy Uy 
b, =8 mod 16. 


Vergleichen wir diese Resultate mit den in Formel (6) aufgestell- 
ten Bedingungen, so sehen wir, dass a,b,a,b, gerade diejenigen For- 
men haben, die sie nach jenen Formeln fiir 


a = — 9n mod 16; G) (=) =+1; k+hk, =2mod4 
haben miissen. 
Also finden wir den Lehrsatz: 
Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit zu einer 
’ Wurzel von: 


b= — 


Pr+t+2d0r+R=—0 
eine Function g(r) gehdre, die Lésung der Discriminante 
D=0 
ist, sind : 
1) Die Determinante der Gleichung muss sich in eine der beiden 
Formen: 
A = 16(3n— 80) (n —20) 
oder 
A’ = — 32d(n—80) 
bringen lassen und negativ sein. 
2) Falls A = 16(3n —860) (n—20) ist, muss sein: 
P=0Omod4; Q=4mod8; R=8 mod 16. 
Falls A’ = — 320(n— 80) ist, muss sein: 
-P=2mod4; Q@=4mod8; R=8 mod 16 
oder 
P=0Omod2; Y@=Omod8; R= O0mod 16. 

Zu gleicher Zeit sahen wir, dass stets zwei und nur zwei Wurzeln 
der zu dem Transformationsgrad n gehérigen Modulargleichung einander 
gleich werden, und fanden die Methode, dieselben zu bestimmen. Wir 
wollen letztere der Wichtigkeit der Sache wegen noch einmal angeben 
und zwar mit etwas verinderten Bezeichnungen. 


Sei 
@—-RP=A=e — vn, 
== Oy °** On, 
_ By —_— Be P 
P=, er, 
wo die b, ---b, siimmtlich Theiler von » sind und P’ relativ prim zu 
nm ist, ferner , 
g, k py 
@ + = Cy ve C. Q ? 


Io 9; ” 
Q@—a=d,::-d'Q", 
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wo die ¢,---c d,---d; zu den b,---b, gehdren und Q und Q” re- 
lativ prim zu P sind. 
Dann setzen wir: 


USC) **'C, 
G=ax=d,---d;, 
n n 
“u,= : 6, = 
! u? 1 r) 


und bestimmen die Lisungen £, und &, der Congruenzen 


| 165, P, = — €—“ mod 4, , 
| 16 &, P, ors mod wu, , 
wobei P,ud = P. 

Es ergeben sich q Lésungen §, und p Lésungen &,, die nach dem 
Modul «, respective 0, incongruent sind, wenn q den gréssten gemein- 
samen Theiler von P, und u,, p den gréssten gemeinsamen Theiler 
von P, und 0, bedeutet. Die Lésungen haben die Form: 


gry Key “> WO. + Uy ge Oy 
o> ~ r a ; o> * ’ S1 ~ 5] 
f pP q p 
k =-(Q... q -_— 1 . ky =(). Pp l 
Die Gréssen k und k, ferner sind eindeutig bestimmt aus: 
, Cte «- ». O+a ku 
BR — 16 — + £. 6 — | : 0 modq, 
u > u q 
. Q ( . QO-+a kod 
R 16 ee 16 : : QO mod p. 
ts) ! ts) p 


Sind auf diese Weise u,-u,, 0, 0, 
die beiden Wurzeln der Modulargleichung 


2 ot 16 &, ¢ {wr 1682) 
(G)s ( 8, und —)q ( ss 


£,, &- gefunden, so werden 


fiir diejenige Function g(r) einander gleich, deren zugehériges rt eine 
Lésung der Gleichung: 
: . Pr+2¢r4+R=—0 
ist. 
Aus diesen Resultaten folgen mit Leichtigkeit eine Menge von 


Sitzen, die eine Verallgemeinerung derjenigen Siitze sind, die Her 
mite in seinem schon citirten Werke p. 35 sq. fiir eine Vrimzahl- 
transformatfon ohne Beweis aufgestellt hat, doch unterlassen wir die 


Ableitung derselben. 


Heidelberg, den 21. Miirz 1875. 




















Allgemeine Betrachtungen tiber das Weber’sche Gesetz. 


Von Cart Neumann in Leipzig. 


Nach diesem Gesetz iiben zwei elektrische Massen e und y in der 
Entfernung r eine repulsive Kraft R auf einander aus, welche den 


Werth hat: 
1" SS an at 1 sdr? ar adr 
is a | - @ (az) ? e ae |? 


wo ¢ eine gewisse Constante und ¢ die Zeit bezeichnet. Setzt man 
zur Abkiirzung: 


so lissst sich dicse Kraft auch so darstellen: 


> _—en A® ,dr\? 42, er 
a= r? ! at (az) + A‘ a] 


oder auch so: 


/ 2 

(1) R=ey|} gaz abr abr 

; a i tA dr dt? 4 
oder endlich auch so: 

‘ ) dg ody &y 
(1°) k= ey (— dr + 44° dr dt?/7? 

1 = 
wo p= — und »y=/r. 
& &. 


Transformation des Weber’schen Gesetzes. 


Ebenso wie das Newton’sche Gesetz fiir sehr kleine Entfernungen 
einer gewissen Modification bedarf, ebenso erscheint es sehr méglich, 
dass einer analogen Modification vielleicht auch das Weber’sche Ge- 
setz bediirftig ist. Der grésseren Allgemeinheit willen mégen daher 
im Folgenden unter g und yw Funetionen verstanden sein, welche fiir 


ee ° > ° i =. ° ee ° 
betrdchtliche Entfernungen mit , und V x identisch, fiir sehr kleine Ent- 


fernungen hingegen von noch unbekannter Beschaffenheit sind. 





























556 


Sind 2, y, z 
die Componenten 
die Werthe: 


X 


dw ow 


(a) dt 


Cox 


und ebenso 


Hand notirt sind: 


dt 


“ 


In (6) und (¢ 


und 


? 


—- » or pore ( 7 OP 9 ¢ w ad ) 
X=R Cx se Cx + 4A ea dt?/? 
2 3 i ae op | | » Ow &y 
(2) Y=Ro = n ( ay + 44? 5 ae): 
r 23 "adc C@ 420% Cy 
4 _ (- 02 +44 oz ab 


Um diese Ausdriicke in eine etwas andere und fiir viele Zwecke 
yequemere Form zu versetzen, bemerken wir zuniichst, dass 
bequemere F ‘ : 


(a’ 


ow 
. ox ew Ow ew 
et —_— Fa , ) ob oe les 
(B) dt C2 (4 5) 4 Cx oy Y "ees x& Cz 4 §) 


ist, wo die Accente Differentiationen nach ¢ andeuten. 
Aus (a) folgt durch partielle Differentiation nach «: 


Hand durch Multiplikation mit 2 


C, Neumann, 


E, v, € die Coordinaten von e und y, so haben 
Y, Z der von y auf e ausgeiibten Kraft R (1) 


e’) + 50 (yy —v)+ 2 (¢ —8) 





, dy 
é . , 
= dt Oow,., en Cw , P aw , os 
) wen ) 4 it .. fb tee tf <« £4, 
‘7. ex ex (2 $) + oxoy 4 v)4 0x 02 ( . 
und hieraus durch Vergleichung mit ({): 
dw Cw , (adwy 12% 
C ¢ o - a= 
lt Cx a dt dw ox 
FY € a * ¢ . — ° 
(0) ae a? mithin*) auch: re oar a 
Andererseits folgt aus («) durch partielle Differentiation nach 2’: 
dw ,f{adwy ' 
a ° o|-—; 
. lt ) = ( t ) ; 
(€) = » mithin auch: an Gee oe. 
Cx Ox Ox dt 0x 
Nun ist offenbar: 
( dw ~~ ow 
d\2 ¢ . 
dt 0x/ gdp O02 42 aw ow 
dt a oar ~ @8 Ox? 


also mit Riicksicht auf die Gleichungen, welche in (0), (¢) reehter 


a o( 


dwy (3? 2 
C 
dt dt aw ow 
— Cs a 
Ox Cx + 2 dt® 0a’ 


ergeben sich die Formeln rechter Hand aus denen linker 
dw | 


dt 
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oder anders geordnet: 


_ (4 
(3) 9 ow ay dt/ d dt E 
r " On or 0x dt dn ? 
hieraus folgt durch Multiplication mit 2 A?: 

2 ow a w = 0G d 0@ 

(4) ‘2 6x d@®” ~— x + dt 0a’ 
falls man‘ niimlich die Bezeichnung einfiihrt: 
rs —_ 9 42(4¥V 
(5) @B=—2A (3 


Substituirt man nun den Werth (4) in die erste der Formeln (2), 
so folgt sofort: 


. @) 1 00 . 
X=ey (— (ore) + == ) ; und ebenso wird: 
Ox? 


0x dt 
pe ——— e(9+3) d 06 
(6) Y =e n(— dy += ay 
7 — oy(__ 29+) d 06 " 
a en ( a Be 2 dt oz 


Es mag im Folgenden eng das elektrostatische, und en@ das elek- 
trodynamische P tential der beiden Theilchen e, » genannt werden. 


Das Princip der Energie. 
Durch Multiplication der Formeln (6) mit 2’, y’, z und Addition 
folgt: 
i +: aes Se 
Hier hat TT die Bedeutung: : 


ie (a! it sat = (2's oe 4 “2 ), 


und kann daher auch so geschrieben werden: 


mam 2 (9 84...) (or 8 4+-.)-WB+.-) 

ti Ox Ox 
Bezeichnen wir nun die Zeit ¢ je nach ihrem Vorkommen mit verschie- 
denen Buchstaben, niimlich mit a insofern sie Argument der x, y, 2, 
hingegen mit @ insofern sie Argument der &, v, § ist, und beachten 
wir, dass y nur von den Coordinaten, hingegen @ (5) von den Coor- 
dinaten und Geschwindigkeiten abhingt, so gewinnen die vorstehenden 
Formeln die einfachere Gestalt: 


(Xa +--)=—ey uy ae . 


d x 0B 
T=- (72+. )— - 


oa 
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Hieraus' folgt durch Elimination von TT sofort: 


(7) (Xda+..-)—=ey E (« = + -. ‘) ioe ta dt. 


ox 

Und in iihnlicher Weise ergiebt sich die analoge Formel: 

= [da + 08 0(@+o) 
8) =dé --)= en e 5 ae oe dt. 
(! (=45 + ‘\dt \° o& ¥ da 
Von diesen beiden Ausdriicken (7), (8) repriisentirt der eine die von 
» auf e, der andere die von e auf » ausgeiibte Arbeit. Bezeichnet 
man die Summe beider Arbeiten mit dL: 


(9) dL = (Xdx+---)+(Hd§+.---), 


und beachtet man, dass der Ausdruck @ (5) eine homogene Function 
zweiter Ordnung von wv, y, 2, &, uv’, & ist, so erhailt man durch 


5 


Substitution der Werthe (7), (8) sofort*): 


¢ ») 
dL=ey ea . ¢ =t9 | dt, 





oder was dasselbe ist: 


(10) dL =end(@—@). 


Die von zwei elektrischen Massenpunkten wihrend der Zeit dt auf 


eimander ausgeiibte Arbeit ist also ein vollstindiges Differential. — Hieraus 
folyt, dass das unseren Betrachtungen zu Grunde gelegte Weber’sche 
Gesetz in vollem Einklange steht mit dem allgemeinen Princip oder 
Axiom der Energie. 


> » 
§ 3. 


Reduction des W-eber’schen Gesetzes auf ein gewisses Potential, durch 
Anwendung des Hamilton’schen Princips. 


Das Hamilton’sche Princip findet bekanntlich seinen Ausdruck 
in der Formel: 
(1) d/{(Leb. Kraft) — (Potential)| dé = 0, 


wo die Integration sich erstreckt iiber einen beliebig zu wihlenden 
Zeitraum, und wo é die innere Variation, nimlich eine Variation be- 
zeichnet, welche nicht die Grenzen, sondern nur das Innere jenes 
Zeitraumes betrifft. 

is fragt sich, ob das Weber’sche Gesetz diesem Hamilton’- 
schen Princip subordinirt werden kann. Mit andern Worten: Es fragt 
sich ob das Potential in der Formel (1) so definiyt werden kann, dass 


*) Denn zufolge der von wns eingefiihrten Bezeichnung ist offenbar: 
d é 0 


dt” da + 


Ca 
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die aus dieser Formel resultirenden Differentialgleichungen identisch sind 
mit denen, die aus dem Weber’schen Gesetz sich ergeben. 

Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir den Fall von nur 
zwei elektrischen Massenpunkten e und y. Bezeichnen wir die Trig- 
heitszahlen dieser Punkte mit m und w, ferner ihre Coordinaten mit 
“x,y; 2 und &, v, €, und endlich das noch zu ermittelnde Potential 
mit w, so nimmt die Formel (1) folgende Gestalt an: 


(2) 0 {( we lty te 4 = —s ee in w) dt = 0. 


2 


. 


Denken wir uns nun das Potential w als eine noch unbekannte Fune- 
tion von 2, y, 7, %, y, 2, und &, v, €, &, vw, &, so ergeben sich 
aus (2), durch Ausfiihrung der Variation 0 im Ganzen 6 Differential- 


gleichungen, von denen die 3 ersten so lauten: 


‘a Ow d ow 
MLL = — a9 
‘ Ca dt ox 
9 ” ow d ew 
o Wet = + Tx 
(9) Y oy dt ¢ y 
” Ow ad ow 
nes => — 79 
Cz dt @2 


withrend die 3 andern von analoger Gestalt sind. 

Andererseits sind die bei Zugrundelegung des Weber’schen Ge- 
setzes sich ergebenden Diflerentialgleichungen zufolge unserer friiheren 
Untersuchungen | vergl. (6), 8. 557] foleende: 


le 0(p+3) d 0@ 
wi = en (— -+| 4° 


. Cx F dt CX 
” c : ( o+ @ ‘ d C = 
(4 ) my ey ( oy “7 ae 2 y 9 
” o(p+@G) ee “ 
MZ =€1 ( = ay 3 
‘ Oz 4 dt 02/7? 


wo in der letzten Colonne statt @ auch (@ + @) gesetzt werden darf, 
weil m von 2#, y', 2 unabhingig ist. ’ ‘ 

Die aus dem Hamilton‘schen Princip entspringenden Differential- 
gleichungen (3) werden also mit dem aus den Weber’schen Gesetz 
sich ergebenden Differentialgleichungen (4) identisch sein, sobaid man 
fiir w den Werth nimmt: 


(5*) w == ey (gD a @), 
d. i. 


Ownage tee (i) = afr C)} 


einen Werth, welcher fiir den Fall betréchtlicher Entfernungen iiber- 
eveht in: 


5 
































C, Neumann. 
en[ + 1 


1 1 sdr? 
ae (aa) | =enl; a (a | 
Wir kénnen also sagen: 


Bei Zugrundelegung des Hamilton’schen Princips ist dic 
Annahme des Weber’schen.Gesetzes diquivalent mit der Annahmc 
eines gewissen Potentials. Dabei ist es einerlei ob man diesem 
Potential den Werth: 


d 
(6*) iat [e+e (ar) } 


oder den allgemeineren Werth: 





*h ihe dw? di 

(6) w =enlota(G ty | ben a 
zuertheilt, wo 4 eine willkiihrliche Function von r, r’, r”, + 
sein kann. 


Die Zufiigung des Gliedes en - 7; bringt nimlich in der Formel 


(2) des Hamilton’schen Princips nicht die mindeste Aenderung her- 
vor. Denn setzt man in dem Integral / [(Leb. Kraft) — w} dt fir w 


successive zwei Werthe von der Form: 


w=—enf, 
di 
w=—=enf+ ey a5 


so werden die correspondirenden Werthe des Integrals durch e if 4 —- dt, 


d. i. durch ey (A, — 4,) von einander abweichen, wo 4, und i, die 
Werthe von a an den beiden Grenzen des Integrals vorstellen. Unter- 
wirft man also das Integral der durch d angedeuteten ‘nneren Variation, 
so wird man in beiden Fiillen zu demselben Resultat gelangen. 

Die hier angegebene Reduction des Weber’schen Gesetzes auf 
ein gewisses Potential ist von mir im Jahre 1865 ausgefiihrt, und 
1868 publicirt worden (Programm der Tiibinger Universitit vom Jahre 
1868, p. 2 und p. 24—28). 


A) 


4. 


Fortsetzung. Reduction des erhaltenen Potentials auf ein einfacheres, 
durch Annahme einer zeitlichen Transmission. 


Bei Annahme gewisser Vorstellungen kénnen wir das eben er- 
haltene Potential w durch ein einfacheres ersetzen. Diese Vorstel- 
lungen sind folgende: 

Wir nehmen an, das Potential zweier elektrischer Massenpunkte 
e und » sei in Wirklichkeit: 


(7) - enp oder eng(r), 
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dieses Potential bediirfe aber einer gewissen Zeit, um vom einen Punkt 
zum andern itiberzugehen. Wir betrachten also dieses Potential als 
einen Bewegungsantrieb oder (besser ausgedriickt) als einen Befehl, der 
von dem einen Punkt gegeben und emittirt, von dem andern recipirt 
und befolgt wird, und nehmen an, dass dieser Befehl einer gewissen 
Zeit bediirfe, um vom Orte der Emission hinzugelangen zum Orte der 
Reception. 

Die Entfernung der beiden Punkte mag zur Zeit ¢, bezeichnet 
werden mit 7,. Im Augenblicke ¢, wird von dem einen Punkt ein ge- 
wisser Befehl gegeben, und zwar gegeben mit Riicksicht auf die augen- 
blicklichen Verhiiltnisse, d. i. mit Riicksicht auf die augenblickliche Ent- 
fernung r,; demgemiiss lautet der Befehl: 

(8) € np (ry) ° 

Gegeben und emittirt zur Zeit ¢,, durchliuft dieser Befehl den Raum 
zwischen beiden Punkten, ohne unterwegs irgend welche Aenderung 
zu erleiden; er wird daher, weil zur Durchlaufung jenes Zwischen- 
raumes eine gewisse Zeit erforderlich ist, von dem gehorchenden Punkte 
recipirt urd befolgt werden nicht zur Zeit ¢,, sondern zu einer etwas 
spdtern Zeit t, also zu einer Zeit, wo die gegenseitige Entfernung der 
beiden Punkte nicht mehr den Werth v,, sondern bereits einen etwas 
andern Werth r besitzt. 

Der Befehl oder Potentialwerth (8) kann demgemiiss einerseits 
bezeichnet werden als das der Zeit ¢, entsprechende emissive Potential, 
und andererseits auch bezeichnet werden als das der Zeit ¢ entspre- 
chende receptive Potential. Zur Zeit ¢, wird der Befehl gegeben, zur 
Zeit ¢ tritt er in Kraft. 

Die Zwischenzeit ¢ — ¢, ist diejenige, deren der Befehl bedarf, 
um den Raum zwischen beiden Punkten zu durchlaufen. In Betreff 
dieser Durchlaufung wollen wir diejenige Vorstellung zu Grunde legen, 
welche sich als die einfachste darbietet, niimlich annehmen, dass der 
Befehl mit der constanten Geschwindigkeit c vorwiirts schreitet auf 
demjenigen Radiusvector, dessen Anfangspunkt der befehlende, und 
dessen Endpunkt der gehorchende Punkt ist. Die mit ¢ benannte 
Geschwindigkeit bezieht sich also auf eine relative Bewegung; denn 
der Radiusvector, auf welchem der Befehl entlang geht, befindet sich 
selber in Bewegung, fortgetragen durch die auf irgend welchen Bahnen 
dahinlaufenden Punkte. 

Der zur Zeit ¢ vom gehorchenden Punkt recipirte Befehl (8) hat 
nun offenbar diejenige Radiusvector-Linge zu durchlaufen gehabt, welche 
vorhanden ist im Augenblick seiner Reception, also zu durchlaufen 
gehabt die zur Zeit ¢ vorhandene Radiusvector-Linge r. Die hiezu 


erforderliche ZAt ist aber . ; folglich: 


Mathematische Annalen. VIII. 
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. 
(9) t—t—-. 


Bezeichnen wir also diesen zur Zeit t recipirten und zur selben Zeit 
in Kraft tretenden Potentialwerth (8) kurzweg mit w, so haben wir 
folgende Formeln: 


(10) w= eng(ry), t—t,= , : 

Diese Formeln aber nehmen, falls wir 4, = ¢ — Aé¢ und r, =r — Ar 
setzen, folgende Gestalt an: 

(11) w=eng(r—Ar), At= . 


Es handelt sich nun um eine nihere Bestimmung des Werthes w. 
Setzt man 
r=f(t), 
so reprisentirt f eine Function, die ebenso unbekannt ist, wie iiber- 
haupt die Bewegung der beiden Punkte. Jedenfalls wird dann aber 
auch zu setzen sein: 
r— Ar=/(t—Abt), 
oder was dasselbe ist: 


r—Ar=fy—V* f(y 4+ C2 


cer Ot: 


Diese letzte Formel nimmt mit Hiilfe der aus r = /(¢) entspringenden 
Relationen 


Y =f (t), e a f(t), ye” om f" (tt), +++. 
folgende Gestalt an: 


y—Arear dl + or en 
oder mit Riicksicht auf (11) folgende: 
‘ : ; ae yey” 
(12) Par an Fe a oo 


Dieser Werth von » — Ar ist in dem Ausdruck w (11) zu substituiren. 
Vorher indessen sei bemerkt, dass jener Ausdruck so dargestellt wer- 
den kann: 


‘ ; Ar dq (Ar)? &o 
(13) w= en|@ — + = +>; aaa dala | 


wo @ fiir g(r) steht. Substituirt man hier nun den aus (12) ent- 
springenden Werth von Ar, und vernachliissigt die dritte Potenz von 


= so folgt: 

;' eas ry” rr\ dg rer’? dp 
(14) ait le + Ge — 7 dr + 2c a | 
oder nach leichter Umgestaltung: 


ee rp 2 d d (fJodr)—r ertr d 
(1) w=en[o—" a2] ten 4 [ ee Pe ae); 


~ 


2c dr 
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wofiir einfacher geschrieben werden mag: 


rr? d di 
(16) weno —"e ae) tena 
Soll nun dieser zur Zeit ¢ in Kraft tretende Potentialwerth w die 
verlangte Form (6%) besitzen, so muss zwischen g und wy die Re- 
lation stattfinden : 


(17) r 5% + 4(5%) “eG. 


Diese Relation wird aber wenigstens fiir betréchtliche Entfernungen 
in der That erfiillt; denn fiir solche ist gm = + und y=Yr. Mit 


andern Worten: Sie ist so weit erfiillt, als unsere Kenntniss iiber die 
Functionen g, w iiberhaupt reicht. Wir gelangen also zu folgendem 
Resultat : 

Die complicirte Form des in (6*:») gefundenen Potentials: 


i 1d 
(18) w= en E +a = (ae) ] + ens, 


kann durch die Annahme erkldrt werden, dass das Potential z 
seiner Transmission vom einen Punkte zum andern einer gewissen 
Zeit bediirfe. Durch diese Annahme reducirt sich nimlich jenes 
Potential auf: 

(1G p " 

(19) eng, 
d. i. auf das gewdhnliche statische Potential. 

Dabei ist vorausgesetet, dass die Weber’sche Constante ¢ 

(deren Werth iiber 59000 Meilen betragt) zugleich die Geschwindig- 
keit der genannten Transmission reprdsentirt; ferner vorausgesetzt, 
dass r klein gegen c bleibt, und dass also die dritte Potenz von 
vernachlissigt werden diirfe; endlich vorausgesetzt, dass die zwischen 
den Functionen p und w fiir betrdchtliche Entfernungen statt- 
findende Relation 


(20) r 2? 4 4 (SPY — 0 


dr 
auch noch erfiillt sei fiir dusserst kleine Entfernungen. 

Die hier iiber dies Potential gemachten Suppositionen zeigen den 
Gesetzen des Lichtes gegeniiber eine tiberaus grosse Verschiedenheit. 
So fallen z. B., was die Emission, Transmission und Reception betrifft, 
unmittelbar folgende Differenzen ins Auge: Das von einem leuchtenden 
Kérper emittirte Licht ist unabhingig von dem beleuchteten Kérper; 
hingegen ist das in irgend einem Augenblick von einem anziehenden 
Punkt emittirte Potential in strictester Weise abhdngig von der aug®- 
blicklichen Lage des angezogenen Punktes; es ist dasselbe namlich 
36* 
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. é . . . 
=eng(r), respective = —, wo r die augenblickliche Entfernung be- 


deutet. Ferner: Das von dem leuchtenden Kérper in einem gegebenen 
Zeitaugenblick emittirte Licht verliert an Intensitiit, je weiter es sich 
vom Koérper entfernt; das emittirte Potential hingegen liuft ohne irgend 
welche Abdnderung seines urspriinglichen Werthes bis zam angezogenen 
Punkt. Endlich: Das von dem beleuchteten Kérper recipirte (d. i. ab- 
sorbirte) Licht ist im Allgemeinen ein Bruchtheil des auffallenden 
Lichtes ; hingegen ist das von dem angezogenen Punkt recipirte Potential 
identisch (d. i. gleichwerthig) mit dem ankommenden Potential. 

Die Gesetze, nach denen das Potential von einem Punkt zum 
andern transmittirt wird, sind also, zufolge der hier gemachten Sup- 
positionen, von den entsprechenden Gesetzen des Lichtes- so ausser- 
ordentlich verschieden, dass von einer Aehnlichkeit kaum die Rede 
sein kann. Wenigstens wiire nur ein einziger Umstand geltend zu 
machen, in Bezug auf welchen eine Art Aehnlichkeit stattfindet. Dieser 
besteht darin, dass Licht wie Potential mit einer sehr grossen constanten 
Geschwindigkeit sich fortpflanzen; und auch diese Aehnlichkeit ist keine 
vollkommene; denn jene constante Geschwindigkeit besitzt fiir Potential 
und Licht verschiedene Werthe, und bezieht sich beim Licht auf eine 
absolute, beim Potential aber auf eine relative Bewegung. 

Ich habe mich im gegenwiirtigen § bemiiht, dasjenige einiger- 
massen anschaulich zusanimenzustellen, was friiher schon bruchstiick- 
weise von mir verdffentlicht worden ist, ‘theils in dem erwiihnten 
Tiibinger Programm von 1868, theils (als Krwiederung auf einen von 
Clausius erhobenen Einwand) in diesen Annalen Bd, I, p. 317. 


Recapitulation. Bemerkung iiber die magnetische Drehung der 
Polarisationsebene des Lichtes. 


Aus den angestellten Betrachtungen folet, dass das Weber’sche 
Gesetz abgeleitet werden kann aus der Annahme eines gewohnlichen 
nur von der Entfernung abhiingenden Potentiales, unter Voraussetzung 
einer gewissen nichtmomentanen Transmission und unter Voraussetzung 
des Hamilton’schen Princips. In der That haben wir gezeigt, dass 
das Weber’sche Gesetz: 

(2t) R=ey i 4. ho | 


ec dr di 
reducirt werden kann auf das Potential 
(22) eng(r), 


sobald man annimmt, dass die Functionen g, y durch die Relation 
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¢ do dwy r 
2 . a ¢ 
(28) tar + 4(Gt) = 0 
mit einander verbunden sind. 


Wir kénnen nun die Formel (21) auch so schreiben: 
= [dg 8 dp dy vo , 8 sdyp? » 
R= a? dy + e dr dr’ Te Gar) ") 


wo 7, r” die Ableitungen von + nach der Zeit vorstellen. Substituiren 
d 
d 
zu folgendem Endresultat: 


wir hier fiir ~ den aus (23) entspringenden Werth, so gelangen wir 


Unter Annahme einer gewissen nichtmomentanen Transmission 
und unter Annahme des Hamilton’schen Princips kann das 
W eber’sche Gesetz abgeleitet werden aus einem gewohnlichen, nur 
von der Entfernung abhingenden Potential: 


(24) eng (nr); 
und zwar ergiebt sich dabei jenes Gesetz in folgender Gestalt: 
Or. — dg 1 d 7, dg 19 2r dg iv 
(25) R= on| or ae (7 dr)? é+a _* i 
wo ¢ die Geschwindigkeit der Transmission bezeichnet. — Dabei 


ist vorausgesetzt, dass r klein gegen c€ sei. 


Dieses Gesetz (25), 


), welches fiir betrichtliche Entfernungen, d. i. 
a a / 
fiir @ = |. in die bekannte von Weber selbst gegebene Formel: 
1 y’2 2r"7 

R= kere oa 

fu = CY E er + er | 
iibergeht (vgl. 8. 555), stimmt merkwiirdiger Weise vollkommen iiberein 
mit demjenigen Gesetz, welches ich schon viel friiher im Jahre 1858, 
zur Erklirung der magnetischen Drehung der Polarisationsebene des 
Lichtes, fiir die Wirkung zwischen einem elektrischen Theilchen » und 
einem Aethertheilechen e supponirt habe. Denn schon damals sah ich 
mich aus bestimmten und naheliegenden Griinden zu der Annahme 
veranlasst, dass das Weber’sche Gesetz fiir sehr kleine Entfernungen 
einer gewissen Modification bediirfe. Demgemiiss nahm ich jenes Gesetz 
in folgender Form an: 


(26) R=en(F+4V¥r24+ or'], 


wo I’, ¥, ®, Functionen von r sein sollen; alsdann aber ergab sich 
die Nothwendigkeit, zwischen den beiden Functionen Y und @® die 
Relation zu supponiren: 
~ on 1 d® ! 

2 dr 


(26°) 


Vergleicht man nun diese Formeln (26*:”) mit der Formel (25), so 
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zeigt sich volle Uebereinstimmung; denn jene Relation zwischen ¥ und 
® ist in (25) erfiillt. 

In Betreff der Griinde, welche damals zur Annahme einer Mo- 
dification des Weber’schen Gesetzes, sowie zur Annahme der Relation 
(26>) mich néthigten, verweise ich auf meine betreffenden Publicationen, 
nimlich auf meine Habilitationsschrift: Eaplicare tentatur, quomodo 
fiat, ut lucis planum polarisationis per vires electricas vel magneticas 
declinetur, Halis Saxonum, 1858, und ferner aut meine ausfiihrlichere 
Schrift: Die magnetische Drehung der Polarisationsebene des Lichtes, 
Halle, Verlag des Waisenhauses, 1863. Dabei sei bemerkt, dass in 
letzter Schrift zwischen den Functionen F’, ¥, ® noch eine zweite, 
ee ce d® 

2 dr 
wurde: zugleich aber sei betont, dass die Annahme dieser Relation dort 
(wie man sehr leicht erkennen wird) ganz wnndthig war, und nur durch 
den Wunsch, in der aussern Form eine gréssere Einfachheit zu erzie- 
len, herbeigefiihrt wurde. 

Es sei noch bemerkt, dass jene schon im Jahre 1858 von mir 
fiir nothwendig befundene Modification des Weber’schen Gesetzes in 
gleicher Weise sich auch vorfindet in meinem Tiibinger Programm 


von 1868. 


mit (25) nicht tibereinstimmende Relation: supponirt 








Ueber Lissajous’ Curven. 
Von WILHELM Braun in Passau. 


In der folgenden Mittheilung sollen in Kiirze die Resultate ange- 
geben werden, die sich bei meiner Untersuchung iiber die Singulari- 
tiiten der Lissajous’schen Stimmgabelcurven (Inauguraldissertation, 
Erlangen 1875) ergeben haben. 

Die Coordinaten der behandelten Curven lassen sich, nachdem man 
die méglichste Vereinfachung in den Annahmen vorgenommen hat 
(vgl. 8. 4 u. ff.), in folgender Form schreiben: 


. x= sin nt, 

) y = sin (mt+8), 
wo @ proportional dem Phasenunterschied der beiden Schwingungen, 
und »:m das Verhaltniss der Schwingungszahlen ist (vorausgesetzt 
wird, dass » > m). 

Die Constante @, die als solche jeden beliebigen Werth haben 
kann, ist indessen (abgesehen von der Beschrinkung zwischen 0 und 
2) in sehr begrenzter Weise beweglich, wenn sich die Curve nicht 
repetiren soll. Wir erhalten namlich immer eine mit der urspriing- 
lichen identische Curve, wenn sich 6 in folgende Werthe andert: 

1) fiir m ungerade um die 2n — 1 Werthe 





n 22 2n-—-1 
? n 





a? n 


2) fiir m gerade um die n —1 Werthe 


——— 


2a 4 2 2n—2 
: Fae = ** 
n n n 
‘ Die Ordnung unserer Curve ist = 2n, wie man sich nach Ein- 


fiihrung des Parameters 
A:u=cost+isint, 
wodurch die Curvencoordinaten rational dargestellt werden, leicht iiber- 
zeugen kann. Die Ausdriicke fiir die Coordinaten lauten dann mit 
Benutzung eines Proportionalititsfactors @ also: 
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ox = A?" — y?, 
(2) oy = eft Jam yn—m — eo di Jn—m yn--m : 


> wane we n 
Qs = 20 Ap". 


Fiir gewisse Werthe von 0 artet die allgemeine Lissajouscurve 
2n'" Ordnung aus in eine doppeltziihlende Curve »'*' Ordnung (S. 9). 


Diese Werthe von 0 sind: 


1) fiir den Fall, dass m und m ungerade, 


2) fiir den Fall, dass n oder m gerade, 


bd 32 52 
2”? he edi 


2n? 2n 


Das Polynom der in cartesischen Coordinaten hergestellten Cur- 
vengleichung (Entwickelung, vgl. S. 10 u. ff.) besteht aus folgenden 


Gliedern: 
Absolutes Glied: 
(— 1)"-' sin? nd, 


Glieder, die nur geradé Potenzen von y enthalten: 


r=n—l 


r({— 1)™-+r 22" —2r— 2 Aon—ery** — ar 


r==9 


? 


Glieder, die nur gerade Potenzen von x enthalten: 


r=m—1 


\ (—1)™+7Q2"—2r—2 By, o,.usm—2r 


720 


Glieder, die Potenzen von x und y zugleich resp. ungerade Po- 
tenzen von x oder y enthalten (beim Anschreiben dieser Glieder haben 
wir 2 Falle zu unterscheiden, und bedienen uns dabei der imaginiren 


Eiuheit ¢ zur priacisen Angabe der Vorzeichen): 


1. Fall 


n und m ungerade: 


n—1 m—1 
— 


i — re = 
2 2 
> > ieee q2@+B ° Ca. p ° Ja+p -1, cos no i y* xP 


rv s=0 
2. Fall 
m oder m gerade: 
n m—1 
2 (“a 
r={resp. s= 


$= resp. 
n—1 m 
“2 2 


2 


> > — i*+8-1. OC, , 2°+8—-! sin nd - y*2?, 
r=0 s=0 








> 








4» 











Ueber Lissajous’ Curven. 
a=n —?2r, 
B=m— 2s. 


Die Coefficienten A, B, C sind Abkiirzungen fiir folgende Zahlen- 
ausdriicke : 


wobei 


Ag» == 1, 
Asn-sr = had (2n—r—1)y--1), 
Bam = 1, 
Bem-2r = — (2m—r—1),r-n, 


r 


n \ m 
Cr—2r,m—29= = (N—1 —1)r—) +S (mM—S—1)o-y, 


wobei ” (n—r—1)--1) und ” (m—s—1),—1) fir r =O resp. s=0 
die Einheit bedeuten. 
Die Coefficienten C sind unter sich durch die Relation verkniipft 
Cor, n—2s >= n—-2r,m ° Ch, m— 28° 


Die Gleichung fiir die ausgearteten Lissajouscurven berechnet sich 
aus der allgemeinen durch Substitution des entsprechenden Werthes 
von 6 und Ziehung der Quadratwurzel; sie heisst: 


>) ; n 
anes r9n—2r—1, ¥Y n—2r 
O=— ( 1\2 - (n 7 1)e—¥ 





n—m-+- 2 
(-1) 2 | 
\ Ie me g 
+ } resp. 2, (—1)?2"—2s—-1 . —_ (m—s—1)e—1) 2"—** 
| n—m-+-1 — . 
9 
(—1) ? 


Die beiden in der allgemeinen Gleichung unterschiedenen Fille 
geben ihre Besonderheit in dieser Gleichung nur durch das Vorzeichen 
der zweiten Summe kund. Im ersten Fall gilt der obere, im zweiten 
Fall der untere Factor. 

Da unsere Curven rational durch 2 homogene Parameter darstell- 
bar sind, so sind sie von dem Geschlecht p=, und besitzen die 
Maximalzahl von Doppelpunkten, nimlich 

(n—1)(2n—1). 
Von diesen sind reell und im Endlichen gelegen 
m(n—1) + (m—1)n; 
die anderen kommen auf einen unendlich weit auf der X-Axe gelege- 
nen isolirten Punkt, der noch weiter unten untersucht wird. 

Die Gesammtheit der im Endlichen gelegenen Doppelpunkte spaltet 

sich in zwei charakteristisch von einander verschiedenen Gruppen; 
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m(n—1) von ihnen liegen auf festen, vom Phasenunterschied (von 4) 
unabhingigen zur X-Axe parallelen Geraden; die iibrigen »(m—1) auf 
eben solchen zur Y-Axe parallelen Geraden. Jede dieser Gruppen zeigt 
aber auch eine von @ abhiingige Gruppirung auf Geraden, die zur 
andern Axe parallel sind (die Entwickelung und nihere Angabe dieser 
Eigenschaften s. 8. 18 ff.). 

Fiir die Liniencoordinaten unserer Curven ergiebt sich folgende 
Darstellung: 


mt ,2, , . 
Ou, eee ak = (e9! An +2m ym + edi A” w®+2m) ’ 
ne ae eas 
(3) OU, — - irr m u™ ! AM get) . 
—_——s \ Sd 2(n n —d 2 (” m) \ 
QU, = (m—N) er AZM™tm—) = — e—Piyr(n+m) > 


+ (m+n) { ¢—9i A2my2m ad ei 42m y2n\ } 


Die Classe der Curve ist demnach 2(n-++%). Als Gesammtzahl 
der Doppeltangenten berechnet sich daraus 
2(n+ m)? —3(n+m)+ 1. 
Reell und im Endlichen (8. 28) sind nur 2 n-fache zur Y-Axe 
yarallele und 2 m-fache zur X-Axe parallele Tangenten, welche ein 
> ’ 
cer Lissajouscurve umschriebenes Quadrat bilden. 
Die Untersuchung der Wendepunkte (8. 29) fiihrt auf folgende 
Curve 4. Ordnung, auf dér die Wendepunkte liegen miissen: 
5) 5 
(4) (n?’—m?) ay? + na? — my? =0, 
eine Gleichung, die von 0 unabhingig ist. 
Diese Gleichung wiirde auch uneigentliche Lésungen liefern, die 
5 5 5 ? 
eigentlichen geniigen nur der irrationalen Gleichung 


(5) naV¥1— y?— myy1 — 2 =0, 
wo die Vorzeichen der Quadratwurzeln so zu wihlen sind, dass sie 
bez. mit cos (mt + 0) und cos (nv?) iibereinstimmen. 

Kine rationale Gleichung, die nur eigentliche Lésungen liefert, 
und die sich aus der Darstellung der Coordinaten durch den rationalen 
Parameter 2, w ergiebt, ist die folgende 


(6) (n—m) { Si A2intm) rN e~ Fi y2(n-tm) } + 
+ (n+m) { ¢—9i J2m y2m eG i 22m 2} = 3 


Diese Gleichung 2(n-+ m)'" Grades liefert indess nicht alle Wende- 
punkte, da bei der Bildung der Wendepunktsbedingung ein Factor 
weggeworfen werden musste. Die fehlenden werden sich bei Unter- 
suchung des 2(~—m)fachen Punktes im Unendlichen auf der X-Axe 





& 
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ergeben, der auch die simmtlichen Doppelpunkte mit Ausnahme der 
oben gewonnenen absorbirt. 

Zum Zweck dieser Untersuchung wurde der Verlauf der Curve in 
der Nihe dieses vielfachen Punktes festgestellt. Als Glieder niederster 
Dimension der auf den fraglichen Punkt als Coordinatenursprung redu- 
cirten homogenen Curvengleichung ergeben sich bei Anwendung der 





x 
ad . - . 
Cramer’schen Regel und unter Benutzung selbstverstindlicher Symbole 
fiir die Coefficienten: 
(7) Aen y? n ie Co. a y" gum aa Dom grin — mM) 0, 
eine reducible Curve, die in folgende 2 zerfallt: 
(8) y" = — Crim +y/ Cy es ‘ a2» bem gn—m 
j 7 2d, n 
oder vermége der Bedeutung der Coefficienten a, b, ¢ 
sin nd 
— i+ arte—i| resp. 
(9) y” am cos nd 2n—m 
e 9° - ° 
Hiebei gilt sin md im ersten Fall, cos nd im zweiten Fall. 
? Die 2 Curveniiste, welche durch den unendlich fernen Punkt 
gehen, sind also im Allgemeinen imaginir. Reell werden sie fiir 
1% 2a : . . xn 3 52 
d dé=0, — -++ im ersten Fall, und fiir d = — one 
vay. Samet Ws praten ie 2n’? 2n’? Qn? 


im zweiten Fall. 
Diese Werthe von 0 entsprechen der Ausartung der allgemeinen 
Lissajouscurven in doppeltzihlende von der n'*" Ordnung. Die 2 Aeste 
im Unendlichen fallen dann ebenfalls in einen zusammen. 
Die Gleichung (9) sagt ausserdem noch aus, dass die Riemann’- 
sche Fliche der Curve (in Bezug auf y als abhangige und ¢ als un- 
abhingige Variable mit dem unendlich fernen Punkt als Anfangspunkt) 
aus 2 Blittern besteht, die 2 Parthieen von je nach einem Ver- 
zweigungsschnitt um diesen Punkt herum zusammenhingenden Blattern 
bilden. 
Dieser Zusammenhang um den unendlich fernen Punkt wird nach- 
weislich (S. 33) nicht geiindert, wenn man zur urspriinglichen Curven- 
gleichung zuriickkehrt, und die Riemann’sche Flache in Bezug auf 
y als abhingige und 2 als unabhiingige Variable bestimmt. 
‘ Die iibrigen Verzweigungspunkte gewinnen wir, indem wir die 
Curvengleichung durch geeignete Elimination von 4, uw, 9 aus den 
Gleichungen (2) in folgender Form herstellen: . 


(10) y= aie +V~i—a™ — — oa Se 


n —————— 
efi (Ga +V1 — a2)” 
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wobei die j/ die m méglichen Werthe reprisentirt, so dass fiir y aus 
(10) im Ganzen 2” Werthe resultiren. 

Aus (19) ergiebt sich, dass x=-+1, —1, ~w Verzweigungs- 
punkte sind, und zwar hiingen die Bliitter in jedem der Punkte s=-+-1 
paarweise zusammen, d. h. man kommt nach 2 Umliiufen ins Anfangs- 
blatt zuriick; und zwar hiingen im Endlichen gerade solche Blatter 
zusammen, die im Unendlichen getrennt sind (S. 35). 

Die niihere Untersuchung ergiebt, dass der Zusammenhang der 
Riemann’schen Fliche =] (im Riemann’schen Sinn), also das 
Geschlecht = 0, wie es sein muss. 

Aus den Gleichungen (9) berechnet sich die Anzahl der Doppel- 
punkte, welche der unendlich ferne Punkt repriisentirt, in folgender 
Weise. Die Gesammtzahl derselben = der Summe der Doppelpunkte 
der beiden einzelnen Aeste + ihren Durchscbnittspunkten, d. h. 

= (n—m— 1) (n—1) + n(n+m) = 2n*—2nm—2n+m+1. 
Addirt man hiezu 2xm—(n-+m), die Anzahl der Doppelpunkte im 
Endlichen, so gelangt man zur Gesammtzahl (n—1) (2% —1) zuriick, 
so dass keine weiteren Doppel- resp. vielfache Punkte mehr vorhanden 
sein kénnen. 

In der Zahl der Doppelpunkte im Unendlichen sind 2(n—m—1) 
Spitzen mit inbegriffen, und ferner reprisentirt der vielfache Punkt 
auch noch 2(m—1) Wendepunkte, welche zu den aus Gleichung (6) 
sich ergebenden 2(n-++m) Wendepunkten hinzutreten. 

Reell und im Endlichen gelegen sind 2(n—m) Wendepunkte. 

Zum Schluss sei bemerkt, dass die ausgearteten Lissajouscurven 
das einfachste Mittel abgeben, um die Anzahl der Wende-, Doppel- 
und Riickkehrpunkte der Curve y" = az”, welche die héhere Singu- 
laritiit des Punktes y= 0, 2 = 0 zusammensetzen, durch blosses Ab- 
wihlen zu gewinnen. Man zeichnet die ausgeartete Lissajouscurve fiir 
das Intervall »:m, und zahlt ihre reellen Doppel- und Wendepunkte 
ab; ebenso gross ist dann die betreffende Anzahl fiir die Curve y"=az"; 
die in der Anzahl der Doppelpunkte mit inbegriffenen Spitzen erhiilt 
man dureh Abziihlen der vorhandenen Schleifen. 

Der Grund dieses einfachen Verfahrens beruht darin, dass die 
Curve y" = az” einfach durch Degeneration aus der Lissajouscurve 
hervorgeht; die fragliche Singularitiit ist mit einem Knoten zu ver- 
gleichen, der durch Zusammenziehen der betreffenden Lissajouscurve 
entstanden ist (S. 41 und zur Veranschaulichung Tabelle I). 

Zum Schluss seien die Hauptergebnisse beziiglich der Singularititen 
in folyender Tabelle niedergelegt. 








 —EE—EE 
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Fiir die allgemeinen _ Fiir die ausgearteten 








Curven, Curven. 
Ordnung 2n n 
Doppelpunkte (2n— NGe—*) (n =D e—*) | 
4 i | 
S aa i : . “| 
|Hievon Spitzen . . .. 2(n—m—1) (n—m—1) | 
Doppelpunkte im Endlichen — 


_Doppeltangenten . 


| Hievon Wendetangenten 


Wendetangenten im Un- 
| endlichen 

| Wendetangenten im Knd- 
lichen . 

_Hievon reelle 


Classe 





| Geschlecht 


| 











Passau, im April 1875. 


2nm— (n+ m) = 


~ 


(2n-++-2 m—1) (2n-+4+2 m—2)| (n--m—2) (n-+-m—3) | 
° ) | 


2(n-+-m) +2(m—1) (n--m 3)-+(m—1)| 


| 
) 


2(m— 1) (m— 1) 


2(n-+ me) (n--m —3) 





2 (nm —-- m) (n—m— 1) 
2(n-+m) (n-+-m— 1) 
0 0 | 








Nachtrige zur Abhandlung: Ueber asymptotische Werthe ete. 


Diese Annalen §. 363. 


Von Paut pu Bots-Reymonp in Tiibingen. 


1. In der Anmerkung zu Seite 370 muss statt lfouw, If<a, fxr 
stehen If cola, Ilf<lx, Ifla, und die dritte eingeriickte Formel 
S. 371 muss lauten 

ene > f(x) > e-#*. 
2. Die infinitiire Auflésung der Gleichung y(a-+-6)—y(a)—dy'(a)= C 


(Art. 29 der cit. Abh.), im Falle y(«@) >I-, lautet: 


. 2C 
dau eo 
wy (a) 


Die Bestimmung von @ lisst sich leicht noch etwas weiter treiben, 


indem man, u = 1-+ wv gesetzt, die Grésse der Null von v angiebt. 
Wir gehen aus von Gleichung (34) 1. ¢.: 

On FF wy | , . 

(37) oe had (@) + ras (a+d,)=C, O<d,<d. 


Um die obige Lésung zu beweisen, reichte es aus zu zeigen, dass 
8 om . w”” (ce -+- 45) 
yw" (atd,) ~w = 
wp” (ce)? 
mit « verschwindet. Fiir die gesuchte weitere Bestimmung von v in 
u==1-+ » ist es néthig, vom zweiten Factor in: 


5? 
yi (a) | w"(a+d) _ wv" (e+) 
” (a)? w (a) »” (a)? 


zu zeigen, dass sein Limes Eins ist. 
Wir geben ihm die Form: 


wy” (a+d;) ~ w’ (e+8,) - - 
_ - <= - 10 * U< 0, ‘ 

. ad) 1+ 0, ve)? 0, < 0; 

Nun ist: 

IV; Iv \.Van 

wp (a+d.) e wy (+3) -] 2 


IV . iV, . 
d, votes < d, wy (a+d,) <ée ete < ) 
yt (ets) 0"(a-+ ds) 


(a) wy’ (a+d,) wv” (a+ ds) 
Also ist zu zeigen: 
iV 
¥— <1. 
yp *H 
Um die Theoreme iiber die Typen anwenden zu konnen, fiihren 
wir statt der Null werdenden Variabeln « die unendlich werdende x 


durch die Beziehung «x= 1 ein, und setzen: w”(@)= (2), folglich: 
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Iv , ‘ed 
2 
¢ .. ig: See. 


ly a 





Hierin ist g(x) = ee), also >a*, da w(a)>1. Es ist also das 
Unendlich von 
ap" (a) 





, 


9 » 
zu untersuchen, da im Ziihler 2q’-+- 2g", wie durch Integration zu 
constatiren, «gp © gq’ ist. Wir kommen diesem Ausdruck bei mit 
Hiilfe des Theorems Art. 6 der Abh. Borch. Journ. Bd. 74, p. 294: 
Da, unter ¢ den Typus von y (x) verstanden, man erstens hat ¢ 2 z, 
zweitens p(x) = 2*g,(x), y,(@)>>1, so hat man auch nach dem ci- 
tirten Theorem: 
grig Veg". 

D. i. wir kénnen das Unendlich von g’ und @” ersetzen durch das von 


- 9 ; ° 
+; und §,- Daraus folgt: 





} Ersetzen wir hierin noch ¢ dureh 7? so folgt: 
az ‘ad v) C2 

Ps 
*s y* 


Nehmen wir jetzt an: 


zg’ — 
¢ © oder 7 0g 
a , 
so folgt durch Integration 
1 >, 1 - <= 9 
TA%z oder 9 Bz 
g? 


gegen die Voraussetzung, dass p> 2. Also ist: 
”, IV 
aq (x) 
; aden otal 
9° @ iid 
und damit ist auch bewiesen, dass: 


IV 
0;) 
6 PO x 
, wy (a) ee 
d ist. 
— : J &e Z 
Durch Einfiihrung des Ausdruckes 0 = up ae) und Beriick- 
sichtigung des vorstehenden Ergebnisses geht (37) iiber in: 
P , (20)! “a 
we + ui + w. 2 . wien C, wowl. 
p (a) 
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mmm fn 


ven ; €9¢ .. e 
ibid. Zeile 2 v. u. st. log — lies log —; 


8. 
ibid, Zeile 10 v. o. st. e*® lies e”®'. 


sy 72 2n0; —% : 2n 6. 2ne 
ibid. Zeile 1 v. u. st. e~*°? — e— **™ lies e** 9 — e**%, 


. 481 Zeile 6 v. o. lies: p”’=—4H+4 


uw 


Hierin setzen wir « = 1+ v und finden: 





3 
(20)! 1+») ae) 2c)? wy” 
= =o °@- or .+ a =~ C8 ae) » wool, 
2 1+> =p (a)? 2 ¥"(@)! 
welches das angekiindigte Resultat ist. Man hat also: 
$ 5 \+ oe 7 
, (2e)* (2c)* ww’ (a) - 
= — ,Q-4 = +): u, ool. 
wy (a)? ” wy (a)? 


Tiibingen, Februar 1875. 


Verbesserungen. 


. 326 Zeile 7 v. o. fehit: d@. 


; qzc .. q2c* 
332 Zeile 6 v. o, st. — - lies -4 . 


350 Z. 11 v. u. @ durch d zu ersetzen. 
$52(3) miissen (A), (B), (C), (D> je eine Zeile tiefer stehen. 
357 Zeile 12 v. u. st. lo lies log. 
> 
c 


358 Zeile 4 v. o. st. sinn”, lies sinna,. 
i 


Nachtrigliche Verbesserungen zu dem Aufsatze: 


Ueber cubische terniire Formen. Band VI. 


. 460 Zeile 16 v. o. lies: SZ statt gS. 


2Tf? Saf 
9 6 


. 485 Zeile 4 v. u. lies: (KO — H?) statt (KO — M?®). 


487 Zeile 4 v. o. lies: A=- }(aau)(bau)(abu)?a, — } et 


. 510 Zeile 4 v. o. und Zeile 8 v. o. lies: (@4] =+8y+277?. 
. 510 Zeile 8 v, o. lies: [yn] =—4y+3T7P2. 








Vier Modelle 


zur Theorie der Linien-Complexe zweiten Grades. 


Ausgefiihrt 
(nach Angaben von Prof. Dr. F. Klein in Miinchen) 


von 


JOH. EHIGHL SOHN, 


Mechanische Werkstatte 
Coln a. Rh. 


A 
0 >-0-0 


In der Liniengeometrie*) bestimmt man die gerade Linie im Raume 
durch 4 Coordinaten, fiir welche man die 4 Constanten r, s, 0, 6 nehmen 
kann, die in der Gleichung ihrer Projectionen vorkommen: 


x=rz +e. 
y = sz + 6. 
Einer Gleichung zwischen r, s, 9, 6: 


f (r, 8, @ 6) = 0 

geniigen nur noch die Coordinaten gewisser Linien, deren gemeinsame Eigen- 
thiimlichkeit eben durch diese Gleichung ausgesprochen wird. Derartige 
Mannigfaltigkeiten von Geraden, die aus der Gesammtheit aller Geraden 
durch eine Gleichung ausgeschieden werden, bezeichnet man, nach Pliicker, 
als Linien-Complexe. Die geometrische Vorstellung eines solchen Linien- 
Complexes wird dadurch schwierig, weil die unendlich vielen Linien, welche 
ihn constituiren, den Raum vollstindig ausftillen, weil also das vorzustellende 
Gebilde keine Gestalt hat. Um so mehr ist es wiinschenswesth, Modelle 
zu besitzen, welche der geometrischen Anschauung zu Hilfe kommen. Die 
vorliegenden Flichen-Modelle sind in diesem Sinne fiir das Studium der 
Linien-Complexe zweiten Grades**) bestimmt. Aber abgesehen von diesem 
besonderen Zwecke bringen sie eine Reihe Eigenthiimlichkeiten der héheren 
algebraischen Flichen zur Anschauung, von denen man obne ein solches 
Hiilfsmittel nur schwer eine Vorstellung gewinnen kann. 

Fir Linien-Complexe zweiten Grades gilt der Satz, dass die Geraden 
des Complexes, welche durch einen Punkt hindurchgehen, einen Kegel der 


*) Vergl. Pliicker, Neue Gec:setrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der geraden 
Linie als Raumelement. Leipzig, B. «+. Teubner, 1868, 69. 

**) Ein Linien-Complex heisst vom mten Grade, wenn die ihn definirende Gleichung f= 0 
in den Verinderlichen T, 8, @, ¢ und der mit diesen gleichberechtigt auftretenden Verbindung 
(r6é — s@) vom nten Grade ist. 





































zweiten Ordnung bilden, sowie, dass die Geraden des Complexes, welche 
in einer Ebene liegen, eine Curve der zweiten Classe, einen Kegelschnitt, 
umhiillen. Pliicker untersucht nun insbesondere*) diejenige Fliche, die von 
den Complex-Kegelschnitten gebildet wird, die in den durch eine gegebene 
Gerade hindurchgelegten Ebenen liegen. Es ist dies dieselbe Fliche, die 
von den Complex-Kegeln umhiillt wird, die von den Punkten der gegebenen 
Geraden ausgehen. Diese Fliche, die sogenannte allgemeine Complexfliche. 
ist durch Modell I vorgestellt. Die allgemeine Complexfliiche ist, wie 
simmtliche vier modellirte Fliichen, von der vierten Ordnung und der 
vierten Classe. Die gegebene Gerade ist eine Doppellinie derselben. Von 
jeder durch die Doppellinie hindurchgehenden Ebene wird die Fliche in 
einem Kegelschnitte geschnitten. Fiir vier besondere Lagen der schneiden- 
den Ebene wird der Kegelschnitt eine doppeltziihlende Gerade. Auf ihr 
befinden sich jedesmal zwei Punkte, welche Doppelpunkte der Fliche sind. 
So hat die Fliche im Ganzen 8 Doppelpunkte. Dieselben liegen 8 mal 
zu 4 in einer Ebene. Jede solche Ebene ist eine sogenannte Doppelebene 
der Fliiche, d. h. eine Ebene, welche die Fliiche nach der ganzen Er- 
streckung eines Kegelschnittes beriihrt. — Alle diese Kigenthtimlichkeiten 
sind im Modelle deutlich zu tibersehen; man vergl. dazu Pliicker’s Neue 
Geometrie, n. 168—179, n. 215—224. 
Die Modelle It und III stellen die beiden wichtigsten Particularisatio- 
° nen der allgemeinen Complexfliiche dar. 

Im Modelle II gehirt die gegebene Gerade, mit deren Hiilfe die Fliche 
construirt wird, selbst dem Complexe an. Sie ist dann nicht mehr Doppel- 
linie sondern Cuspidallinie der Fliiche; jede Ebene schneidet die Fliche in 
einer Curve, welche auf der Geraden eine Spitze hat. Jede durch die 
Gerade hindurchgelegte Ebene enthilt einen Kegelschnitt, welcher die Ge- 
rade beriihrt. Die Fliiche besitzt jetzt 4 Kmnotenpunkte. Die 4 Ebenen, 
welche 3 derselben enthalten, beriihren die Fliche nach einem Kegelschnitt. 
Vergl. Pliicker’s Newe Geometrie n. 225—232. 

Im Modelle III ist als gegebene Gerade eine der ausgezeichneten 
Complexlinien genommen worden, welche Pliicker singuliire Linien nennt 
(Neue Geometrie, n. 300, n. 305—306). In jeder durch die Gerade hin- 
durchgelegten Ebene liegt ein Kegelschnitt, der die Gerade in einem festen 
Punkte beriithrt. Die Fliche hat noch 2 Doppelpunkte und 2 Doppelebenen. 

Modell IV endlich stellt die Singularitétenfliche des allgemeinen Com- 
plexes zweiten Grades dar. Die Singularititenfliiche ist der Ort solcher 
Punkte, deren Complexkegel in 2 Ebenen zerfillt, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, sie wird umbhiillt von allen Ebenen, deren Complexcurven 
in ein Punktepaar ausartet. (Neue Geometrie n. 312—323.) Es ist dies 
wieder eine Fliiche vierter Ordnung und vierter Classe. Dieselbe besitzt 
16 Doppelpunkte und 16 Doppelebenen. In jeder Doppelebene liegen 
6 Doppelpunkte, durch jeden Doppelpunkt gehen 6 Doppelebenen. Es ist 
diese merkwiirdige Fliiche zuerst von Herrn Kummer untersucht worden, 
der sie als Verallgemeinerung der Fresnel’schen Wellenfliche auffand.**) 


*) Neue Geometrie. Abschnitt I und III der Theorie der Complexe zweiten Grades. 
**) Monatsberichte der Berl. Akademie, 1864. Abhandlungen, 1866. 














Modelle 


der Plticker’schen Flachen. 


Die in Metall gearbeiteten Modelle stellen einige derjenigen Flichen 
vor, welche von der vierten Ordnung und der vierten Classe sind, und im 
allgemeinen Falle 8 conische Doppelpunkte, 8 die Fliiche nach Kegel- 
schaitten beriihrende Doppelebenen und eine Doppellinie besitzen. Diese 
Flichen kniipfen sich an die Theorie der ,,Complexe“, die durch eine 
Gleichung zweiten Grades zwischen den 4 Coordinaten in derselben Weise 
dargestellt werden, wie man eine Fliche zweiten Grades durch eine 
Gleighung zwischen den 3 Coordinaten eines Punktes oder einer Ebene 
darstellt. 

Die modellirten Flichen sind mit Bezug auf die Complexe das, was 
mit Bezug auf Fliichen zweiten Grades die ebenen Schnitte und um- 
schriebenen Kegel sind. Sie dienen ausserdem dazu, die Linienflichen 
vierten Grades zu construiren.*) 

Man unterscheidet a. Aequatorialflichen, welche durch einen ver- 
iinderlichen Kegelschnitt beschrieben werden, dessen Ebene sich parallel zu 
sich selbst bewegt und dessen Mittelpunkt eine gerade Linie beschreibt, 
und b. Meridianflichen, die durch einen veriinderlichen Kegelschnitt 
beschrieben werden, dessen Ebene sich um eine feste Axe dreht. 


A. Aequatorialflichen. 


a. Die Axen der Kegelschnitte sind parallel. In diesem Falle liegen 
ihre Scheitel auf 2 festen Kegelschnitten, die in 2 auf einander und auf 
den Ebenen der erzeugenden Kegelschnitte senkrechten Ebenen enthalten 
sind. Diese beiden festen Kegelschnitte sind die ,,Leitcurven“, welche un- 
mittelbar die Construction der Fliichen ergeben. Die Leitcurven sind: 


I. Eine Ellipse und eine Hyperbel mit demselben Centrum; die Hauptaxe 
der Hyperbel fiallt mit einer der Axen der Ellipse zusammen. 
II. Zwei Systeme reeller gerader Linien. 
III. Die Geraden des einen Systems sind parallel. 
IV. Zwei concentrische Ellipsen. 
V. Ein System zweier reeller und ein System zweier imaginirer ge- 
rader Linien. 
VI. Zwei Hyperbeln, die sich in einem ihrer Scheitel schneiden. 
VII. Zwei Ellipsen mit einem gemeinsamen Punkte. 
VIII. Eine Ellipse und ein paar imaginiirer Geraden, deren reeiler 
Schnittpunkt auf einen der Scheitel der Ellipse fiaillt. 
IX. Eine Parabel und zwei sich in ihrem Scheitel schneidende Gerade. 
X. Eine Hyperbel und eine concentrische Ellipse, deren eine Axe mit 
der Hauptaxe der Hyperbel zusammenfillt. 
XI. Zwei Hyperbeln, deren Hauptaxen sich kreuzen. 
XII. Zwei concentrische Ellipsen, von denen die eine imaginiir ist. 


*) Vergl. dariiber: les Mondes de M. Abbé Moigno, 1867, 10. Janvier. 








XII. 


XIV. 
XV. 


XVI. 


Eine Hyperbel und eine concentrische imaginiire Ellipse, deren 
eine Axe mit der Hauptaxe der Hyperbel zusammenfillt. 

Zwei Hyperbeln, deren Nebenaxen dieselbe Richtung haben. 

Eine Hyperbel und eine concentrische imaginiire Ellipse, deren 
eine Axe mit der Nebenaxe der Hyperbel gleichgerichtet ist. 

Die erzeugenden Kegelschnitte ‘sind Parabeln. 


b. Gedrehte Flichen; die Axen der erzeugenden Kegeischnitte sind 
nicht mehr parallel. 


XVII. 


XVIII. 


XIX. 


XXII. 


XXII. 


XXIV. 


XXV. 


XXVI. 


XXVII. 


Das Modell entspricht dem Modell IV, welches 4 reelle doppelt- 
zihlende Gerade hat; die Doppelpunkte auf zweien derselben sind 
reell, auf den beiden anderen imaginir. 

Die erzeugenden Kegelschnitte sind Hyperbeln, deren eine Asymp- 
tote eine feste Richtung hat. 

Die erzeugenden Kegelschnitte sind Parabeln. 


B. Meridianflichen. 


. Die aus 9 Theilen bestehende Fliche hat 8 reelle Doppelpunkte 


und 8 reelle Doppelebenen, von welchen 6 die Fliche nach Hy- 
perbeln, 2 nach Ellipsen beriihren. 


. Die Fliche, aus 7 Theilen bestehend, hat 4 doppeltziihlende Gerade, 


von denen 2 durch reelle, 2 durch imaginiire Doppelpunkte hin- 
durchgehen. Es gibt keine Doppelebenen. 

Die aus 4 Theilen bestehende Fliche hat 2 reelle doppeltzihlende 
Linien, welche durch reelle Doppelpunkte gehen, und 4 reelle 
Doppelebenen, welche die Fliche nach Ellipsen beriihren. 

Die Fliche besteht aus 5 Theilen. Zwei der Ellipsen des vor- 
hergehenden Falles sind durch Hyperbeln ersetzt. 

Die aus zwei Theilen bestehende Fliiche hat zwei doppeltzihlende 
Gerade; die auf einer derselben gelegenen Doppelpunkte sind reell, 
die auf der andern befindlichen fallen zusammen. Zwei der vier 
Doppeltconcentialebenen fallen zusammen, die beiden andern be- 
rtihren die Flichen nach Ellipsen. 

Die Generatricen sind concentrische Kreise. Es gibt 4 Doppel- 
ebenen, welche die Fliche nach 2 Paaren einander beriihrender 
Kreise tangiren. 

Aehnliches Modell. Die Generatricen sind Ellipsen, ebenso die 
Beriihrungs-Curven. 

Die Axen der erzeugenden Ellipsen sind gegen die Rotationsaxe 
geneigt. Zwei Paar Doppelpunkte fallen zusammen. Es gibt 
4 Doppelebenen, welche die Fliichen nach 2 Kreisen und 2 Ellipsen 
beriihren. 


Preise der Collectionen in Zink ausgefiihrt und auf polirten Mahagony- 
Brettchen aufgestellt: 4 Modelle nach Professor Dr. Klein 120 M.; 
27 Modelle nach Professor Dr. Pliicker 360 M.  Beide Collectionen 
zusammen genommen 450 M. Lieferung ab Céln, freie Emballage. 





Druck von RB. G. Teubner in Leipzig. 
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